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c. 


Ciliber kreisrunder Querschnitt bei Quecksilbers = y das absolute Gew. der 
geraden Cylindern und Kugeln; bei er- Kubik-Einheit destillirfen Wassers ist, so 
stereu ist es vornebiuUcb der innere Quer- hat man die Weite d der Rohre = 
schnitt einer Röhre, wie bei den Ge- 
schützen, den Thermometerröhren ; Arüo- 
meterscalen bedürfen eines genauen au- 
fseren C. Bei Kugeln versteht man unter CAlOlimster, ein von Lavoisier erfun- 
C. deren gröfste Kreisebene. Die Grülse dener Apparat, um die specifische Wärme 
des C. wird durch den Durchmesser ge- eine.s StutTs dadurch, dafs man ihn Eis 
messen und angegeben. Eine Rubre von schmelzen läfst, zu ermitteln. Die Theo- 
durchweg eiuerlei C. heifst eine cali- rie des C. ist folgende: Für einerlei Wir* 
brirte Röhre. Bei Barometern Ist die kung durch die Wärme ist auch stets 
Calibrirung der Röhre nicht wesentlich, einerlei Wärmemenge erforderlich, z. H. 
weil einerlei Duftdruck sich unabhängig um die Kubik- Einheit eines bestimmten 
von dem 0. durch einerlei Höbe der ba- Stoffs von 0° bis auf 100'^ Cels. zu erhö- 
rometrischen Flüssigkeit ausspriebt; um hen, oder um ihn von 100*^ aufO^ abzu 
so wichtiger ist sie beim Thermometer, kühlen. Verschiedene Stoffe brauchen 
das zu wissenschaftlichen Zwecken he- verschiedene Wärmemengen dazu, d. b. 
stimmt ist, weil die thermometrisebe Flüs- verschiedene Stoffe haben verschiedeue 
sigkeit von der Wärme eine cubische Wärmecapacitäton, und die Wärnie- 
Ausdohnaug erfahrt , so dafs einerlei menge, die einem Stoff zugefübrt werden 
Wärme-Abstände bei verschiedenem Röh- mufs, damit seine Temperatur von 0*^ auf 
reocaliber verschiedene Längen-Ausdeh- 1® oder auf 100° Cels. steige, oder die er 
oungen, also die Grade nnrichtig zeigen, abgiebt, um von i° oder von 100° Cels. 
wenn der Fundamentalabstand zwisAen auf 0° herabzukommen, ist seine spe- 
dem Gefrier- und dem Siedepunkt in lauter cifische Wärme, 
gleich lange Tbeile getheilt ist. Man Da man Wärmemengen nicht absolut 
prüft solche Röhre in Betreff ihres C., aufzufinden vermag, so sind alle Angaben 
indem man eine kurze Länge Quecksilber von speclHscher Warme relativ, indem sie 
in dieselbe bringt, diese vom Anfang bis auf einen Normalstoff, dessen specifische 
zum Ende der Röhre nach und nach ver- Wärme als Einheit genommen wird, sich 
schiebt, und mit Hülfe eines genauen gründen. Die.ser l^toff ist das desfillirte 
Maafsstabes mikroskopisch untersucht, ob Wasser, welches 79° Wärme abgiebt, um 
das Quecksilber überall einerlei Länge hat. ein gleiches Gewicht Eis zu schmelzen, 
Liegt daran, die Weite einer Röhre, d. h. 1 Pfd. Wasser von 79° Teraneralur 
besonders eines Haanöbrefaens, zu erfah- schmelzt 1 Pfd. Eis von 0° zu Wa.«ser 
reu, so wäg^t man die Röhre, bringt dar- von 0°Temp. und geht selbst zu 0° Temp. 
auf eine möglichst grofse Lauge Queck- hinab, so dafs 2 Pfd. Wasser von 0° ent- 
silber bineiu, wägt wieder, e^brt aus stehen. 

der Differenz beider Gewichte das Gewicht Wenu nun 1000 Cent Quecksilber von 
des Quecksilbers f, mifst dessen Länge /, 100° Cels. 42 Cent. Eis von 0° zu Was- 
uud weuu das bekannte spec. Gew. des ser von schmelzen, bis sie selbst auf 
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die Temperatur 0*^ hinab gekommen sind, 
so bat man die specifUcbe Warme x des 
Quecksilbers zn der des Wassers = 1 aus 
der Proportion : 

100° Quecks. ; 79° Wasser 
1000°Cent . :42“ Cent Eis 

>koraus 

* = 0,03318 

Der Apparat ist in allen physikalischen 
Lehrbücnern beschrieben und ab^ebildet: 
Er besteht aus drei blechenen Gefafsen, 
die mit Spielraum in einander stehen. 
Das innerste empfangt den Körper, des- 
sen sueciHsche Wärme zu ermitteln ist; 
zwischen diesem Gefafs nnd dem mittle- 
ren wird Eis von 0° eingelegt, welches 
durch die Wärme des eingelegten Körpers 
zum Theil zu Wasser schmilzt, das durch 
ein Rohr in ein besonderes Gefafs fliefst 
und mit diesem abgewägt werden kann. 
Zwischen das mittlere und äuisere (lef^ 
wird ebenfalls Eis gepackt, damit die 
Wärme der äufseren Luft auf den inne- 
ren Schmelzprocefs keinen Einflufs üben 
könne. Das Verfahren bei den Versuchen, 
und die nötbigen VorsichtsmaJsregeln zu 
Erlangung richtiger Resultate gehören in 
die Physik. 

Calotte ist jeder der beiden Theite 
einer Kiigeloberfläcbe, die von einer Ebene 
geschnitten wird. Denkt man sich den 
auf der Durchschnitts-Ebene normalen 
Durchmesser, so trifft dieser in jeder C. 
den Punkt, welcher von allen übrigen 
Calottenpunkten den gröfsten Abstand 
von der Ebene hat, und dieser Abstand 
beifst die Höhe der C., die Durch- 
schnittseheneist die Grundebene d. C. 

Es sei ADB ein Halbkreis, EF eine 
mit dem Durchmesser./4A parallele Sehne, 
DC der Halbmesser normal AB, so be- 
schreibt bei der Umdrehung des Halb- 
kreises um DC der Quadrant DFB eine 
Halbkugel-Oberfläche, nnd der Bogen DF 
eine U. 


Um den Flächen -Inhalt der C. zu be- 
stimmen, ziehe die Sehne l)F und die 
Tangente (iF an F bis in die Verlänge- 
rung von CD, so beschreilien beide gera- 
den Linien DF und 6'/*' zwei Kegelmäntel, 
von welchen offenbar der erste kleiner, 
und der zweite gröfser als der Inhalt / 
der C. ist, die aber beide immer näher 
dem Inhalt / kommen, je näher EF an 
D gelegt wird. 

Die Inhalte der Kegelmäntel sind gleich 
geradlinigen Dreiecken, deren Grundlinie 
der von dem Punkt F beschriebene Kreis- 
umfang ist, und deren Höben die Geraden 
DF und sind. Mithin ist der Kegel- 
mantel, der entsteht durch DF 
=n-FD.DF 

durch GF 

= rtFi/.CF 

Bezeichnet man den Halbmesser CF 
mit r, die Höhe DH der C. mit x, so 
hat man 


FH = k'r* — (r — x)* = I (2r — x)x 
DF — I 2rx 


und da 

also 

oder 


A CF//coAFCD 

GF:FH=FCiCH 


GF : \ (2r - x)x = r : r ~x 


GF=— — l(2r — x)x 
r — X 

die Kegelfläcbe durch DF ist mithin 
= n \ (2r — x)x - ) 2rx = rrrx J/^2 • ^ ^ 
die Kegelfläcbe durch GF 
= JiV(2r— xjx* - 


•1 (2r-x)x 


2r — * 


folglich 
nrx |/' 


„2r-x , 2r-x 

2 < / < nrx 


Fig. 267. 



Da mit beliebiger Abnahme von x die 
beiden einschliefseiulcn Grüften der mitt- 
leren / beliebig nahe gebracht werden 
können, so ist ofl'enbar 

/ =r ;i rx * F 

wo K eine Gröfse ist, die zwischeu 
I 2 ^ und ^ oder zwischen 

1 4- i) fH';) 

Mit beliebiger Abnahme von x ver- 
schwindet aber •— gegen 1 u. 2 immer 
mehr, und beide Gröfsen können dem Werth 
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= 3 beliebig nahe nbracht werden ; dem- 
nach ist K = 3 nnd 

/= 2nrx 

für X = r entsteht die Ilalbkugelfläche 
= 2nr*, und die pnie Kugetoberfläche 
ist = 4irr* = dem Vierfachen der gröfsten 
Kreisfläche. 

Camera clara. Hierunter versteht man 
2 optische Apparate, nämlich I) die im 
folgenden Art. ahgehandelte Camera lu- 
cida, besonders bei den Franzosen, die 
diese chambre claire nennen, und 3) die 
in dem darauf folgenden Art. beschriebene 
Camera ohscura in der unter No. 3 ge- 
dachten Abänderung, weil man hier das 


Bild nicht mehr in einer dunklen Kam- 
mer, sondern im Hellen auf einer matt- 
geschliffenen Glasplatte sieht. 

Camera Inclda od. clara ein von Wol- 
laston erfundener ^tischer Apparat zum 
Nachzeichnen von Gegenständen. F.r be- 
steht aus einem prismatischen Glaskörper 
von der Form ABDC im Querschnitt, in 
welchem AB = BD einen rechten Winkel 
und AC = DC einen W'inkel von 135° 
bilden. 

Die Construetion dieses Profils ist sehr 
einfach; denn zieht man die Diagoiule 
BC, so hat man 


1 3 * 1 ° 

ZACB = ZBCD = ^ = 071 ° 

ZABC = 45° 

folglich Z BAC = 180°-(67i°-t-46°)= 67i° 


Hat man demnach AB — BD, ABD 
= 90*^ geteichnet, so haibire Z ABU durch 
BC nnd nimm BC = AB, wonach der 
Punkt C und die Linien AC und DC 
sich ergeben. 

Man stellt den Glaskörper auf ein 8ta> 
tiv mit der Grundkante BD senkrecht, 
mit der durch AB liegenden Seitenebene 
des Prisma waagerecht, belegt die Ober- 
fläche mit einem Pigment, und lafat nur 
an der Kante A in der Mitte der Länge 
eine kleine runde Oeffnung für das durch- 
sehende Auge; die Ebene BD wird dem 


Fig. 268. 
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aufzuiiehmendeii Oegeiihtumle, einer Laud- 
scbaft z. B., eiitgegenstellL Mit diesem 
Apparat erreicht man, wie weiter nach- 
gewie.<eii werden wird, dafs die von dem 
aufsereii Gegenstände auf die Ebene CD 
faileudeii Strahlen reflectirt unter dem- 
selben Kcflectionswinkel auf die Ebene 
AC geworfen werden, und Ton dieser 
nach der El>ene AB wiederum unter dem- 
selben Winkel reflertiren, so dafs die 


reflectirten Strahlen unter denselben Win- 
keln in das bei A befindliche Auge fallen, 
unter welchen die ursprünglichen Strah- 
len in BD eintreten, nnd dort gesehen 
werden würden, dafs mithin der (iegen- 
stand bei A in seiner natürlichen Gröfae 
erscheint, und zwar waagerecht ausge- 
breitet, weil das Auge das empfangene 
Bild des Gegenstandes senkrecht herab- 
wirft. Legt man daher unter dem Glas- 
körper auf eine horizontale Ebene ein 
Stück weifses Papier, und richtet die Pu- 
pille des Auges zur Hälfte über die Oeff- 
nung, zur Hallte auf das Pamer, so lassen 
sich die einzelnen Linien desru-u^ensfandes 
mit dem Bleistift überzeichnen, und man 
erhält das Bild in einem um so kleine- 
ren Maafsstahe, je näher das Papier der 
Oberfiäcbe AB gelegt wird. 

Die Länge AC - DC bat man 

® 450 

2AB »iw iAÄC= 2AB »iw ^ 

= AB\ 2(1 - ro» 45°) = 4 üf ( 2(1 - TftT) 
= 0,7G.j • /I // 

Fällt man toii C die I^otho <'E uii<i 
CF auf AB und CD, so sind die Pm- 
jectionen 4 ß = DF = 4 ß ( l - co» 45 °) 

0,293° 4 ß. 

^hufs der Aufnahme eines entfernten 
Gegenstandes genügt es, wenn die Seiten 
Aß, BD 3 bis 6 Linien breit, uixl das 
Prisma bis 1 Zoll laug ist. 

2. Es sei Fig. 269 (iC ein auf die 
Ebene BD fallender horizontaler Licht- 
strahl, so geht derselbe geradlinig fort 
bis //. Da nun ^ f7f//) = 22;° also klei- 
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ner als 48 J®, so kann er (s. Ablenkung reflectirt nach CE nnd erscheint in der 
des Lichtstrahls, pag. 9) nicht austreten, senkrechten C-W, und der vor ÜF befind- 
sondern reflectirt, nnd zwar unter dem liehe senkrechte Gegenstand erscheint in 
^ UiC-=Z. CHÜ = 22^r°; da nun ^ ICH dem gl eich greisen waagerechten Bilde AM/. 
= 135°, so ist auch C/// = 22i°, mithin Reicht die Oeffnung bei A nur bis A', so 
reflectirt der Strahl Hl nochmals unter werden auch nur die Strahlen, die auf 
dem ^/4/A' = 22;°; es ist ^ .4A7-90’ den Theil DH der Ebene CD fallen, zwi- 
und der Strahl 7/i geht geradlinig und scheu iS und L gesehen, und der vor 

DG senkrechte Gegenstand erscheint auf 
dem Papier in D"G”, wohin nämlich das 
.Auge vor A die Strahlen wirft. 

3. Es sei fi'G (Fig. 270) der Strahl vou 
einem unter dem Horizont a-y iu der Ver- 
längeruug von GG' befindlichen ferneu 
Punkt, Z yGG’ — a, so bricht der Strahl 
nach GH, so dals (s. Ablenkung u. s. w., 
pag. 9) j fin a = sin HGx — sin /?. 

Da mm 

Z GxD = 22^° 

so i.st 

z GHDrr2‘^^-ß 

folglich Z IliC des reflectirten Strahls 
Hl - 22.] ° - ß 

und folglich 

Z ///C=22^°-f /? 

Der Strahl III reflectirt also nach 7A', 
so dafs Z eia = Z HIC- 22 .j® -|- ß. Wenn 
daher ctr das Eini'allsloth in A ist, so ist 
Z A7 - ß- Z HGx ; der Strahl IK bricht 
senkrecht nach IL in die Hr>he. Dasselbe also unter dem Z*EL —yGG' = Z”^ und 
findet mit allen horizontal auf die Ebene das Auge in Lr sieht den Gegenstand G' 
CD fallenden Strahlen statt: der Strahl unter demselben Winkel, unter welchem 
auf ü reflectirt nach DA und erscheint es den Gegenstand in G sehen würde, 
in der senkrechten AN, der Strahl auf C Ein horizontaler Strahl durch G' würde 



Fig. 270. 
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in VW erscheinen, er würde von dem Aiiee 
anX die Papierebene nach le" der Strahl 
LK nach C” geworfen werden; man er- 
hält also das Bild von 6" in G" unter 
dem richtigen Üepression.swinkel G"Kie" 
— vKL = yGG'. 

Der .Strahl G’G ist unter solchem De- 
pressionswinkel genommen, dafs er in K 
nicht mehr ins Auge trifit, weil K schon 
mit Pigment bedeckt ist, nnd zngleich so. 
dala wenn von dem äufsersten Punkt E 
der .Angenöffnung EF + A7 gezogen wird, 
die Parallele ans F mit Hl den äuiser- 
sten Punkt D der Ebene CI) trilTl. Zn 
diesem gebrochenen Strahl DA' gehört nur 
der in D 4= mit GG' eiiifallende Strahl 
D'D. Die unter dem Depressionswinkel 
n =iDÜ' auf BD fallenden Strahlen sind 
also die iulsorsten, die ins Auge treffen, 
und sie erscheinen als tiefste Linie des 
Bildes auf der Papierebene in I)”, wenn 
iSfl” 4= tO" gezogen wird. Bober liegende 
Punkte wie G' erscheinen dadurch, dafs 
von ihnen Strahlen unter kleineren De- 
pressionswinkeln auf Bl) fallen, z. B. von 
C* auf Punkte zwischen I) nnd G. 

Wegen der kleinen Dimension von Bl) 
kommt es übrigens gar nicht darauf an, 
in welcher Höhe von HD ein Strahl ein- 
fällt, ob also der Strahl I)'I) oder G'G 
oder B'B nnter dem Depression.swinkel n 
der nnterste des entfernten (iegenstandes 
ist, welcher noch auf der Papierebene als 
Bild erscheint. 

Um den gröfst möglichen Depressions- 
winkel tl)u=yGG' = tt zu bestimmen, 
hat man den Brechungswinkel desselben 
HGx = ß, der immer kleiner als 22)° ist; 
ferner ist die Breite AE der Durchseh- 
öffnung zu bestimmen, und cs sei, wenn 

AB = a ist, AE = — a. 

n 

Nun bat man in dem ^CI)F: 

CD : CF =tin CFD : sin CDF 

= $in (22i®-|-(J):sin (22{°-/») 

= sin 22)” cos ß -f cos 225° sin ß 
: sin 22n° cos ß - cos 
also, da CI) = AC ist 
CA : CF= 1 + CO» 22!° »7 ß 

:l-co»22i°.(7,f (1) 

Zieht man die Diagonale BC und schnei- 
det diese DF in ft, so hat man 
AfA/iruAACd/ 

daher 

AF:AE = CF:Cfl 

oder 

AF)r CF : Cf = AE -f CH : CH 

oder 

CA:CF=^a+CH-.CM (2) 


Fällt man das Loth CJV auf DF so ist 
^NDC=22i°-ß 

daher 

^ ACfl = 20° - (22{° - ,4) = 67{° -l- 
und da 

HCD - B7i° 

so ist 

^ ycH = ß 

lind 

CiV = CH rot ß = CD sin (22j ° - /») 
Den Werth von C.lf in Gl. 2 gesetzt, 
giebt 

CA;Cf=-L„+CD.‘-i=Äl« 

n cot ß 

COS ß 

oder 

CA : Cf = — a+Cfl[sin22i°-cos23J°lj/f] 
: CD [sin 22^° - cos 22i° «y /»] 
Diese 01. mit I verbunden giebt 

1 -t- cot 22i° tyß : 1 - CO» 221° >3ß = -t- 

CD [sin 22J°- cos 221“ 'jfl 
: CD [sin 221°-cos 221° 
woraus durch Addition und Subtraction 
der Glieder 

2:2 CO» 22i°(3,4 = — o 


-I- 2CD [sin 221°- °°* 221° >9 fl “ 
Nach No. 1 ist CO = 0,765 .o 
sin 221° =0,3826834 
cos 221° = 0,9238795 
CO» 221° =2,4142136 
Diese Werthe eingesetzt, entsteht: 

2 : 4,8284272 . »y = ®- -|- 0,5855056 • a 
n 

- 1,4135356 .«»y ,5 :-ia 
woraus redneirt nnd nach ß geordnet: 

, r 1 0,5855055 ] 

Ll7-n353&6^'^l,4l'35356J 

+ - =0 

6,8251537.» 

oder 

‘9“.»- f 0,4142135] »y,4 

, 0,293034 „ 

-f = 0 

fl 

hieraus 

»y ^ = -t- - 0,207 1067 

4:|%0428L-"-lli^^ + ?Ä 
Ob das Vorzeichen der Wurzel -b oder 
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— genommen werden mnfs, prüft men, 
indem men für n den höchsten lulässi- 

f en Werth = 1 setit, wobei denn die 
iurrhsehötTnung ton A bis B reicht und 
woraus denn nuthwendig für fi der Werth 
22 t° enbtehen mufs. 

Man findet für n = 1 

Igß- 0,5608367 ± 0,U66431 
nun ist aber schon das erste ftlied 
0,5608367 = /j 29“ 17’ 
also gröfser als 22 J°. 

Nimmt man das negatire Yorseichen, 
so erhält man 

tj;} = 0,4141936 

es ist aber 

lg 22i° = 0,4142136 = 10,4 
indem der geringe Unterschied zwischen 
beiden io der Kechnung mit zu wenigen 
Uecimalen liegt; folglicn mufs das nega- 
tive Vorzeichen genommen werden. 

Für n = 10 hat man 

lgfi = 0,2424797 - 0,1717362 = 0,0707445 
woraus 

ß=e li' 

Für n = 5 erhält man 
lg 8 = 0,2778527 - 0,1363649 = 0,1414878 
woraus 

/4 = 8“ 3’ 

Nun ist 

»in 4“ 15’ = 0,070 1918 

lin « = 5 sin 4® Ij’ = 0,105 2877 
woraus 

r. = 6° 25’ 

Für n = 10, d. h. wenn die Dnrchseh- 
öffnung i', AB ist, beträgt also der grübte 
Winkel, unter welchem ein unterhalb des 
Horizonts befindlicher Gegenstand noch 
aufgenommen werden kann 6° 25’. 
sin 8° 3’ ist = 0,140 0372 
sin « = I sin 8° 3’ = 0,210 0558 
woraus 

a = 12 ® 75 ’ 

Boträrt also die Durclisehöffnung iAß, 
so ist der gröfste Depressionswinkel für 
eine aufzunohmende Landschaft 12° 7|’ 
5. Den grölstmöglichen Elevation s- 
winkel, unter welchem ein Gegenstand 
noch aufzunehmen ist, findet man durch 
folgende Betrachtung: 

Sind IC, BH Einfallslothe auf CD, 
so ist ^ iCi4 = 45® 

ein Strahl HU, der unter dem Z BHU 
= 45® reflectirt wird, läuft mit ACA:, trifft 
also die Fläche AC nicht mehr, und giebt, 
wenn er so nahe an C fällt, dafs er bei 
A ins Auge trifil, ein verkehrtes Bild des 
Gegenstandes, von dem er ausgeht; ein 
Winkel BUM = 45® ist also die Grenze 
des grübten Reflectionswinkels, und zu 
<Ucsem gehört ein Einfallswinkel EHB 
= 45®. Hieians hat man 


Z HED = 6T>,’’ 

und wenn EG das Einfallsloth durch E 
auf BD ist, 

Z = 225° 


Fig. 271. 



zu dem Strahl EH als ein in BD gebro- 
chener Strahl gehört aber ein einfallender 
Strahl IE in der Richtung, dafs 
sin GEI = I sin FEH = 5 sin 225° 

= 0,5740251 

woraus 

GEI = 3b° 15’ 

und dieser Winkel ist die Grenze des 
Elevationswinkels, unter welchem ein Ge- 

S enstand noch aufgenommen werden kann. 

'er Strahl selbst aber liefert dem Auge 
ein verkehrtes Bild, wie schon erwähnt; 
denn gesetzt, der reflectirte Strahl HM 
des gebrochenen Strahls EH träfe ins 
Auge, so wirft dies den Gegenstand in 
der Richtung MH auFs Papier; denkt man 
sich nun von einem über / liegenden 
Gegenstand /’ den Strahl VE' + IE, so 
bricht dieser nach E'H' 4^ EH und kommt 
in der Richtung H'W ins Auge, dieses 
wirft das Bild in der Richtung M’H' auf s 
Papier, und /’, ein höherer Gegenstand 
als /, erscheint auf dem Papier als nie- 
driger gelegen. Daher geben die obersten 
Punkte des Gegenstandes ein undeutli- 
ches, verwischtes Bild. 

6. Nun sind noch die Strahlen zu be- 
trachten, die durch BD unmittelbar auf 
die Fläche AC fallen, die also entweder 

f ebrochen durch A C hindurch gehen und 
einen Einflufs auf das in A sichtbare 
Bild haben, oder einfach reflectirend ge- 
en AB geworfen werden, und ein ver- 
ehrtes Bild geben. 

Die horizontalen Strahlen wie lE tre- 
ten ungebrochen in den Glaskörper und 
treffen die Fläche AC unter dem z LEE 
= 225® mif dem Einfallsloth LM. Der 
Strahl EE geht also durch den Glaskör- 
per in einer Richtung EG weiter fort, 
ohne in's Auge zu kommen. 


Camera nbscura. 7 

Der nnter dem möglich (fröfsten Elera* 
tionswiok«! aiaiaUeDd« uud nach EU 
Fig. H71 gebrochene Strahl würde, wenn 
er naher an B einfiele, die Fläche AC 
normal treffen, alao wie LM, Fig. 272, 
iingebmchen hindurch gehen. Die Ton 
der Horizontale ah aufw ärt» befindlichen 
Punkte des Gegeostaudes, deren in Bl) 

Fig. 272. 


Camera obscura. 

Fig. 273. 




gebrochene Strahlen unmittelbar auf AC 
feilen, thun also dem Itildo keinen 
Schaden. 

Unter den Ton einem unterhalb der 
norizontale befindlichen Punkt herrühren* 
den gebrochenen Strahlen gehen alle durch 
AC gebrochen hindurch, die mit dem Kin* 
felisloth LF einen ^ bilden , der 
kleiner als 41 ist, also einen ^ EFE* 
<(4lJ®-22i°=l9|'^. 

In No. 4 ist aber gezeigt, dnfs wenn 
die Durchsehöffnung bei ge- 

nommen wird, der grofstmögliche z. EFE' 
= 4® ly' ist; bei der Oeffnuug = {AB 
kann Z EFty höchstens 8° 3' sein, und 
wenn die Durchsehöffnung die ganze Breite 
AB einniramt, ist ein zEFFJ Ton 221® 
möglich. Demnach thun auch die Strah- 
len der unterhalb des Horizonts befind- 
lichen Punkte des aufzunehmenden Ge- 
genstandes, deren gebrochene Strahlen 
nnmittelbar auf die Fläche AC fallen, 
dem Bilde bei A keinen Schaden. 

G&mert ObKOra. Ei» Ton Porta um 
die Uitte des 16. Jahrhunderts erfundener 
optischer Apparat, mit welchem Bilder 
entfernter Gegenstände aufgefangen wer- 
den. Es sei ABCD ein dunkler Raum, 
in der Mitte der Wand CD befinde sich 
eine kleine Oeflfnung, so werden Ton dem 
erleuchteten Gegenstände ah durch die 
Oeffnung auf die dunkle Wand AB Licht- 
strahlen geworfen, und es entsteht von 
ah das verkehrte Bild a*h\ Der Erfin- 
dung dieser C. obsc. verdankt die spätere, 
die C. lucida ihren Namen, wenngleich 
dieselbe keine Caimeia ist. 


Man hat verschiedene Abänderungen 
dieses einfachen Apparats, die sich uar- 
auf beziehen, da.« auf die dunkle Fläche 
geworfene Bild naehzuzeichnen : am voll- 
kommensten ist sie für die Erzeugung 
der sogeiiniuiten Lichtbibler, indem das 
auf einer dunklen Metallfläche erzeugte 
Bild durch chemische Einwirkung des 
Lichts fixirt wird. Alle <lie$e Einrich- 
tungen gehören nicht hierher. 

2. Dagegen ist folgende Abändcrnng 
näher zu betrachten, die man auch Ca- 
mera Clara (heile Kammer) nennt. Zu 
dieser 0. clara wird nämlich der Apparat, 
wenn man .«tstt der Oefl'nutig in ( l) eine 
verschiebbare Sammellinse C'C" einlegt, 
welche die Lichtstrihlen auf einen unter 
45° geneigten Spiegel A! wirft, von dem 
sie gegen eine in der Docke befindliche 
mattgeschliffene Glusplntto AE retlectiren, 
und auf dieser ein richtiges mit Blei- 
stift nachzuzeiebnendes Bild hervorbriiigen. 
ll)erl>ei mufs die Axe FB durch C der 
Linse C'C" auf der Iliuterwand 4 K genau 
normal verbleiben, und das Rohr muGs 
so gestellt werden, dafs CB die Brenn- 
weite, also B der Brennpunkt ist. 

Inden Art. .A.strouomisches Fernrohr* 
und ^Breniiglas “ i.«t gezeigt, dafs dann 
(der Spiegel 4/ fortgedacht) v»m dem vor 
der Linse C'C" befindlichen Gegenstand 
auf der Ebene AE ein verkehrtes Bild 
entsteht, der Strahl FC auf die Mitte C 
der Lin.se und normal auf dieselbe tref- 
fend gebt ungebrochen bis B und die von 
F auf andere Punkte der Linse fallenden 
Strahlen werden ebenfalls nachdem Punkt 
'B gebrochen; so der Strahl FC nach 
CB, der Strahl F'C nach C"Ä, und es 
entsteht in B ein aus sehr vielen Strah- 
len zusammengesetztes und scharfes Bild 
des Punktes f. 

Wird nun der Spiegel eingelegt, so 
fängt dieser alle nach B gerichteten Strah- 
len auf; so den Strahl cli in 6, den Strahl 
CB in h‘ und den Strahl C’ß in ä“. 

Es entsteht also auf dem Spiegel kein 
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Bild des Punkts F, sondern eine aus den 
sehr fielen von auf die Linse fallenden 
ßtrahlen p^ebiidete kleine elliptische Licht- 
fläche, indem die vor der senkrecht durch 
das Linsenmittel C gerichteten Linie 
C'C" auf die Linse fallenden Strahlen hin- 
ter die Ellipsenaxe und die hinter 
C'C" fallenaen Strahlen vor 6’6” auf den 
Spiegel geworfen werden. Alle diese 
Strahlen werden aber gegen die Glas- 
platte AK geworfen, und zwar nach nur 
einem Punkt der d--^£ über b liegt, 
80 dafs mittelst des Spiegels der Punkt fi 
zum Vertreter des Brennpunkts B einge- 
setzt ist. 

Der Strahl Cb nämlich reflectirt unter 
dem (1b A = Cbi = ^ BAb = z. FAl 
= 45°, folglich ist ^6,5=90° wndbß^^AE^ 
bß = bB und Aß^AB. 

Der Strahl Cb' reflectirt unter einem 
Winkel an Ab\ der = Ist dem ^ Ch'I 
= / Ab'B] bezeichnet man den Punkt auf 
AK, in welchen der Strahl von b' aus 
die Fläche AK trifft anstatt mit ß, vor- 
läufig mit ß\ so ist, da 

Ab' - Ab' 

Z Bjib' = ^ ß'Ab' 

Z Bb'A = ^ ß'b'A 
A Ab’ß ^ A Ab'ß’~ 

folglich 

Aß' = AB 

nun ist 

Aß = Aß 

folglich fallt ß' mit ß zusammen, und so 
lifst sich von allen übrigen von C’C" auf 
AI geworfenen Strahlen erweLsen, dafs 
.sie in ß zusammentrefTeii. 

Alle übrigen Strahlen von Punkten 
anfser denen von F, welche auf den Mit- 
telpunkt C der Linse fallen, gehen un- 
gebrochen fort, und treffen, wenn der 
Spiegel fortgenommen wird, die Fläche 
AK. So trifft der Strahl HC von einem 
höheren Punkt Ü des Gegenstandes gerad- 


linig in K, und alle übrigen von demsel- 
ben Punkt H auf andere Punkte der Linse 
fallenden Strahlen werden nach dem Puukt 
E als Yereinigung.«punkt derselben ge- 
brochen; so der Strahl H’C nach CE 
und der Strahl H’"C" nach C"E. Bei 
eingelegtem Spiegel AI werden alle diese 
Strahlen wie in e, e\ e"’ zu einer klei- 
nen ellintUchen Lichtfläche anfgefangen 
und nach einem einzigen Punkt rj der 
Glasplatte AK geworfen, der gegen AI 
die gleiche Lage mit E hat, wie dies 
durch Oongruenz der Dreiecke eben so 
leicht zu erweisen ist, wie oben von deu 
Strahlen aus 6, b', b". 

Ein Gleiches gilt von allen übrigen 
Punkten des Gegenstandes; die oberen 
Punkte desselben werden von dom Spie- 
gel unterhalb anfgefangen, und wenn der 
Zeichner vor A sich stellt, auf die Glas- 
platte wieder nach oben geworfen. Eben 
so fängt der Spiegel die unteren Punkte 
de.s (}egeiistanaes oberhalb, die rechts be- 
flndlichen Hnk.s, die link.s befindlichen 
rechts auf, und wirft diese Punkto alle 
auf die Glasplatte in der umgekehrten, 
aUu in derseilien Ordnung, wie sie an 
dem Gegeustande .sich befinden. 

Dafs an deu Rändern, wie hei / und A 
nicht so viele Lichtstrahlen eines Punk- 
tes des Gegenstandes aufgefangen wer- 
den, als in der Mitte des Spiegels, näm- 
lich in dem Umfange, dessen (trofse die 
Linse CC" zur Projection hat, macht jene 
auf AK uach dem Rande hin befindlichen 
Bilder nur allmählich dunkler aber nicht 
weniger correct. Das Dreieck AEI der 
Camera kann natürlich ganz fehlen, wenn 
nur der Spiegel AI und die Glasplatte 
AK die gezeichnete Lage zur Linse CC’ 
haben. Nimmt man die Glasplatte AK 
hinweg, sieht durch die OefTnung AK auf 
den Spiegel, wobei man mit Tüchern um 
den Kopf das Eindringen von Licht durch 
AK verniodert, so bemerkt man, wie auch 
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ans dem obigen Vortrag henrorgeht, auf 
dem Spiegel kein Hild, 50 odern denselben 
als eine erlenchtete Fläche, deren Farben 
Ton dom Gegenstände abhangen, auf den 
die Linse gerichtet ist. 

Cantiwaage, Wasserwaage, ein Ni- 
vellir* Instrument, welches an sich iin> 
follkommen ist, und nur da angewendet 
wird, wo es auf grufse Genauigkeit nicht 
ankomiut, dann aber recht gute Dienste 
leistet, als für landwirtbschaftliche Zwecke, 
I. K. behufs der Ei>enung eines in den 
Profilen uuregeiniäfsigen Platzes, zu An- 
lage Ton Abzugsgräben u. dgl. 

Es besteht aus einem horizontalen Rohr 
AB von starkem Metallblecb, mit aufrecht 
gebogenen Tüllen an beiden Enden, in 
welche Tun beiden Seiten offene Glasröh- 
ren wasserdicht und senkrecht eingesetzt 
werden, ln den hohlen Raum wira durch 


Fig. 275. 



die obere Oeffnung eines der beiden Glä- 
ser Wasser eingegossen, bi.s es auf etwa 
^ der Hübe in den Gläsern stellt. Die 
beiden sichtbaren Wa.Hserspiegol geben die 
Horizontale DE an, und ein Auge in D 
Tisirt längs DE nach einem entfernten 
Punkt, der mm als in eiuerlei Horizon- 
talen mit DE liegend, inarkirt wird. Das 
Instrument hat in der Mitte einen Ansatz 
F, mit dem es während des Visirens auf 
ein StatiT gesetzt wird. 

Die Horizontale DE wird um so genauer 
risirt, je länger AB ist, woher die Röhre 
AB unter 2 Fufs lang nicht genommen 
werden darf. Wegen der Capillarität ist 
der Wasserspiegel in einem Glase con- 
caT, mau visirt also DE nur in den Han* 
dem des Spiegels; auch steht der Wasser- 
spiegel in commuuidrenden ungleich 
weiten Röhren ungleich buch, in der 
engeren Röhre höher, daher man beide 
tiläser gleich weit und überhaupt nicht 
zu eng, mindestens \ Zull weit nehmen 
mufs, und das Kobri4F ist Tor dem Vi- 
siren möglichst horizontal, oder vielmehr, 
die Gläser sind möglichst vertical zu 
stellen, wrobei man ein Bleüoth zu Hülfe 


nehmen kann. Beim Eingielseii von Was- 
ser und während des Transports dürfen 
in dem Rohr AB keine Lunblasen zum 
Verhalten kommen, weil diese eine un- 
gleiche Spannung gegen die beiden Was- 
sersäulen äufsern und somit eine un- 
gleiche Höhe, also eine unrichtige Hori- 
zontale veranla8.seii können 

Capillaranzlehaag . CapillaraUraction 
ist <1]<‘ Erscheinung, dafs Vlü.^sif'keiten in 
engen Röhren durch die Adhäsion deren 
Wandungen In die Höhe gezogen werden, 
so dafs sie den Klüs.Mgkeitsspiegel eines 
damit cominunicirenden weiteren Gefafses 
überragen. 

Capillardepressioa , die Erscheinung, 
dafs Flüssigkeiten in engen Röhren, von 
deren Wandungen sie nicht angezogen 
werden, dieselben also auch nicht be 
netzen, vermöge der überwiegenden Co- 
häsion ihrer Massentheiicben unter den 
Flüssigkeitsspiegel eines mit der Röhre 
coinniunicirendeu weiteren Gefäfsessinken. 

CapUlariUt (capillus, das Haar), Haar- 
röhrchen-Anziehung ist die in den 
vorigen bei<len Art. aufgoführte Erschei- 
nung; die des zweiten Art. eigentlich 
eine Haarröhrchen - Abstofs ung, wie 
man sie aber nicht nennt. Die aiifstei- 
gende C. hat zum Grunde, dafs die Ad- 
häsion der Röhrenwandungen gegen die 
denselben nahen Flüssigkeitstheilen gröfser 
ist als die auf dieselben wirkende .Schwer- 
kraft, und die absteigende C., dafs die Co- 
häsion der Masseiitheilchen, in Folge wel- 
cher diese den möglich kleinsten Raum 
als Kugel einnehmen wollen und hinab- 
sinken um den darniiterbefindlichen Theil- 
chen näher zu kommen, die auf die um- 
liegende Flüssigkeit wirkende Schwerkraft 
überwindel. 

Eine bekannte Erscheinung im Leben 
gieht Zeugnifs von der bedeutenden Wir- 
kung der C.; nämlich dafs ein Wasch- 
schwamm, der nur mit der untersten 
.Spitze in Wasser cinge.senkt wird und 
bleibt, .«ehr bald bis auf die obersten 
Theilchen hinein das Wasser aiiffängt; 
eben so geschieht dies mit Holzkohlen 
und andern porösen Körpern, indem die 
Poren enge Ilöbrcbcn .«ind, deren Wan- 
dungen das Wasser a<Uiäriren (vergl. Ad- 
häsion am Schlufs). 

2 In einer weiten Glasröhre ist der 
Flüssigkeits - Spiegel in der Mitte eine 
waagerechte Enene, an dem Rande ge- 
krümmt; ist die Flüssigkeit benetzend, 
wie Wasser, so ist die Krümmung hohl 
und an dom Rando aufsteigend, ist sie 
nicht benetzend, wie Quecksill)er, so ist 
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die Krnmmung erhaben» an dem Rande 
absteigend. 8o ^eit der Spiegel eben ist» 
so weit wirkt die Schwerkraft allein, und 
weder von Abhäsion noch von Cohäsion 
ein(^6schränkt. Wo aber die Krümmung 
beginnt, da beginnt auch der Kinflufs der 
AdbÜMon oder der Cohäsion und er stei* 
gert sich bis an den Hand, wfo er am 
grofsten winl. Dio Wassermenge, welche 
gegen den Rniid über dem mittleren 
Wasserspiegel in die Hübe geaogeii wor- 
den, druckt xugleich die Kraft aus, mit 
welcher die AilbäMon der Schwere da.s 
(ileichgewicht hält, denn um dieselbe 
Wasaermen ge der Wasserspiegel ge- 

sunken. Eben so drückt die Quecksilber- 
menge, welche längs dem Rande unter- 
halb des mittleren Spiegels fehlt, die Kraft 
der Cohäsion gegen die Schwere aus, 
denn um dieselbe ist der Quecksilber- 
spiegel in der Mitte gestiegen. 

Je weiter die Röhre ist, auf desto mehr 
Plüssigkeitstheilo wirkt die Schwere, desto 
weiter nach dem Rande pflanxt sie sich 
fort, desto geringer werden dio Randwir- 
kungen und desto schmaler die Krüm- 
mungen längs derselben. Je enger da- 
gegen die Röhre, je geringer ist die Menge 
der Plü.H8igkeitstheirchen, auf welche me 
Schwere ungehindert wirkt, desto weniger 
Eindufs bat sie auf die Randflüssigkeit, 
und deren Krümmungen werden breiter. 
Ist eine cylindrische Ttöbre so eng, dafs 
die mittlere Ebene in einen Punkt ver- 
schwindet, so 6ndet keine alleinige Wir- 
kung der Schwere mehr statt, und die 
Röhre Ut ein Oapillarititsgefäfs , 
welches schon bei A Zoll Uurchmesser 


aehieden weiten Rohren für 
einerlei Flüssigkeit verbal« 
ten sich umgekehrt wiederen 
Uurchmesser. 

Dieses Oe.setz modiflcirt sich um etwas 
nach folgender Betrachtung: 

Wird ein Haarröhrchen in eine 
in dem weiten (t^fäfs // befindliche Flüs- 
sigkeit getaucht, welche die Wandung 
der Röhre benetzt, so macht sich die C. 
dadurch geltend, dafs die Flüssigkeit der 
Schwere entgegen in das Ih’ihrchen um 
eine Höhe h aufsteigt und eine Oberfläche 
bildet, die iiäberungsweise als Hohlkugel- 
fläche von dem Halbmes.«er r der Ibmre 
betrachtet werden kann. Die C. wird also 
ausgesprochen durch das Gewicht der auf- 
gestiegenen Flüssigkeit; der Raum-Inhalt 
derselben ist ein Cylinder von der Höbe 
A und dem llalhinesser r = n/*A + einem 

Fig. 276. 



Meniscus von der Höhe r und dem Halb- 
messer r, der also — ist einem Cyliuder 
anlaiiLa, so Uals uie i^nre wegen uieser den, Halbmes.ser r und der Höhe 

noch oodeiitenden Weile nicht gut schon r = ;ir*~ einer Halbkugel von dem Halh- 
Haarröhrcheu genannt weraeu kann, niesser r= Der Rauminhalt der 

Die Wirkung der Adhäsion, so wie die 
der Cohä.Mon auf eine Flüssigkeit im 
Haanöhrchen, die 0., wächst natürlich 


mit der I>ängo des Randes, die ihr ent- 
gegenwirkende Schwerkraft wächst (oder 
die G. nimmt ab) mit der Snmrae der 
Flüssigkoits- Elemente, auf welche die 
Schwere wirkt, also mit dem Querschnitt 
der Röhre; bezeichnen also O, d die Unreh- 
mes.ser zweier Haarröhrchen, C, c deren 
Capiliaritätswirkungen, so ist 

1) C :c = n f) : nd 

•>) C':c= ^ ’ 


aufgezogenen Flüssigkeit ist demnach 
n -p « r* — 5 n r* = nr*(Ä -f A »*) 
Nennt man das Gewicht der Kiihik- 
einheit so hat man die Capillaritit 
= nr*(A-f-ir)y 

Bezeichnet man wie oben die Capilla- 
rität der Längeneinheit mit r, so betragt 
dieselbe für die Röhre vom Halbmesser 
r (weil deren Wandumfang = 2/ir ist) 
2nrc, und man hat 

2/irr = ;jr*(A-P }r)p 




mithin 




woraus das tiesetz hervorgeht : 

die Capillaritäteu zweier Ter- 


woraus 

c = r(A + ;r)l 


oder 

0 t; 

- = r(A + Jr) 

0) 

und 

y 




(2) 


jr 


Digiii^tsi by Coogit 


CspillsritStsgefSrsr. 


n 


Cardinalpankt«. 


Für eine Röhre ron dem Halbmeeser fl, 
der Höhe H, hat man bei derselben Flüs- 
sigkeit die Capillarität c 


oder 


und 


daher 


c = Ä(H-b;fl)|: 


*2e 


= Ä(«+ \n) 




nnd 


y=RiH+lR)-. 


(?) 


(*) 


»•(k f J r) 


H-.h 


2c 


I p . I - 

rR ’'‘ yr 
Diese Formeln stimmen auch so genau, 
als es an verlangen ist mit den Versu- 
chen : Gay Lussac beobachtete, dafs Was- 
ser in einer Röhre von 1,2944 Millimeter 
Weite aufstieg anf 23,1634’"'" Höhe, in 
einer Röhre von 1,9038'"»' Weite auf 
15,5861'"'" Höhe. Legt man die erste 
Heobachliing zu Grunde, so hat man nach 
Formel I 

= 23,1634 ,. if«] 

= 15,130975 

Diesen Werth in Formel 4 gesetzt und 
auf die 2. Beobachtung angewendet giebt 


,, 15,130975 , . 

" = —J gggg- “ j ' i ' I ,»038 = 15,57825’"'" 
beobachtet ist /f = _ 15,58610'"'" 

Differenz = 6,00785/"<n 


Bei der C. - Depression , wenn nämlich 
die Röhre tiefer in die Flüssigkeit ge- 
taucht wird, entsteht ein leerer Kaum 

Fig. 277. 



abwärts von der Form des vollen Ranms 
bei der C.-Attraction; es sind also die 
obigen 4 Formeln auch für die C.-Depres- 
sion gültig. 

CapUlaritUlgeflTu s. u. Capillarität 

Cardaniaehe Formel, Cardan's Regel, 
s. Algebraische Gleichung, No. 21, wo sie 
entwickelt ist, No. 22, wo die Fälle der 
Anwendbarkeit dargelegt nnd No. 23, wo 
Anwendungen derselben gegeben sind. 

CardlBalpOllkte .sind für irgend einen 
Ort der Erdoberfläche die an der hohlen 
Himmelskiigel befindlichen Punkte: Ost, 
West, Süd, Nord; diejenigen Punkte 
also, welche den Umfang des wahren Ho- 
rizonts in 4 Quadranten theilen. Von die- 
sen sind der Ostpnnkt und der West- 
pnnktdie Dnrchschnittspunkte des Aequa- 
tora, der Nordpunkt und der Südpunkt 


die des Meridians mit dem Horizont (s. 
astronomischer Horizont I und 8). 

Die eben gedachten Kreise; der Aequa- 
tor nnd der Meridian, schneiden den 
scheinbaren Horizont in 4 über dem wah- 
ren Horizont helegenen Punkten, die eben- 
falls Cardinalpunltte des scheinbaren Ho- 
rizonts und Ost, West, Süd, Nord 
heifsen, woher man auch wohl die zum 
wahren Horizont gehörenden C.-P. wah- 
rer Ost-, West-, Süd-, Nordpnnkt nennt. 
Besonders sind in der Nautik diese Be- 
zeichnungen gebräuchlich, und man nennt 
dort die gerade Verbindungslinie zwischen 
dem wahren Nord- nnd dem wahren Süd- 
pnnkt die wahre Mittagslinie oder die 
wahre Nord - Südlinie , so wie die 
gerade I.inie zwischen dem wahren West- 
punkt die wahre Ost- Westlinie. 

Es sei RQpa ein Meridian derllimmels- 
kngel, P der Nordpol, p der Südpol, Pp 
die Himmels -Axe, Qq die in dem Meri- 
dian PQpq helegene Dnrchschnittslinie 
des Aequators, welche die Axe in dem 
Mittelpunkt C schneidet, um den die Erd- 
kugel als kleiner Kreis angedeutet ist. 
Qt)q W sei der Aeqnator, POp tV der durch 
die Pole normal darauf geführte Kreis, 
welcher den Aeqnator in den Punkten 
O, IK schneidet, so sind die Punkte Q, 
O, 7 , W, Q 90° von einander entfernt, 
und jeder andere normal auf die Meridian- 
Ebene P_Qpq durch den Mittelpunkt C 
gelegte Kreis schneidet die beiden Kreise 
POpW nnd QOqW in OW. So z. B. der 
Kreis NOSW, welcher der wahre Hori- 
zont desjenigen Orts o der Erde ist, des- 
sen Zenitb s in der normal auf NOSW 
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in C jrorioliteten hinio Ci niid el»en .so 
in dem ileridian liey:t. Für diesen 

Ort o der Erde i>t also iV der Nordpunkt, 
.S der .Südpunkt, O der 0.st|»unkt und U' 
der AVestpunkt. 

Für alle üluijjpn Orte o der nördlichen 
Halbku^rel in demselben Meridian, mit 
Ausnahme wenn s in 1\ «euu also o im 
Nordpol der Erde selb.st lie^t, bleiben u 
und VF die Durch.schnittspunkte der Ho- 
rizonte mit dem Ae<piator und 0 bleibt 
der üstpunkt, \V der Westpuukt. 

Denkt man sich einen Ort o durch sei- 
nen Parallelkreis um die Erde geführt, 
also dessen Zenith s um den Parallelkreis 
so entspricht Jedem andern dieser 
Orte 0 mit seinem zugehöri|;en s ein an- 
derer ilorizunt, die aber sammtlich inner- 
halb der Parallelkreise iVA' und SS' ver- 
bleiben , und die Durebsebnittspunkte 0 
und VF werden durch alle Punkte des 
Aequators peführt. Dasselbe geschieht 
für alle anderen Orte o der Enle unter 
anderer geographi.scher Breite mit den 
lupehnrigen Zenithen in anderen Parallci- 
kreisen und ebenfalla für alle Orte e der 
südlichen Halbkugel; es ist mithin der 
Aeqiiator der geometrische Ort der Ost- 
nnd Westpunkte für alle Orte der Erd- 
oberfläche. 

Liegt i und sein Ort o in der ustUchen 
Halbkugel (indem mau irgend einen Me- 
ridian als den ersten feststellt), also *' 
and sein Ort o' in demselben Meridian 
in der westlichen Uaibkugel, so ist VF 
der Ostpuukt und 0 der We.stmiiikt für 
o'. Dasselbe findet zwischen allen ande- 
ren Orten o und o' in anderen Parallel- 
kreisen statt, daher ist für Orte in entgegen- 


gesetzten Meridianen gegenseitig der 
Ostpunkl des einen der Westpunkt 
des anderen. 

Fällt s in P oder p, d. h. ist der 
Ort 0 der Nordpol oder der Südpol 
der Erde, so decken sich Horizont und 
.\equator, es .sind keine Durchschnitts- 

K unkte O und IF vorhanden, deshalb 
aben die Erd|>ole weder Ost- noch 
Westpniikt,odervielmehr, jeder Punkt 
des Horizonts ist zugleich Ostpunkt 
und Westpunkt. 

Je nachdem der Ort in der östli- 
chen oder we.'*lUchen Halbkugel lie^, 
je nachdem Hegt der Nordpunkt in 
der westlichen oder östlichen Halb- 
kugel ; ist 0 der Nordpol oder der Süd- 
pol, .so Ist jeder Punkt des Horizonts 
der Nordpuiikt und zugleich der Süd- 
puiikt, wie er der Ost- und der West- 
puukt ist. Liegt 0 mit * im Aequa- 
tor, so ist der Nordpunkt der Nordpol, 
der Sfidpunkt der Südpol. 

Die den Cardinalpunkten nahen Punkte 
des Horizonts heifsen Himmelsgegen- 
den, sie sind Osten, Westen, Süden und 
Norden; die beiden Erdjwle haben keine 
Himmelsgegenden. 

Cardllide, eine (’urvc, niufs geschrie- 
ben werden: Kardioide, von xo(iibrr, das 
Herz, also herzähnliche Curve, ist ähnlich 
der Hrennlinio Fig. 251. 

Cartesianische Wirbel, die vor Newton 
von Descurtes (Cartesius)anrgestellte Theo- 
rie, nach welcher jeder W^eltkörper von 
einer feinen Materie umgehen ist, die wir- 
helartig sich bewegt, den Weltkörper mit 
.sich fortreifst und ihn durch seine Hahn 
führt. Erwägt man, dafs diese Wirbel 
den damals schon bekannten Bahnen ge- 
mäfs sich bewegen mulsten, und dais, 
obgleich die von Newton entdeckten Ge- 
setze der Anziehungskraft durchaus sich 
bewähren, die Anziehungskraft aber eben 
so wenig als alle anderen Naturkräfte in 
ihren pn^ysikaliscben Eigenschaften zu er- 
gründen ist, so gaben die CartesLschen W., 
von dem Centralkörper, einer Sonne aus- 
gehend gedacht, eine fafsliche bildliche 
Anschauung von der primitiven Wirkung 
der Anziehungskraft, freilich nicht als 
fortreifsend. sondern vielmehr die Centn- 
fugalkruft einschränkend. (Vgl. Attraction 
No. 4.) 

C&ssinische Gurre, von Cassini erfun- 
den, in welcher nach ihm die Bewegung 
der Enle um die Sonne geschehen soll; 
ist ohne wlssenschaftUcben Werth, und 
auch, wahrscheinlich scherzweise, Oassi- 
noide genannt worden. 
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Cttt - nnd OiUt — s. Katas nnd 
Kaost 

Caitralbewegmig ist die Bewe^unt? 
eines Punkts in geschtossener krummer 
Linie um einen anderen Punkt; der erste 
ist der bewegte Punkt, der letite der 
Centralpunkt, die krumme Linie die 
Hahn des bewegten Punkts, die in irgend 
einem Augenblick der Bewegung zu den- 
kende gerade Verbindungslinie zwischen 
beiden Punkten der Radius vector (der 
führende, der leitende Strahl). Bewegt 
sich der Centralpnnkt, so soll der bewegte 
Punkt dieselbe Bewegung haben, d. h. 
mit dem Centralpunkt Lfortsrhreiten, und 
er beschreibt dann eine Spirale, die eben- 
falls geschlossen ist, wenn der (Viitral- 
punkt der bewegte Punkt eines anderen 
Ceutratpunkts ist. 

In der Wirklichkeit bewegen sich Punkte 
nicht einzeln, sondern Massen, d. h. Sum- 
men mit einander vereinigter Massen- 
uuukte; unter dem Centralpunkt und dem 
bewegten Punkt werden dann die Mittel- 
punkte der Massen verstanden, auch sagt 
man Centralmasse, bewegte Masse, 
Centralkörper, bewegter Körper. 

Centralbewegungen geschehen entweder 
auf vorgeschrieoenen Wegen oder im freien 
Raum, erstere z. B. beim Schwung oiner 
Masse an einem straffen Faden um dessen 
Endpunkt, beim Regulator mit Schwung- 
kugeln um eine Axe, letztere in der Be- 
wegung der Weltkörper. Drehende Be- 
wegungen um feste Axen, wie beim 
R&aerwerk, werden unter C>eDtralbewegung 
nicht Terstanden. 

C«ntralb6wegungen sind nicht anders 
denkbar, als dafs der bewege Punkt mit- 
telst einer Kraft zu einer ^wegung ver- 
anlafst wurden, die nun geradlinig war 
und geblieben wäre, wenn nicht ein an- 
derer aoXaerbalb der Kewegungsrichtung 
befindlicher fester Punkt eine anziehende 
Wiiknng auf ihn ausgeübt, den Punkt 
▼on der maprnnglich geradlinigen Rich- 
tung abgelenkt hätte, und der nun den- 
selMn durch fortdauernde Einwirkung auf 
ikn um sich herumführt. Der Ontral- 
punkt heifst deshalb auch Kraftpunkt, 
Mitte^nnkt der Kräfte. 

Die Entwickelung der bei solchen Zu- 
eammeuwirkuDgen notbwendigen Kntste- 
bong einer Rundbewung um den Central- 
puoKt ist in dem Art.: Hahn No. 2 bis 5, 
mit Fig. 164 bis 160, pag. 270 geschoben; 
in No. 6 mit Fig. 107 sind die dynami- 
•chen Gesetze entwickelt, unter welchen 
Bahn ein Kreis wird; in dem Art.: 
Bahn der Weltkörner, mit Fig. 184 bis 
190, pag. 289 sind aie Curveu untersucht, 
weiche bei dem dorcb Newtou eutdeckteu 


Attractionsgesetz für die Bahnen der Well 
körper mögiich sind, und in dem folgen- 
den Art.; Bahn der Weltkörper, die El- 
lipse, ist diese Curve als die einzige Bahn 
wiederkehrendor also wirklich in Central- 
bewegung begriffener W*eltkör|)er specioll 
abgebandelt. 

Es ist nun noch zu erörtern, dafs der 
Mittelpunkt des Centralkörpers keine.s- 
weges auch der Mittelpunkt der Bewegung, 
der Kraflpunkt ist, sondern dafs dieser 
in dem Schwerpunkt sämmtlicher zn dem- 
selben System gehörenden Massen be.steht. 
Um den einfacbstcu Fall zu erläutern, 
hat man in dem Art.: Attraction No. 9, 
dafs zwei M.assen }t und m in dem Ver- 
hältnil's ihrer tiröfseii auf einander eiii- 
wirken ; be<ieutet also E die Ma.sse der 
Erde, M die Masse de.s Mondes, so zieht 
die Erde den Mond mit der Masse E, der 
Mond die Erde mit der Mas.'^e M an. Ge- 
schieht nun eine Drehung de.s Mondes 
um die Erde, .«o kann nach dem System 
der Statik das System zwischen Knie und 
Mond aU Kräfto im freien Kaum 
nur im Gleichgewicht sein, wenn zugleich 
eine Drehung der Erde um den Mond 
geschieht, und beide Drehungen sind nur 
um den gemein.schaftlichen Schwerpunkt 
beider Wollkörper möglich. I.nt demnach 
L die Entfernung zwischen den Mittel- 

S unkten von Erde und Mund, so geschieht 
ie Drehung um einen Punkt C in der 
Entfernung CE^l^ von der Erde, und 
und in der Entfernung CM = von dem 
Monde, dafs: 

woraus 


und 



JH _ 
~E + 


.£ 


I zz »l = 

M ^ £ + Jf 

Wegen der elliptischen Bewegung des 
Mondes um die Knie ist die Länge L und 
mit die.ser auch der Punkt C zwischen K 
und M veränderlich. 


Man kann auch durch folgende Betrach- 
tung zu diesem Resultat gelangen: Nach 
dem Art.: Hahn No. 0, pag. 272 hat mau 
die (ieschwindigkeit V einer durch die 
Scliwungkruft P in der Entfernung r vom 
Mittelpunkt bewegten Masse durch die 
Formel 



Der schwingende Mund bat keine an- 
dere Schwungkraft P als seine Masse Af, 

mithin ist — = ü = I ; und die schwiu- 
m M 
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gende Erde hat ebenfalls P=E und m = E, 
P E 

folglich — = -^ =z 1 ; dagegen ist im er- 

st«n Fall iU die anj^ezogcne, E die an< 
ziehende Masse, die ßescbleunigune 9 
M 

also = G— wenn G die ßeschleunigungs- 

einheit ist; im zweiten Fall ist E die 
angezogene Masse, jtf die anziehende Masse, 
E 

mithin 9 = G-^t die Entfernung r ist in 
M 

beiden Fällen = Ir. Kennt man daher v« 
die Geschwindigkeit der Erde, die des 
Mondes, so hat man 


daher 


oder 


•„»=2tC-§ 

*• M 


a M 


:v^ = JH : E 

Da aber die Geschwindigkeiten in einer* 
lei System wie deren Hebelsarme sich 
▼erhalten, so yerhält sich 

also 

'. + '». = (,^= «+«={'£ 

da non -f ~ Längen 

und wie schon obeu gefunden ist. 
Um den vorstehenden Satz auf das 
System zwischen Erde und Mond anzu- 
wenden, hat man die Masse des Mundes 
za der der Erde wie 

1 : 87,73 

die kleinste Entfernung des Mondes von 
der Erde 48990 geogr. Ml., die grufste 
54670 Ml. ; bei 48990 Ml. bat man also 
die Entfernung des gemeioscluftlichen 
Schwerpunkts vom Mittelpunkt der Erde 
oder 

;■ X 48890 = 552,125 Ml. 
87, 7o + 1 

Bei 54670 Ml. Entfernung: 

X 54670 = 616,1 39 Ml. 

87, 7J + 1 

Der Punkt, der mit Erde und Mond in 
der Ekliptik um die Sonne sich bewegt, 
ändert also seinen Ort in der Dreliaxe 
zwischen Erde und Mond um eine Länge 
von 616,139- 552,125 =64,014 Ml., und 
zwar fortdauernd allmälich und in Perio- 
den eines anomalistischen Monats von 
27 Tagen 13 Std. 5{ Minuten, in welcher 
Zeit der Mond aus der Erdnähe in den- 
selben Punkt der nächstfolgenden Erd- 


nähe, oder ans Erdferne wieder ia die 
Erdferne gelangt, und in der der Schwer- 
punkt den Weg von €4,014 MI. hin nnd 
fier macht. 

Aufser der Bahn in der Ekliptik macht 
folglich die Erde noch fortdauernd Seiten- 
bewegungen, die bald nach der Souue 
hinwärts, bald von der Sonne abwärts 
geschehen. Bei 64,014 geogr Meilen tu 
1970,175 preufs. Kuthen beträgt diese 
Seitenbeweguog in der halben Zeit von 
13 Tg. 18 Std. 32| Min. = 19832|| Min. 
126118,78 preufs. Ruthen, also im Mittel 
per Min. 6,359 Ruthen = 76,308 preufs. 
Fufs, per Secunde im Mittel 1,2718 preuls. 
Fufs. 

Der Halbmesser der Erde ist 859,5 geogr. 
Meilen, der Schwerpunkt liegt also noch 
innerhalb der Erdkugel, und zwar wäh- 
rend der Erdnähe des Mondes 307,375 
geogr. Ml. und während der Erdferne des 
Mondes 243,36 geogr. Ml. von der Erd- 
oberfläche nach dem Erdmittel hin. 

Während nun der Mond von Abend 
nach Morgen um den .Schwerpunkt C sich 
dreht, dreht sich die Erde auf der ihm 
entgegengesetzten Seite um denselben 
Punkt C, so dafs die Mittelpaukte der 
Erde und des Mondes mit dem Schwer- 
punkt C immer in einer geraden Linie 
verbleiben; wenn z. B. der Mond M die 
Lage M' erhalten hat, befindet sich die 
Erde E in der Lage E\ 

Der Mond dreht sich bekanntlich um 
die Erde der Art, dafs er bei einmaligem 
Umgänge zugleich eine vollständige Axeo- 
drehung gemacht hat; so z. B. kommt 
der Punkt a nach und nach in die Lagen 
a', a", fl'", fl. Bei der Erde ist dies nicht 
der Fall, diese bleibt während der Dre- 


Fig. 279. 
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bang om den Schwerpunkt in allen Punk- 
ten nnd deren gegenseitigen Lagen 4= 
mit sich selbst, wenn man roa deren in 
Jedesmal 24 Stunden stattiindenden Axen- 
drebung absieht, und die also von der 
Drehung der Erde um jenen Schwerpunkt 
C mnz unabhängig bleibt. 

Eben so hat das ganze Sonnensystem 
einen Schwerpunkt, der mit jeder rerän- 
derteu Stellung der Planeten ein anderer 
ist, der also in jedem Augenblick sich 
ändert, nnd nm den jedesmal Sonne und 
Planeten sich drehen. Demnach liegt 
streng genommen keine einzige Planeten- 
bahn in einer Ebene. 


Es dürfte Ton Interesse sein, diesen 
Schwerpunkt des Sonnensystems näher 
zu betrachten: Die kleineren Planeten 
Vesta, Juno, Ceres, Pallas und die übri- 
gen in der Neuzeit entilecktcn sehr klei- 
nen Planeten zwischen Mars und Jupiter 
haben auf die Aendrung des Schwerpunkts 
einen nur geringen Einflufs, und sollen 
hier nnherücksichtigt bleiben, und nur 
die folgenden Planeten mit ihren Entfer- 
nungen L von dem Mittelpunkt der Sonne, 
die Länge des Sonnenhalbmessers = 1 ge- 
setzt, und deren Massen m, die Mas.se if 
der Sonne =1 gesetzt, kommen in Be- 
tracht : 


Mercor 

I = 83,7 

m = 1 : 2025810 = 0,00000049 

Venus 

L = 156,4 

m = l: 401847 = 0,00000245 

Erde 

l = 216,2 

m = l: 364936 = 0,00000282 

Mars 

L = 329,4 

m = 1 ; 2680337 = 0,00000037 

Jupiter 

l =1124,3 

m = 1 : 1054 = 0,00094877 

Saturn 

l =2061,8 

m = 1 : 3500 = 0,00028572 

Uranus 

L =4146,8 

»1= 1 : 17918 = 0,00005581 


Summe der Planeten-Massen 0,0012964.3 
Masse der Sonne = 1 


Summe der Masse =1,00129643 


Bezieht man die statischen Momente 
der obigen Massen sämmtlich auf den 
Mittelpunkt der Sonne, so bat man das 
Moment: 

83,7 

2025810 

der Venus = — = 0,0003832 


des Mercur = 


■ = 0,0000413 


der Erde = 


des Mars = 


des Jupiter = 


401847 

216,2 

354936 

329,4 

2680337 

1124,3 

1054 


= 0,0006091 


- = 0,0001229 


= 1,0666983 


Entfernung x Tora Sonnenmittel diesen 
Momenten das Gleichgewicht haltend giebt 
das Moment 

1,00129643 XX 

folglich 

1,00129643 X X = 1,8883726 
woraus die Entfernung des .Schwerpunkts 
C vom Sonnenraittel S (Fig. 280) 
1,8883726 

X— - ■ = 1,886 

1,00129643 ’ 

also noch 0,886 Ilalbme.sser weit aufser- 
halb derSonnenoberfläche liegt der Schwer- 
punkt, um welchen die Sonne sich dreht. 

Fig. 280. 


des Saturn = — = 0,5890857 
3500 

des Uranus = = 0,2314321 

179l_8 ’ 

die Summe der Momente = 1,8883726 
das Momeut der Sonne ist = Null. 

Die gröfste Entfernung vom Mittelpunkt 
der Sonne hat der Schwerpunkt oHenhar, 
wenn sämmtliche Planeten anf einer Seite 
der Sonne in einerlei geraden Liuie ste- 
hen. Alsdann ist 

die Summe der Momente der Planeten- 
massen = 1,8883726 

die Summe sämmtlicher Massen in der 



Die gering.-te Entfernung des Schwer- 
punkts von der Soiiiie findet statt, wenn 
der Jupiter auf der einen Seite, und 
sämmtliche übrige Planeten auf der an- 
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deren Seite der Sonne geradlinig ihm 
gegenüber stehen. Dann ist 
(las Moment des Jupiter 1,0666983 
das Moment d. übrigen Planeten 0,8216743 

die Summe der Momente 0,2450240 
und man hat die Entfernung x' des Schwer- 
punkts C vom Sonnenraittel S (Fig. 281) 

0,2450 240 = 1,00129643 x j’ 
woraus 


jedem Punkt ihrer Bahn das Bestreben, 
nach der erhaltenen Richtung, d h. nach 
der in diesem Puukt an (ler Bahn zu 
denkendeu Tangente fortzugehen, .so z. ß. 
in B nach der Richtung BF, in D nach 
der Richtung Üü, und sie würde dies 
thun, wenn die Masse N in C irgend 

Fig. 282. 


, 0,2450240 

^ “ 1 , 00129643 “®’“^^ 
also im kleinsten Abstande noch gegen 
i des .Sonnenhalbmessors liegt der Schwer- 
punkt vom Mittel entfernt, um den die 
Sonne .sich dreht. 


Fig. 281. 



Wenngleich nun die Abstande aller 
möglichen wirklichen Schwerpunkte bei 
der Sonne nicht unbedeutend sind, .so be- 
trachtet man dennoch mit Kepler die 
Mittelpunkte der Sonne und der Pla- 
neten, als wenn .sie die wirklichen Kraft- 
punkte, der der Sonne für die Planeten, 
die der Planeten für deren Trabanten 
wären. 

Centrale ist die gerade Verbindungs- 
linie der Mittelpunkte zweier Kreise oder 
Kugeln. 

Centralkräfte sind diejenigen Kralle, 
durch welche Centralbewegungen ge.sche- 
hen. Man versteht in der Regel darunter 
die (’entripetalkraft, Anziehungs- 
kraft, und die Centrifugalkraft, 
Fliehkraft; mehrere Mathematiker neh- 
men aber nur die erstgenannte als Cen- 
tralkraft an, und betrachten das, was die 
letztere sein soll, als Beharrungszustand 
einer in Bewegung beliudlichen Masse. 
Der Streit ist intere.ssant und nicht un- 
wichtig, woher folgende kurze Erläute- 
rungen hier Platz Huden .sollen. 

Es befinde sich in dem Punkt C eine 
Masse IB, die als anziehende Kraft eine 
andere Masse m durch die Bahn ABDE 
...A führt; diese Ma.sse m bat nun in 



einmal anziehend auf m zu wirken auf- 
hörte. Die Masse J/ hoifst nun die Ceu- 
tripetalkraft (pete*re, begehren) und das 
Bestreben der Masse tn, nach der Tan- 
gente zu entweichen, die Centrifugalkraft; 
ersterc wirkt nach (ter Richtung des Ra- 
dius vector (s. Centralbewegung)(ÄC’, l>C) 
letztere nach der Tangente (BF, DG). 

Die letztere Kraft wird als Kraft ge- 
leugnet, weil das Bestreben der Masse m, 
nach der Tangente fortzugehen, nur die 
Wirkung des Beharrungsvermögens ist, 
und die Bezeichnung Centrifugalkraft wird 
auch deshalb für unangemessen angeseheu, 
weil da, wo der Radius vector (C'ß) mit 
der Tangentialrichtung {BF^ einen spitzen 
Winkel bildet, die ersten Elemente der 
wirklichen Bewegung nach der Tangente 
das Centrum nicht fliehen, sondern ihm 
näher kommen, was bei einer elliptischen 
Bahn innerhalb zweier Quadranten, näm- 
lich dem von A bis D, und dem diesem 
Quadrant diametral gegenüber liegenden 
statt findet. 

Ferner leitet man einen Widerspruch 
aus der Annahme einer Centrifugalkraft 
folgendermafsen her: Wenn zwei Kräfte 
nach DC und DG gerichtet wirken, so 
können diese zu einer Mittelkraft nach 
einer Richtung DA zusammengesetzt wer- 
den, welche dieselbe Wirkung nat, als die 
beiden ursprünglichen Kräfte zusammen- 
genommen, es mül’ste abso auch die Be- 


wegung der Mas.se nach dieser Richtung 
ge.schehen, welches aber nicht geschieht. 
Die Gröfse der Centrifugalkraft für den 


Kreis wird entwickelt, indem man vor 
aus.*ietzt, vermöge derCentripetalkraft falle 
die Masse m in einer Zeit / um eine Länge 
DF; da nun m in der Peripherie ver- 
bleibt, so ist m während dieser Zeit nach 
E gelangt, wenn FE ^ DG ist. Zieht 


I 


I 
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Fig. 283. 



man nun EG durch ß, so wurde m ohne 
Mitwirkung der Centripetalkraft in G ge- 
kommen sein. Die Centrifugalkraft ent- 
fernt also tn um EG von C und die Cen- 
tripetalkraft nähert m aus G nach ß, beide 
Kräfte sind also einander gleich, und heben 
sich einander auf. Entgegnet wird wieder- 
um, dais eine nach I)C gerichtete Kraft 
nur aufgehoben werden könne durch eine 
ihr gleiche nach entgegengesetzter Rich- 
tung DB wirkende Kraft; geschehe dies 
aber, so bewege sich die Masse nach der 
einzigen noch möglichen Richtung, der 
Tangente, und nicht im Kreise herum. 

Auch mir kommt eine Ansicht über die 
Centralkräfte zu, und diese ist folgende: 
die bewegte Masse m .strebt nach der Tan- 
gente sich zu bewegen nur in Folge des 
Beharrungsvermögens, d. h. sie strebt die 
Bewegung, in welcher sie begrifien ist, 
ini nächsten Augenblick mit derselben 
Geschwindigkeit und nach derselben Rich- 
tung fortzusetzen. Kraft aber kann mit 
Beharrungsvermögen unmittelbar nicht 
yerglichen werden; soll also die Verglei- 
chung statthnden, so mufs die Gröfse des 
Beharrungsstandes, die Gröfse der Bewe- 
gung, d. h. Ma.sse mal Geschwindigkeit in 
der ihr zugehörigen Kraft ausgedrückt 
werden, und diese ist der Impuls, den 
die Masse in ruhendem Zustande empfan- 
gen müfste, um ihre innehabende Ge- 
schwindigkeit anznnehmen. Es hindert 
aber durchaus nichts, bei der Untersuchung 
der Bewegung einer Masse in irgend 
einem Punkt D ihrer Bahn anzn- 
nehmen, dafs diese Masse in der 
Zeit vorher geruht und durch au- 
genblicklichen Impuls erst ihre 
Geschwindigkeit erhalten hat, und 
dieser Impuls ist die Centrifugalkraft 
der Masse m in dem Punkt D ihrer Bahn. 

Die Gröfse der Centrifugalkraft und der 
Centripetalkraft wird nun folgender Art 
entwickelt. Es sei ADE ein Kreisbogen, 
C dessen Hittelj^unkt, der Kraftpunkt, 
der Ort der Centnpetalkraft, in D befinde 
sich die Hasse m, DG sei die Tangente 
in D, also die Richtung der Centrifugal- 


kraft. Denkt man sich die Masse m in’ 
der Zeit f durch die Kraft in Cum die Länge 
DF nach C hin bewe^, so hat die Cen-' 
triftigalkraft dieselbe Masse m fortdauernd' 
nach DG und in Parallelen mit DG eben- 
falls fortgezogen, und m befindet sich end- 
lich in der Linie FE + DG. Da nun m 
in dem Kreisbogen verbleibt, so ist der 
Punkt E in demselben der Ort von m 
nach Verlauf der Zeit (, und die Sehne 
DE der aus den beiden Seitenwegen DF 
und DG zusammengesetzte Mittelweg. 
Vollendet man also durch die Linie EO 
DC das 4^, so erhält man DGy den 
durch die Centrifu^lkraft innerhalb der 
Zeit t veranlafsten Weg der Masse m. 



Der Weg DE ist aber mit einer nach 
DC wirkenden veränderlichen Kraft durch- 
laufen worden, indem die in C beßndliche 
Anziehungskraft anfangs in der Entfer- 
nung DC, am Ende in der Entfernung FC 
auf die Masse m gewirkt hat, una die 
Wirkungen der Anziehungskräfte umge- 
kehrt wie die Quadrate ihrer Entfernungen 
von dem angezogenen Punkt sich verhalten. 

Bezeichnet man die Kraft für m in 1> 
mit P, für m in F mit f", so ist also 

p’=^f 

F0 

und setzt man 

DC = r, Z DCE = (p 

so ist 

r* P 


r* cos 


cos 


die beschleunigenden Kräfte sind 

P . P 

— und = — 

m m cos ^(p 

die Beschleunigungen 

g — und 0 — 

m m cos 

und wenn jede für sich die Zeit f hin- 
durch eingewirkt hätte, die Wege in der 
Zeit t 

pi p 

o|3 . — and gt'i — 

m * tn cos *(p 

Da die Masse m innerhalb des Kreünm- 
fangs, also in constanter Entfernung r 


IL 


3 
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TOD C bleibt, eo bat man eine constante 
Kraft P lu finden, die in dem Abstande 
r Terbleibend, die Masse m in der /eit 
t durch denselben Wefc führt, durch den 
die Teranderlichen Kräfte von der klein- 
pf 

aten P bis aur grüfsten — nach und 
® coi 

nach innerhalb der Zeit i einwirkend, die 
Masse m geführt haben. Diese Kraft P 
Tergleicht sich mit den Kräften P und 
P' wie 

f p. ^p.p.p< 

^ * r* * r* cot 

und P ist offenbar grülser als P' und 
kleiner als deren Itesrhlcuniguiif; 

p 

ist g — und der Weg der Masse m in 
der Zeit ( 

,P Sehne ÜK’ 

= 01 «— = 0 ^= „ 

• 2r 

Man hat also 

. F Sehne DP T 

** m ^ 8r ^ * « COI hp 

oder 

„ Sehne DP ^ F 

F<- 


die Beschleunigung der durch sie beweg- 
ten Masse 

P t' 

® m 2r 

und die Geschwindigkeit in der Bahn 

Mit der Centripetalkraft P ist nun nicht 
zugleich die in der Zeit l nach der Tan- 
gente den Weg OG erzeugende Centri- 
fiigalkraft gefünden, wohl aber die in 
die Kicbtung CD fallende Seitenkratl der- 
selben. Denn zerlegt man den Weg DU 

Fig. 285. 


2fr<* ‘ cot 'if 

Nun kann aber die Different 

_P p = il 

cot'ip Ll — sin*g) J 

der änfseren Glieder mit beliebiger Ab- 
nahme yon (f beliebig klein werden. Kennt 
man daher eine Constante, gegen welche 

das Mittelglied — “«''em* 

ger Abnahme yon <p ebenfalls beliebig 
klein werden kann, so ist diese = P. Nun 
sind aber in diesem Mittelgliede Sehne 
DE und t dis einzigen Veränderlichen; 
mit der Abnahme yon >/ nimmt l ab, 
und die Sehne wird dem Kreisbogen be- 
liebig nahe gebracht. Es hat aber die 
Masse m durch den in D empfanpnen 
Impuls die Länge DG gleichförmig durch- 
laufen, und wenn die Zeit ( der Bewegung 
sehr klein war, so bestand der Weg in 
dem an D befindlichen Element der Tan- 
gente, welche mit dem des Bogens zu- 
sammenfällt; es ist also das erste Bogen- 
element gleichförmig durchlaufen, und 
geschieht dies in allen folgenden Bogen- 
elementen, mit welchen die ersten Ele- 
mente der folgenden Tangenten ebenfalls 
snsammenfallen ; daher wird der Bogen 
DK in der Zeit t gleichförmig durchlau- 
fen, und derselbe ist also, wenn man mit 
V die Geschwindigkeit per Secunde be- 
teicbnet=il, mithin ist die Centripetalkraft 



P = 


t«i« 

2yrl> 


»* 

'2jr" 


nach den Seitenrichtnngen CD und OE, 
den einzig mögiiehen , so geschieht ^dies 
durch das 4^ DEGB. DE ist die Länge 
des einen, DB die des anderen Seiten- 
weges. Nun ist DB = EG =■ DP = dom 
Wege, den die Centripetalkraft yeranlafst. 
Wenn alier durch zwei Kräfte in gleichen 
Zeiten, gleiche Massen durch gleiche Wege 
geführt werden, so sind die Kräfte ein- 
ander gleich, mithin ist die Centri- 
petalkraft gleich der in dieselbe 
Richtung fallenden Seitenkraft 
der Centrifngalkraft: Oder vielmehr 
wenn man die nach der Tangente wir- 
kende Kraft allgemein Tangentialkraft 
nennt, so ist deren nach dem Mittelpunkt 
des Kreises gerichtete Seitenkraft aus- 
schliefslich diejenige, welche in dem System 
als das Centrum direct fliehende Kraft, 
als Centrifngalkraft auftritt, und die Cen- 
tripetalkraft ist gleich der Cen- 
trifugalkr aft. 

Beide gleich grofsen Kräfte in einerlei 
geraden Linie heben sich einander auf, 
und es bleibt nur die nach der Sehne 
DE wirkende Kraft übrig, eine Seitenkraft 
des ursprünglichen Impulses, die wie die- 
ser selbst ^eichfömiige Bewegung yer- 
anlafst. 

Beide in der Zeit < zu durchlaufenden 
Wege DP und DB sind einander gleich 
und entgegensetzt; es wird also keiner 
yon beiden durchlaufen, und nur der Weg 
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da^ di« Sehn« DE bUlbt dbrig’, welcher 
^eichformig darchlaufeo wird. Die Sehne 
De aber kommt dem Bogen DE immer 
näher, je kleiner tf- genommen wir^ nnd 
kann mit beliebiger Abnahme von r/ dem 
Bogen beliebig nabe gebracht werden, so 
daij für die Summe der durcfataufeoeo 
sehr kleinen Sehnen die Peripherie des 
Kreises so setzen ist. (Vergl. den Art.: 
Bahn. No. 7, die Entwickelung der Grüfse 
der Schwungkraft.) 

Mit dem Vorstehenden ist nachgewie- 
sen, dafs eine Centrifugalkrafl vorhanden 
ist, und dafs diese zu den Centralkräften 
gehört. 

Gaatrsllinie s. v. w. Centrale. 

CentrAlprojactiOB, die P. eines Gegen- 
standes auf eine Ebene der Art genom- 
men, dafs sämmtliche von jenem auf diese 
treffenden geraden Linien nach einem hin- 
ter der Ebene behndlichen Punkt gerichtet 
sind. 

Geitralpankt ist jeder Punkt, der als 
Mittelpunkt eine.s Systems betrachtet wer- 
den kann, wie der llittelpunkt eines Krei- 
ses, einer Kngel, s. z. B. auch Bahn der 
Weltkörper, Central- Be wegung. 
Der Punkt, nach welchem alle Linien für 
ein© r ■ 
auch 


D© C>entralprojection gerichtet sind, kann 
tcb C. genannt werden. 

CeBtTAlsODD«, eine S., um welch© sich 
ein oder mehrere andere Sonnensysteme 
bewegen; so ist auch unsre Sonne wahr- 
scheinlich ein Sternsatellit einer nahe der 
Milcbstrafse befindlichen C., und hat zu 
dieser dieselbe Beziehung wie ein Planet, 
z. B. unsre Erde, zu unsrer Sonn« bat. 

CentrifagAlkr&ft ist in dem Art.; Cen- 
tralhewegung defitiirl, und die Grofse 
derselben entwicKelt: 

•igr 

wenn « die Geschwindigkeit der Masse M 
in der Entfernung r vom Centraluunkt 
nnd , die Beschlennifrungdarrh die Schwer- 
kraft = 15| preub. Kub bedeuten. 

Die Beschlennigiing einer Kraft P, die 
eine Hasse M im Kreise herumtreibt, bt 
P e> 

®’jf~ 2r 

Beispiel. Jeder Punkt des Erdacqna- 
toia drent sich alle 34 Stunden um die 
Erdaxe, nnd macht daher einen Weg 
in 34 Stunden von 5400 geogi. Hl. 
, 1 Stunde , 225 , , 

. 1 Minute . 3,75 „ . 

, 1 Secundo , 0,0626 , , 

I>ie geon. Heile hat 23642 preub. F., 
mithin ist nie Geschwindigkeit eines Punkts 


im Aerator s =0,0636 X 83642 = 1477} 
preub. Fub. 

Die Beschleunigung von P erhält man 
demnach, da r der Halbmesser der Erde 
= 859,5 gengr. MI. bt 
C _ ^ _ 0,062.5* □ Mb 
' 2 '. 859.5 Ml. 

0,0625* 

= 2/859 5 23642 Fub = 0,033724 pr. F. 

mit welcher jeder Punkt des Aeqnators 
in jedem Punkt seiner Bahn das Bestre- 
ben hat, in der ersten Secunde senkrecht 
aufwärts au steigen. 

Die Beschleunigung g der Schwerkraft 
ist 16^ preub. Fub, die Bcscbleuuiguugea 
also 

C:j = 0,053724 : 15J 

woraus 

1 

9 

Um zu erfahren, wie schnell die Erde 
um ihre Axe sich drehen luüfste, wenn 
die Oontrifugalkraft im Aequator der 
Schwerkraft gleich werden sollte, bat man 
die Gleichung; 

r* □Meilen r* _ „ . 

2-859,5 Ml. - 2-859,5 ^ 

= 15} Fub 

worans 


g _ Oj^537y 

15| 290,83’ 


Die Anzahl der Drehungen der Erd« 
per 24 Stunden müfste also sein 
>■0658 , , 

0,0625 

Hnn konnte ancb aus der oben ^fan- 
denen Zahl V ziehen wo man 

lfm 

Bei dieser Geschwindigkeit der Erde 
würden die Körper am Aequator kein 
Gewicht haben, sie würden nicht fallen, 
nnd zum Steigen wie zum Fallen für 
einerlei Geschwindigkeit einen gleich gro- 
ben Impuls erfordern. Gegenwärtig be- 
trägt die I.änge des Secnndenpendels am 
Aequator 15,054 pariser Fub; bei 17nia- 
liger Schnelligkeit der Erde würde kein 
Pendel schwingen, die Länge des Se- 
cnnden^endels an den Polen 15,132 par. 
Fub wurde dieselbe bleiben. 

Wenn Massen um feste Axen sich dre- 
hen, so bezeichnet man die daraus ber- 
Torgehende C. mit demNamen S chwung- 
kraft. 

Oefttripetalkralt s. n. Centralkräfta. 

Caatrlrt heiben Maschinentheile : Wel- 
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Jen, Bäder, Scheiben n. g w., wenn deren 
Axen iiigleich deren Drehaxen sind. 

Centriwlnkel, ^Vinlel am Uittel- 
unkt, iet der Winkel in einem Kreiae, 
essen Spitie der Uittelpunkt, und des- 
sen Schenkel Halbmesser sind; sämmtliche 
Mittelpunktswinkel in einem Kreise sind 
= 4 rechten Winkeln. 

Centnun, Mittelpunkt einer Linie, 
einer Fläche, eines Kurpers, ist deijenige 
Funkt, um den alle Tbeile der j'eometri- 
schen Grüfse entweder gleichmafsig oder 
symmetrisch belegen sind. 

In den ersten Fall gehören nur die 
Kreislinie, die Kreisebene und die Kugel, 
in den iweiten alle übrigen Oröfsen, de- 
nen ein Mittelpunkt lukommt, als die 
Kllipse, deren 0. in dem Durcbschnitts- 
punkt der grofsen und der kleinen Axe 
liegt. Jeder KrYstall bat einen Mittel- 
punkt, der zugleich derÜurchscbnittspunkt 
und llalbirungspunkt sämmtlicher Axen 
des Krystalls ist. 

Oerei (9) Von den zwischen Mars und 
Jupiter sich bewegenden kleinen Planeten 
der, welcher zuerst entdeckt worden ist. 
Es geschah dies im Jahr 1801 von l'iazzi 
in Palermo, und den Namen Ceres erhielt 
der Planet, weil im Alterthum Ceres die 
Schutzgöttin Siciliens war. Ceres ist der 
vierte der oberen Planeten (Mars, Vesta, 
Juno, Ceres, Pallas...) deren kleinste 
Entfernung von der Sonne ist 52) Millio- 
nen Meilen, deren ^fste Gl), deren 
mittlere gegen 57 Millionen Meilen, deren 
Entfernung von der Erde 32 bis 82 Mil- 
lionen Meilen, Neigung deren Bahn gegen 
die Ekliptik 10“ 36' 65" und noch im 
Abnebmen begrüfen; deren Excentricität 
= 0,076738 der halben grofsen Axe, eben- 
falls noch im Abnehmen begriflen, deren 
siderische Umlaufszeit 4 Jahr 223 Tage 
10) Stunden, deren synodische 1 Jahr 
101 Tage 3 Stunden. Der Planet ist mit 
nebelartiger, hoher Atmosphäre umgeben, 
welche ungleich erscheint, und bis 650 
Meilen im Durchmesser betragen soll, 
der feste Kern der C. ist von llerschel 
zu 35 Meilen Durchmesser, später von 
Schröter zu 352 Meilen festgestellt worden. 

Die C. wird als ein noch nicht voll- 
endeter Weltköiper betrachtet; nicht nur 
die Veränderlichkeit seiner Atmosphäre, 
sondern auch die verschiedenen Farben, 
bläulich, rötblich, weilslich, in welchen 
er zu verschiedenen Zeiten glänzt, läfst 
schliefsen, dafs das Feste, Flüssige und 
Lullförmige sich noch nicht geschieden 
hat. Dasselbe gilt von den andern dreien, 
Vesta, Juno, Pallas. Man hält diese vier 
Weltkörper, welche ziemlich gleiche Bah- 


nen und Umlanfszeiten haben, für Trüm- 
mer eines einzigen zwischen Mars und 
Jupiter vorhanden gewesenen Planeten, 
und es erhält diese Ansicht immer mehr 
Wahrscheinlichkeit, da später und noch 
beut immer neue Planetoiden entdeckt 
werden, die alle mit jenen Vieren in fast 
einerlei Entfernung von der Sonne sich 
befinden, und die alle diesen ehemals ein- 
zigen Planeten ausgemacht haben können. 

Cbarakterlltlk Bezeichnung der Ei- 
genthümlichkeit eines (iegenstandes, wo- 
durch dieser von allen übrigen derselben 
Art unterschieden ist. 

Die Ziffern 3 5 7 9 1 sollen nach dem 
dekadischen Spätem, also zu einer Zahl 
geschrieben sein, so hat man 
0,35791 
3,6791 
35,791 

n. s. w. 

Jede der folgenden Zahlen ist die zehn- 
fache der vorstehenden, und dieses Eigen- 
thümlicbe, dies t'harakteristische giebt 
ihnen das Komma, woher bei Dccimal- 
brücbeii das Komma Charakteristik 
heifst. 

Die Zahl 60C0C95 als hriggischer Lo- 
garithmus hat den Numerus 40371, der- 
selbe dekadisch geschrieben; allein den 
wirklichen Werth desselben ergiebt erst die 
dem Logarithmus voranstehende Ganze, als 

0. 6060695 hat den num: 4,0371 

1, G0C0695 . . , 40,371 

2,6060695 , . . 403,71 

0,6060695-2. . , 0,040371 

n. s. w. 

Deshalb heifst die ganze Zahl des Loga- 
rithmus die Charakteristik, Kennziffer, 
die Decimaleu heifsen die Mantisse (Zu- 
gabe). 

Desgleichen heifst die Constante in der 
Formel für die Berechnung des Umlaufs 
der Planeten in Theilen der halben groCsen 
Axe unserer Ekliptik 

* = 0.0172021 

Die Charakteristik unseres Sonnensystems 
(s. Bahn der Weltkörper, pag. .308). Für 
jedes andere .Sonnensystem würde eine 
andere Ch. gefunden werden, weil die- 
selbe nur von der Masse des Central- 
körpers (der Sonne) abhängig ist. 

ChiliagOB (giliiK, Tausend) ein Vieleck 
von 1000 Seiten, Tausendeck, das re- 
gulüre Ch. hat den Centriwinkel für eine 
Seite 


2) den Umfannwinkel zwischen 2 be- 
nachbarten Beiten 


Cbiliagon. 

1000-8 

-,00Ö •180'’=178”38'84" 
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3) di6 Seite f für den Halbmeeeer A 
des ambescbriebenen Kreises 

1 80^ 

s = 2Ä-itii j^ = 2Ä liit 10’ 48" 

4) die Seite i’ für den Halbmesser des 
inbesehiiebenen Kreises 

, 180° 

5) der Halbmesser A des umbeschrie- 
benen Kreises für die Seite s 

180^ 

Ä = Ja ■ cosec = ^s • eoue 10’ 48" 

Q der Halbmesser r des inbescbriebenen 
Kreises für die Seite s 
. 180° 

r = {s-cels — = {f.co« 10’ 48" 

7) der Flächeninhalt J 
1000 . 360° 1000 „ 

= j^^ = _-.A*«n21’36" 

180^ 

= lOOOr* . «j . = lOOOr» . «s 10’ 48" 


Han bat 
0 

““=1 
hier ist 


a n- . o“ 

sm a=~ H 

1 2 . 3 ^ 2 . 3 . 4-6 


2-3...7 


-I-.. 


Z n = 10’ 48" 
D 180° n, 

" = Iooö-i^ 


daher 
sin n = -(- 


n 

iööö 


= + 0,00314 15926 636 


- -^=-0,00000 00051 677 

= + 0,00000 00000 000 


2-3<4-5 


sin« = 0,0031416874 869 

hierans; 

3) s = 2A sin a = 0,00628 31749 718A 
Ferner hat man für die Anffindunir 
TOD s’ 

2 . . 17 


«J « = « + >• + 3^ <.‘ + 3.3.5., 

1t 




-«••CO« 10' 48" 


_1000 ^ 180° __ 1000 

4 * 1000 ” 4 

Sinus und Tangent« für 10' 48" sind 
in der 7ten Decimalstelle noch nicht an- 
terscbiedeo, wie Vega’s Tafeln nachwei- 
sen, und somit aucn nicht cosecante = 

und cotangente = — 

«M ® tg 

Sollen also R, yon r, « von «' unter- 
schieden werden, so hat man «tn und tg 
aus den nach Potenzen der Hogen fort- 
schreitenden Reihen auf mehr Decimalen 
zu berechnen. 


Bogen « = daher 
Iff n = + o = + 0,00314 15926 536 
+ Jb* = + 0,00000 00103 354 
2 

+ 5-1 •n*= + 0,00000 00000 000 

ö • 0 


tgit = 0,00314 16029 890 

hieraus 

4) ^= 2rljo = 0,00628 32059 780xr 

Cm A SU finden, hat man 

1 7 31 

eotec a f* ^ n + «• -I -n*4- . 

^15120 


360 

Bogen n = daher 


1 1000 

eoiee n = -| = = + 318,30988 61837 9 

« 71 


+ i« 

360 


cosec r< 

hieraus 

5) Ä = i s • cosec n 
Cm r zu finden, hat man 

cot ct r= — 1 n — 

a 

Bogen a = — ^ n, daher 
6 1000 ’ 


1 


= + 0,00062 35987 8 

= + 0,00000 00006 0 
318,31040 97831 7 
= 159,15520 48915 8X1 

2 


3-3-5 


o*-- 


3.3-3-5-7 


hisrans 


1 

cot ft =7 — 

R 


1000 

71 



cot R 


+ 318,30988 61837 9 
f - 0,00104 71975 6 

\ - 0,00000 00006 9 

318,30883 8986yr 
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6) r = J » • col n = 159,15441 94927 7 X » 
Für den Flächen -Inhalt J hat man 

J = 1000 r* /ja = 1000 x 0,00314 16029 *9 • r* 
= 3,14160 2989 xr* 

oder 

J = -—»». cot 0 = ^.318,308 83 89865 4xj’ 
= 79577,20974 638 X «» 


Chorde, Reh ne, im Allgemeinen die 
irerade Verhindnnf'.'/Iinie zweier Punkte 
einer krummen I.inie, ohne dafs diese ge- 
schnitten wird, besonders aber die gerade 
Verbindungslinie AB zweier Punkte A, 
B eines £teisumfangs. Trifil die Ch. AD 


Fig. 286. 



durch den Mittelpunkt C, so ist sie ein 
Durchmesser des Kreises, und theilt die 
Kreislinie und die Kreisebene in 2 con- 
grnente Theile. 

2. Zu gleichen Mittelpunktswinkcln ge- 
hören gleiche Sehnen. Denn ist Z. 

= ^ ACK, so werden diese von 4 gleichen 
Seiten, den Radien, eingeschlossen, A 
ACB SCHACK, und folglich AB = AK. 

Wie das ans der Spitze eines gleich- 
schenkligen Dreiecks auf die Grundlinie 

g efällte Loth die Grundlinie halbirt, so 
albirt ein aus dem Mittelpunkt auf eine 
Sehne gelalltes Loth die Sehne. 

Ist A.4ßCa/A^ÄC, also AB = AK, 
also ^AB = iAK 

nämlich AF= AL, so sind auch die Dothe 
CF= CL , d. h. gleiche Sehnen in einem 
Kreise sind glei^ weit vom Mittelpunkt 
entfernt und gegenseitig. 

Die Aufgalie: in einem Kreise eine 
.Sehne von gegebener Länge a zu rer- 
zeichnen, in der oder in deren Richtung 
zugleich ein gegebener Punkt A liegt, ist 
demnach zu lösen, dafa man von einem 
beliebigen Punkt der Peripherie aus eine 


Sehne Ton der Länge o cinträgt, rom 
Mittelimnkt ein Loth auf dieselbe fällt, 
mit aiesem als llalbme.sser einen con- 
centrischen Kreis beschreibt, und durch 
den Punkt A an diesen Kreis eine Tan- 

g ent« zieht, dessen Theil zwischen den 
lurchschnittspunkten der äuberen Peri- 
pherie die verlangte Sehne ist. 

Sobald a nicht = dem Durchmesser d 
des Kreises ist, giebt es 2 gleiche Sehnen 
a, für a>d umf für a < als die kleinst 
mögliche Sehne, nämlich die auf der gera- 
den Verbindungslinie zwischen dem Mit- 
telpunkt und einem innerhalb des Krei- 
ses liegenden Punkt .4' normale Sohne, 
ist die Aufgabe unmöglich. 

3. Sind CF, CG Lothe auf AB, AE, 
und ist CF>CG, so ist in den beiden 
rechtwinkligen Dreiecken ACF und ACO 
auch AF<AG und somit 4S<AKd. h. 
je kleiner die Sehnen in einem Kreise 
sind, desto weiter sind sie vom Mittel- 
punkt entfernt. 

4. .Sind die Schuen AB und Jil p, 
so sind die liogen BJ und AV , welche 
sie abschneiden, einander gleich. Denn 
die Normalen vom Mittelpunkt auf beiden 
Sehnen liegen in einerlei Diirchiiie.sser Mlf. 
Da nun 

Z IICB = Z lICA 
Z ECJ = Z ECM 
so ist auch Z BCJ = z ACK 
woraus liogen /i7 = liogen AH. 

5. Zwei Sehnen, die in einem Punkt 
der Peripherie zu.snnimentrelTcn, bilden 
dort einen Peripherie w i nk el, Um- 
fangswinkel, wie die Sehnen BA und 
£A in A den Peripherie -Z 4 ß£; auch 
Z BAC, Z JHC sind Peripheriowinkel. 

Der Peripheriewinkel ist halb so grofs, 
als der mit ihm auf gleichem Bogen ste- 
hende Ceiitriwinkel .z ß-4K = i z BCE. 

Denn zieht man AD durch C, so sind 
als Anfsenwinkel der Dreiecke BAC und 
£ 4C 

z «CD = z C4 ß -1- ZCß4 = 2 zC4 Ä 
und Z £CD = zC4g-bZC K4=2z C4£ 
also Z BCE = Z BAE 
odoriZ BCE= Z. BA E 
Daher sind Pcripheriewinkel zu eioet» 
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lei oder gleichen Sehnen desselben Krei- 
ses einander gleich, zu gleichen I’eriphe- 
riesrinkeln g^üren gleiche Sehnen, an 
gleichen Sehnen 2 l’aare gleicher i’eriphe- 
riewinkel, and die au einer Sehne gehö- 
renden entgegengesetzt liegenden l’eri- 
pheriewinkeT ergänzen sich einander za 
2 rechten Winkeln. 

Die Aufgabe: durch einen in der Ebene 
eines Krei.ses gegebenen Punkt A eine 
rade Linie zu verzeichnen , welche in 
m Kreise eine Sehne bildet, die einem 
gegebenen Peripheriewinkel a ziigehört, 
ist demnach zu lösen, dafs man an irgend 
einem Punkt des Kreisumfangs den ge- 
ebenen ^ n zeichnet, die Endpunkte 
essen Schenkel zur Sehne verbindet, 
vom klittelpunkt auf diese eine Normale 
fällt, mit dieser als Halbmesser einen 
concentrischen Kreis beschreibt, und durch 
A an diesen eine Tangente zieht. Wie 
bei der Aufgabe No. 2 entstehen hier zwei 
Sehnen; ist der Punkt A innerhalb des 
später zu eonstruirenden cunceiitrischen 
Kreises gegeben, so ist die Aufgabe un- 
möglich, denn jeder durch A gezogenen 
Sehne gehört ein gröfserer Peripherie- 
winkel zu, als der gegebene n. 

6, Schneiden sich zwei Sehnen AB, 
DE innerhalb des Kreises, so ist jeder 
der von ihnen gebildeten Winkel = der 


Fig. 287. 



Summe derjenigen beiden Peripherinwin- 
kel, welche auf den beiden zwischen den 
Sehnen liegenden Bogen stehen, z. B. 
« = ß + Y 

Denn n als Aulsenwinkel = ^ -b d, 
J aber = ß, weil ß und d auf einerlei Bo- 
gen AD stehen. 

Schneiden sich die Sehnen anfserhalb 
des Kreises, so ist der von ihnen gebil- 
dete z. n =: der Differenz beider auf den 
zwischen den Sehnen befindlichen Bogen 
stehenden Peripheriewinkel y und ß, näm- 
lich a = y - ß. 


Fig. 288. 



7. Schneiden sich zwei Sehnen AB, 
DE normal, und man zieht die 4 Halb- 
messer nach deren Endpunkten, so er- 
gänzen sich die gegenüberliegenden Centii- 
winkel gegenseitig zu 2 Rechten. 

DCA -b BCE = BCD + Z.ACE = iR 


Fig. 289. 



Denn zieht man die Sehne AE, so ist 
DCA = tz liEA = 2 PEA 
Z BCE = 2 ZBAE = i ZFAE 
Z DCA + z BCE = 2 (Z FBA + Z PÄ'^ 
= 2ZAFE = 2B 

8. Der Winkel n, den eine Tangente 
Ab' des Kreises in ihrem Berührungspunkt 
A niK einer Sehne AB bildet, ist = dem 
l’eriiihcriewinkel ß in dem gegenüberlie- 
geuuen Kreisabschnitt BDEA. 


Fig. 290. 
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Denn lieht man den Doichmeaser AD 
and die Sehne BD, eo ist 

aneh ^ ABD = R 

also +y = R 

folf^Uch " — y 

Y aber = ß, weil beide anf demselben Bo- 
gen AB stehen, daher a = ß. 

Wenn durch den Berührungspunkt F 
iweier Kreise mit einander ‘i nrade Li- 
nien AB, DE bis in deren l'mfängen 
gezogen werden, so sind dis beiden Seh- 
nen BD, AE, welche die Durchschnitts- 
pnnkte mit einander verbinden, einander 
parallel. 

Denn zieht man die Tangente GH durch 
F, so ist nach No. 8 



ZGFB = ZBDF 

ebenso 

/.AFH = Z.AEF 

aber 

Z GFB = Z AFH als Scheitelz 

daher 

ZßDF=zA£F 

ebenso 

Z DBF = z RAF 

«ober 

BDz^AE 



Fig. 291. 


Dasselbe ergiebt sich, wenn die beiden 
Kreise innerhalb sich berühren, wu dann 
E in E', A in Ä' fällt und d'£'4= BD. 

10. Ist AB ein Durchmesser, DE nor- 
mal darauf, so sind die Dreiecke ADE, 
DBE und ABD einander ähnlich, und 
es folgt daraus 



AEsDE = DE-.BE 

(1) 

oder 

ferner 

DE*= AE • BE 

(») 


AE-.AD = AD-.AB 

(3) 

oder 

ebenso 

AD*=AE-AB 

(.*) 


BD* = BE . AB 

(6) 


Ans beiden letzten Gleichungen hat man 
AE . AB : BE • AB = AD* : BD* 


und es folgt noch 

AE-.BE = AD*-.BD* (6) 

11. Schneiden sich zwei Sehnen, so ist 
das Rechteck aus den Abschnitten der 
einen Sehne mit dem Rechteck ans den 
Abschnitten der anderen gleich grofs. 
Denn da (Fig. 287 und Fig. 288) 

Z/ä = ^rf 

so ist 

AA£Fc«>aDBF 


folglich 

AF.EF=DF-.BF 


worans 

AF-BF = DF‘EF 

Schneidet eine Tangente (Fig. 290) AF 
eine verlängerte Sehne DB in F, so ist 
das Quadrat der Tangente = dem Rectan- 
gel aus den Abschnitten der Sehne. 

Denn da AF = Z.F 

Z « = Z y 

seist A FA ß ns A /'’D.t 
woraus 

JF-.BF= DF.AF 

oder 

AF*=BF- DF. 

12. Ks sei der Halbmesser BC=AC=r, 
eine Sehne AB = a, AD ~ BD die zu dem 
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Fig. 292. 



halben Bogen gehörende Sehne =4. Nennt 
man den Abschnitt DE = x, so ist CE 

= r - X, AE= BE = — und man hat 
x; 4 = 4 : 2r 

woraus 

4» 


I 
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£s ist aber - 



wonas 

4* - 44M + ««r* = 0 

die allgemeine Oleichnng swischen 2 Seh- 
nen, Ton denen die eine so dem hal- 
ben Bogen oder Centriwinkel der anderen 
gehört. 

Han erhält ans derselben 

I. a = — 

r 

4 = V^±rv'ilJ^ 
and da h als j^2r* nämlich als Seite 
des regulären Vierecks im Kreise das 
Maximum ist, wobei nämlich 
r j/4r* — a* = 0 

also a = 2r wird, so kann nur das Vor- 
zeichen - gelten, und es ist 



Die Formeln I und II geben das Mittel, 
die Seite eines regulären n-Eecks al«- 
braisch auszudrückeo, wenn die Seite ues 

2n-Ecks oder die des ™-Ecks gegeben 

ist. Z. B. wird synthetisch bewiesen, dafs 
die Seite des regulären Sechsecks im 
Kreise = r ist. 

Ans Formel I erhält man demnach die 
Seite des regulären Dreiecks, wenn man 
r für 6 setzt: 

a — — J 4r* — r* = 3 

and ans Formel II erhält man die Seite 
des regulären Zwölfsecks, wenn man r 
für a setzt: 

i — y 2r* — r |'4r^— r* — r*t'3 

= r V'2 - 1 3 

ans diesem die Seite des Vierundzwaniig- 
ecks n. s. w. 

13. Setzt man ACD = BCD = n, 
so hat man, wenn man DC bis P rerlän- 
gert, und ÄF zieht, ^ ÖBF = 90° folglich 

BD = 4 = 2r lin P= 2r sin ~ (1) 

2 

ebenso 

<1 = 2r sin o = 4r sin cos (2) 
mithin 


worana 


a = 24 MS (4) 



was auch beides ans der Fignr anmittel- 
bar entnommen werden kann, weil 

Z DAB = zDBA = ~ 

Ans diesen 5 Formeln sind die Seiten 
der regulären Vielecke im Kreis trigono- 
metrisch zu finden. Aus Formel f und 
11 hat man dieselben für den Kadius = r, 
a. B. für den Halbmesser =1 
Die Seite a 

des Vierecks =2-sin4ä° =1,4142136 
, Achtecks = 2-sin 224° = 0,7653668 
, Sechsechs= 2>sin 30° = 2 . 4=1 

Chronologie ist die Wissenschaft von 
der Abmessung, Eintheilnug und Verglei- 
chung der Zeit liei verschiedenen Völkern 
nnd zn verschiedenen Zeitaltern. 

Die Natur hat uns Erdbewohnern zwei 
constante Zeitmaafsstäbe gegeben: Die 
Zeit, in welcher die Erde eine vollstän- 
dige Umdrehung um ihre Axe macht nnd 
die Zeit, in welcher die Erde eine voll- 
ständige Umdrehung in der Ekliptik um 
die Sonne macht. Der erste Zeitabschnitt 
ist der Tag, der zweite das Jahr; aber 
beide sind mit einander incommensurabel, 
und dieser Umstand bildet den wesent- 
lichsten Orund für die Schwierigkeiten, 
welche Zeitmessungen darbieten. Das 
Jahr, nämlich die Zeit, in welcher die 
Erde in ihrer Bahn genau 360° beschreibt, 
enthält zwischen 336 nnd 367 Tage, und 
zwar 366,25638 . . . Tage, welches in Un- 
terabtheilungen 366 Tage 6 Stunden 9 Mi- 
nnten nnd etwa 1 1 Secunden beträgt. 

2. Aufser der eben gedachten Schwie- 
rigkeit kommt dazu, dafs diese beiden 
constanten Maafsstäbe für das bürgerliche 
Leben unmittelbar nicht anzuwenden sind; 
die eben gedachten Zeiten sind Stern- 
zeit, der Mensch bedarf aber der Son- 
nenzelt, und in dem Art. Bogenmaafs, 
pag. 389 mit Fig. 231 wird nachgewiesen, 
dais das Sternjahr mit dem ihm gleich 
grolsen Sonnenjahr genau einen Son- 
nentag weniger enthält als Sterntage, 
demnach würfe das Jahr 365,25638 Son- 
nentage enthalten. 

_3. Aber auch dieses Jahr ist für den 
bürgerlichen Bedarf nicht anwendbar: Es 
ist durchaus erforderlich, dafs nach Ver- 
lanf eines Jahres die Sonne genau den- 
selben Stand znr Erde einnehme, den sie 
im Augenblick des begonnenen Jahres 
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inne hatte. Ein Jahr hat alao in dauern 
Ton dem Ani^nldick an, wo die Erde in 
dem Frühlingspnnkt steht, ins mm Wie- 
dereintritt deraelhen in den Krühliiins- 
punkt, oder von Herbst- m Herbalpunkt, 
oder ron Winter- in Winterjiunkt, oder 
Ton Sommer- in Sommeqninkt. 

Frühlings- und Herbstpnnkt sind nun 
die l)ureh.sehnittapunkte der Ekliptik mit 
der Aequatorebene ; diese bleibt unver- 
rückbar, dis Ekliptik dagegen macht eine 
kleine ßcwcgung von Ost nach West, 
welche Jährlich öO,l Bogensecunden be- 
trägt, nm welche sie die Erde bei deren 
Jährlichem Umlauf in der Ekliptik ent- 


gegenkommt, so dafs in dem für das bür- 
geriiche Lehen allein anwendbaren Jahr 
die Flrdo 50,1 Secundcn weniger als 360 
Grad zurücklegt, welches an Zeit 20 Mi- 
nuten 20,4 Seennden = 0,014125 Tage we- 
niger beträgt als die obigen 365,25638 
Tage (s. astronomisches Jahr, pag. 148). 
Dieses der bürgerlichen Zeitrechnung in 
Grunde liegende tropische Jahr hat 
also 365,242255 Sonnentage = 365 Tage 
5 Stunden 48 Minuten und etwa 51 Se- 
cnuden Sonnenieit und 366,242255 Stern- 
tage = 366 Tage 5 Stunden 48 Minuten 
und etwa 51 Seennden Sternzeit. 


Demnach ist 
ein Sonnentag 

eine Sonnenstände 

eine .Sonnenminnte 


366.24 2255 

365.242255 

366.2 42255 

365.242255 


= 1,002738 Stemtage = 24 Stunden 3 Minnten 
56,5632 Sec. Stornzeit 
= 1,002738 Sternstunden = 1 Std. 9,8568 Sec. 

Sternieit 


- _ 1 002738 Sternmin. = 1 Min. 9,8568 Teriien 

365,2422o5 ’ ’ 




4. Diesem dem bürgerlichen Jahr (s. d. 
Art. pag. 442) in Grunde liegenden tro- 
pischen Jahr hat aber die Natur wiederum 
nicht constante Tage als Unterabtheilun- 
gen gegeben ; Jeder (wahre) Sonnentag ist 
an Lange dem ihm vorangegangenen und 
dem ihm nachfolgenden Tage ungleich, 
und so sind es auch deren Stunden, so 
dafs die Stunde, der genau 24ste Theil 
eines Tages verschieaen ist von der 
Stunde des vorangegangenen und von 
der des nachfolgenden Tages, desgleichen 
die Minute und die Secunde, während 
alle Sterntage, Sternstunden, Steruminu- 
ten dieselben sind und bleiben. 

Die Verschiedenheit der Sonnenieit 
liegt darin, dafs die Erde mit verschie- 
denen GeschwindigkeiteA die Ekliptik 
durchläuft. Im Perihel bewegt sich die 
Erde am schnellsten, im Aphel am lang- 
samsten; auf dem Wege vom Perihel nach 
dem Aphel hin immer langsamer, vom 
Aphel nachdemPerihel hin immer schneller. 

Es sei BAD ein Theil der Ekliptik, S 
der Stand der Sonne. Ist A das Aphel, 
AA' der Bogen, den die Erde in einem 
Sonnentage durchläuft, so würde dieselbe 
einen grölseren Bogen AA" durchlaufen, 
wenn A das Perihel wäre. In A hat der 
Punkt o der Erdol<ei6äche Mittag, in A' 
hat 5’, in A" hat b" Mittag, indem die 
Radien ca, cb\ cb" nach der Sonne 8 
bingeriebtet sind. In A’ bat der Punkt a 


Fig. 294. 



axe + dem Bogen a'b' durchlaufen; in 
A" hat a eine volle Umdrehung bis a" 
um die Erdaxe -|- dem Bogen a"P' durch- 
laufen. Da nun die Zeit der Umdrehung 
der Erde nm ihre Axe (von a bis a' oder 
o"), der Stemtag coustant ist, Bogen a"b" 
> Bogen a'b' so ist der Sonnentag von 
A bis A' kleiner als der von A bis A". 

Ueberhanpt nehmen die Sonnentage mit 
ihren 24 Sonnenstnnden immer mehr ab. 
Je mehr die Erde vom Perihel nach dem 
Aphel hin sich bewegt, und immer mehr 
zu. Je näher die Erde wieder dem Perihel 
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kommt. Für nns, die Bewohner der nörd- 
lirhen Halbkngel ist Winter, wenn die 
Erde in der Nahe des Peribels, und Som- 
mer, wenn sie in der Nähe des Aphels 
sich befindet; im Winter haben wir also 
längere, im Sommer kuriere Tage, Stun- 
den, Uinuten nni Secunden. Der Tnter- 
schied swisehen dem längsten und dem 
kilnesten dieser Tage beträgt gegen vier 
Minuten. 

i. Solche Verschiedenheit darf aber in 
der Zeit für den bürgerlichen Verkehr 
nicht Torkommen: die Tage und deren 
IJnterabtheilnngen müssen Ton Anfang 
bis Ende des Jahres einerlei bleiben. Aus 
diesem Gründe denkt man sich neben 
der wirklichen Enie Ton ungleichförmiger 
Bewegung eine iweite Erde Ton gleich- 
förmiger Bewegung in der Ekliptik, oder 
irie man in sagen pflegt, neben der wirk- 
lichen Sonne Ton (scheinbar) nngleich- 
förmiger Bewegung eine iweite Ton (schein- 
bar) gleichförmiger Bewegung am Him- 
mel, eine nicht Torbandene mittlere 
Sonne, welche die gleichmäfsige Zeit, 
die mittlere Sonnenseit bestimmt, 
während die erste, die wahre Sonne, 
wahre Sonnenseit angiebt, und indem 
beide Sonnen in einerlei Zeit, nämlich 
in einem Jahr, die Ekliptik (scheinbar) 
durchlaufen. 

Der Art.; Absiden, pag. 15 mit Fig. 17 
leigt, dafa die halbe Ekliptik vom Peri- 
hel P über den Krühlingspunkt F nach 
dem Aphel A in einerlei Zeit mit der 
anderen halben Ekliptik von A über den 
Herbstpunkt H nach P Ton der Erde ru- 
rückgelegt wird, ln P ist die Geschwin- 
digkeit der Erde am gröfsten, in A am 
geringsten ; die Erde bedarf also einer 
längeren Zeit lu Durchlanfung der hal- 
ben Ellipse FAII als lu der anderen 
Hälfte HPF. Hieraus geht nothwendig 
hervor, dafs wenn beide Sonnen in ihren 
Ihnläufen jährlich übereinstimmen sollen, 
nur die Punkte P und A, das Perihol 
und das Aphel es sein können, in wel- 
chen beide Sonnen, die wahre und die 
mittlere, in der Ekliptik luaammen- 
treffen , und dafs beide in allen an- 
deren Punkten derselben auseinander- 
stehen. 

Die wahre Sonne S läuft von P bis F 
sohneller als dis mittlere Sonne S'; ist 
S in F, so ist S' noch Tor f; von F 
ab länil S langsamer als S' und S' holt 
S in H ein. Von hier ab geht S lang- 
samer als S'; S bleibt turück und S' 
trifft früher in H ein als S, dagegen wird 
S' Ton S in P wieder eingeholt. 

6 Die mittlere Sonne durchläuft nnn 
die Ekliptik gleichförmig ; allein die gleich 
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weit von einander entfernten Punkte der 
Ekliptik sind es nicht, welche Tag für 
Tag culniinireu müssen, um gleich grofse 
mittlere Tage zu gehen, sondern die 
Punkte ira Aeqnator, der sich fort- 
dauernd um die Erdaxe gleichförmig um- 
dreht, weil dessen Ebene normal der 
Erdaxe i.st und Terhleiht, während die 
Ekliptik ihn und die Erdaxe schief durch- 
schneidet. Dafs aber mit Punkten von 
gleichweiten Abständen in der Ekliptik 
nicht zugleich gleich weit von einander 
entfernte Punkte im Aequator cnlmini- 
ren, geht ans folgender Betrachtnnghervor: 
Es sei QQ' der Aequator, EK' die Eklip- 
tik, beide schneiden sich im Frühlinga- 
punkt F, Z. «(•= 231°) Schiefe der 


Fig. 295. 



Ekliptik FA = AB = BC = n. s. w. seien 
die gleich grolsen Wege, welche die mitt- 
lere Sonne in den anfeinander folgenden 
Tagen zurücklegt, so sind, wenn man die 
sphärischen Projectionen der Punkte A, 
B, C... auf den Aequator nimmt, wenn 
man also die Bogen AA’, BB', CC... 
normal auf QQ’ fällt, f, A', B’, C .. . 
die Punkte im Aeqnator, welche mit den 
Punkten F, A, B, C... zugleich cul- 
miniren. 

Nnn ist 

lg FA’ = lg FA • cot e 
lg FB’ — lg FB • cot e 
lg FC” — lg FC • cot c 

n. s. w. 

Setzt man FA ~ AB = AC.. . = e 
FA'=te,-, A’B’ = te,-, B’C' = w, . . . wn 
so hat man 

IC, = lg c • cot * 

iTj = (lg 2c ~~ lg c) • cot e 

IC, = (lg 2c ~ lg 2c) • rot e 


•s« = [<S C"o) - (J (n - l)c)] cos c 
Nun ist 

~ P = - 

eos u • cos ß 

folglich 

A c 

2e-tge= 

cos 2c • cos e 
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tg 3c ~ 2c = 


cot 3c > cot 2c 


CPf flC*CP«(ft-l)c 


tg nc - (fl- l)c = 

hieraus 
iCi^tg c • cot 0 

sin c 1 

le =r — cot e — T-ir, 

* cot 2e*cotc cot 2c 

sin c cot e 

•p, = i.— cot e= 

cot 3c • cot 2c cot 3c 

sin c cot 2c 


cot (n— 2)c 

IC/t = »/l-l 

cos nc 

Wendet mau die Formel an : 
cot (r + /9) = cos a cot ^ — sin a • sin 
schreibt in die Formeln für tc,; lo. ; tog 
... IO» von it 3 an bis so» für n nach und 
nach die Werthe c, 2c, 3c,...(n-2)c 
für ^ immer den Werth 2c und dividirt 
jedesmal Zähler und Nenner durch den 
Zähler, so erhält man 
•0, = w, 

1 

IC. = 

cos 2c ' 


1 


«4 = 


COS 2c-^tin 2c ig c 
1 




cot 2c — sin 2c « ig 2c 
1 


* cet2c—sin2c’ig3c * 

1 

~ cos 2c — sin 2c- (j(n— 2)c * 

Da nun cos ein achter Bruch ist, so 
ist i 04 >ir,; in to, ist der Nenner klei* 
ner als in lOs, daher ist iO| >io , und da 
die Tangenten in allen folgenden Aus- 
drücken wachsen , die Subtrahenden der 
Nenner also immer grüfser, folglich die 
Nenner selbst immer kleiner werden, so 
ist jeder folgende Weg der Sonne im 
Aequator immer grüfser als der in glei- 
cher Zeit zuvor zurückgelegte Weg der- 
selben. 

7. Wenn also die ad 5 und 6 gedachte 
mittlere Sonne 5' die Ekliptik gleichför- 
mig durchläuft, so durchlaufen deren Pro- 
jectionen den Aequator ungleichfurmig, 
und es ist auch diese Sonne zur Zeitbe- 
stimmung nicht anwendbar. Nur eine 
eingebildete zweite, eine dritte Sonne S" 
welche die Ekliptik zwar ungleichförmig, 
aber so durchläuft, dafs deren Projectio- 
oea auf den Aequator io gleichen auf 


einander folgenden Zeiten gleich weit von 
einander abstehen, oder was dasselbe ist, 
eine Sonne S”, die den Aequator gleich- 
förmig durchläuft, ist es, welche die Zeit 
bestimmen kann. 

Geht man auf die Formel zu Fig. 296 
zurück 

ig FA' ^tg FA cot 0 

so ist für FA = 90°, ig FA = folglich 
auch ig FA' = co und FA' — 90°. Im Som- 
merpunkt also culminirtdie mittlere Sonne 
S' mit deren Proiection S" auf den Ae- 
quator zu einerlei Zeit. Für FA' = 180° 
nämlich im Herbstpunkt, wo die mittlere 
Sonne S' mit deren Proiection 5" in 
einerlei Punkt zusammenfallt, und im 
Winte^unkt (FA' = FA = 270^^ culmini- 
ren beide eingebildete Sonnen wieder in 
einerlei Zeit. Auf diese Eigenschaft der 
Uebereinstimmung beider Sonnen in vier 
Hauptpunkten gründet sich die Annahme 
der eben gedachten dritten Sonne S". 

8. Die Bestimmung der gleichförmig 
erforderlichen Zeit geschieht nun folgen- 
dermafsen : die wahre Sonne 5, welche 
sichtaar die Ekliptik ungleichförmig durch- 
läuft, deren beide von der grofsen Axe 
AP (Fig. 17, pag. 15) geschiedene Hälften 
PFH und AHP aber in gleichen Zeiten, 
jede Hälfte in einem hMben Jahre zu- 
rückgelogt werden, giebt in dem Lauf 
von P über F, A, H bis wieder zu Fdio 
Zeit des Jahres an. Die erste mittlere 
in der Ekliptik gleichförmig sich bewe- 

f ende Sonne S' trifft mit der wahren 
onne 8 in den Absiden P und A zu- 
sammen, in allen anderen Punkten ste- 
hen beide auseinander. Die dritte, die 
zweite mittlere Sonne S", welche die 
gleichförmige, die mittlere Zeit bestimmt, 
bewegt sich im Aequator gleichförmig, 
trifft mit der zweiten Sonne S’ in den 
Nachtgleicbenpuiikteu F und H zusam- 
men, und in den Wendepunkten a und 
b (Fig. 17), dem Sommerpunkt und dem 
Winterpunkt culmiuircu sie beide io 
einerlei Zeit. 

Hierbei ist noch festzuhalten , dafs die 
Punkte F, «, I/, b jährlich um 60,1 Bo- 
gensecunden von Ost nach West der Erde 
entgegenrücken, so dafs Frühlings- und 
He^stpunkt von der kleinen Axe, und Som- 
mer- und Winterpunkt von der grofsen Axe 
der Ekliptik immer mehr sich entfernen. 

Die um ein Geringes aber während des 
Jahres veränderlich im Abstande verschie- 
denen Orte der sichtbaren Sonne 8 von 
der eingebildeten dritten Sonne 8" ver- 
anlassen den Unterschied zwischen der 
von den Sonnenuhren richtig angegebe- 
nen wabrenlSonnenzeit und der von 
den Pendelo^en »ngebenen mittleren 
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Sonnenseit. Dies« Ünterscbi«de Bind 
für da« pnze Jahr in jedem Hauskalen- 
der tal>enanscb (geordnet anff^efubrt. 

9. Die a.stronomisohe mittlere Zeit, das 
Aonnenjabr an 365,242255 (ifanz j^leicben 
Ta^en zu 24 Standen ist also unsre Uhr- 
zeit. Das bürgerliche Jahr kann aber nur 
nnze Tage haben: bekanntlich bat das 
Uemeinjahr 365 Tage, der Decimalbruch 
wird zunächst ausgeglichen, dafs alle Tier 
Jahr ein Jahr (Schaltjahr) von 366 Tagen 
eingeschaltet wird; da aber der Decimal- 
bmcb kleiner als \ ist, so geschieht eine 
fernere Ausgleichung dadurch, dafs man 
alle 100 Jahre ein Schaltjahr wiederum 
in ein Gemeinjahr von 365 Tagen um- 
wandelt. 

Diese Einrichtung macht den bekann- 
ten Kalender aus, dessen Richtigkeit wir 
allein der in ihren Erkenutnissen soweit 
gediehenen astronomischen Wissenschaft 
Terdanken. Der Art.: Kalender, der 
auf den rorstehenden Aufsatz sich grün- 
det, wird auch kurz das Historische der 
mathematischen Chronologieentbalten und 
erhellen , dafs die Unrichtigkeit und oft 
erforderlich gewesene Aendening der Zeit- 
rechnung in noch zu mangelhaften Stand- 
unkten der Sternkunde ihren Grund 
atte. 

0hronom6t6r (/ooyoi die Zeit, minftr 
messen) Zeitmesser. Die Zeit ist ein 
einfacher BegrifT wie der Raum, sie ist 
daher nicht zu definiren, denn diejenigen 
Definitionen, welche die Philosopnie da- 
Ton giebt, passen auch auf andere Dinge. 
Han nat ein Bild von der Zeit, wenn man 
sieh eine gerade Linie vorstellt; nach 
einer Richtung, der Vergangenheit hin, 
unabsehbar, an deren Ende der uns un- 
bekannte Anfang liegt; oder vielmehr, da 
solcher Anfang ganz undenkbar ist, nach 
der Vergangenheit hin unendlich. Der 
Endpunkt der geraden Linie ist die Ge- 
genwart, welche mit jedem folgenden Au- 
genblick wieder in die Vergangenheit tritt, 
so dafs dieser Gegenwartspunkt eine ste- 
tige Bewegung macht, und die Linie ver- 
längert; die jedem Zeitaugenblick zu- 
mhorenden verschiedenen Begebenheiten 
können in rechtwinkligen Ordinaten ver- 
seichnet gedacht werden. 

Die in dem vor. Art. erklärte Sternzeit 
nnd die mittlere Sonnenzoit rouls in de- 
ren Tbeilen: Tag, Stunde, Minute, Se- 
cunde in jedem Augenblick angegeben 
werden können, wenii jene für die Astro- 
Domie, diese für das bürgerliche Leben 
Ton Notzen sein soll. Da der zu mes- 
sende Gegenstand in stetiger Bewegung 
ist, so kann ein Maafsstab nicht angele^ 
werden wie bei einer ruhenden lUum- 


gröfse: das Maafs mufs selbst beweglich 
sein; Bewegung erfolgt aber nur mittelst 
einwirkeuder Kraft; eine solche ist an 
jedem Ort der Erdoberfiäcbe und in jedem 
Zeitaugenblick unmittelbar in der Schwer- 
kraft gegeben; und in der That sind die 
ältesten 0. auf diese Kraft in den Was- 
serohrcu und Sanduhren gegründet, in- 
dem Wasser oder Sand durch kleine Oeff- 
nungen in Gefäfse fiel, die so geaiebt 
waren, dafs deren Anfüllung in einer 
bestimmten Zeit geschah. Wenn mm 
auch kleine Gefafse oder grofse (lefäfse 
mit Theilstricben Messung von kleinen 
Zeiten gestatten, so war doch die Abwar- 
tong dieser C., damit die (iofäfse recht- 
zeitig ansgegossen und gefüllt würden, 
umständlich und auch, abgesehen von den 
Teiupemtur-Einflüs.sen, imzuverlässig. 

Gegenwärtig wird die Schwerkraft auf 
Gewichte angeweudet; das Gewicht wird 
um eine Schnur befestigt, die um eine 
Walze geschlungen, diese uimlreht, wo- 
mit zugleich ein Räderwerk in Bewegung 
gesetzt wird. ßekaniitUch fallt ein Ge- 
wicht mit jedem folgenden Augenblick 
Khnellor, die Walze winl also mit Be- 
schleunigung umgedreht, was für eine 
gieichniäfsig notowendige Zeitmessung 
nicht pafst. Erst durch die Entdeckung 
Galilefs im 17. Jahrhundert, dafs das Pen- 
del isochrone Schwingungen macht, und 
Huygens Anwendung davon zu {>eriodi- 
schen Ilemmungeu dos fallenden Gewichts 
ist man zu Gewichts -Chronometern ge- 
kommen. Es ist änfserst merkwünug, 
dals für eine und dieselbe Maschine der 
menschliche Geist eine und dieselbe Kraft, 
die Schweikrafl in dem Gewicht als l>o- 
wegende Kraft und in dem Pendel als 
das Entgegengesetzte, als Hemmung der 
Bewegung wirksam zu sein nöthigt. Die 
Einrichtung Ist folgende: 

Ks sei a die Walze, um die eine Schnur 
mehrmals umgewunden ist, an welcher 
das Gewicht b hängt und die Walze um- 
zudrebon strebt; mit der Walze a ist ein 
Stirnrad d verbunden. An der mehr ober- 
halb befindlichen Axe c, die 4^ der W’al- 
zenaxA liegt, ist ein Pendel ce aufgebängt, 
welches zur Seite der Walze Oscillationen 
macht, und mit der Pendelaxe ist der 
Winkel frg fest verbunden. Dicbot en- 
digt in 2 Haken, welche abwechselnd in 
die Badzähue greifen, der Haken wie 
gezeichnet, wenn das Pendel seine wei- 
teste Lage links bat und der Haken f, 
wenn das Pendel am weitesten rechts 
aosseblägt. 

Während nämlich das Mittel der Pen- 
dellinse ans # nach e' schwingt, löst der 
Haken g von links nach rechts aus dem 
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Fig. 296. 



Fig. 297. 


Zahn sich aus, und der Haken f dreht 
sich, nachdem das nun frei wirkende Ge- 
wicht b um eine kleine Länge gefallen 
ist, und die Walze so viel nach rechts 
umgedreht hat, zwischen die Zähne i 
und h 

I)a das Pendel seine 
Schwingungen in glei- 
chen Zeiten macht, so 
^ wird auch immer in 
gleichen Zeitabstän- 
den ein Zahn ausge- 
löst, und ein Zahn er- 
griffen, und die Welle 
in gleichen Zeitab - 
ständen gedreht und 
in Ruhe versetzt, das 
Gewicht b lallt also, 
wenn ein Zahn ausgelost ist, immer nur 
während einerlei Zeit, und da das Fallen 
immer von der Ruhe aus stattfindet, im- 
mer nur um einerlei Weg, den zugleich 
der Walzenumfang in einem Hogen zu- 
rücklegt. Steht nun mit der gleichmäl'sig 
sich umdrehenden Welle ein Räderwerk 
in Verbindung, welches auf Zeiger wirkt, 
die Stunden, Minuten und Secunden an- 
geben, so hat man in der obigen Maschine 
ein C. 

Es ist noch zu erwähnen, dafs das Pen- 
del durch die Reibung der Axenzapfen 
in den Lagern und die Luftwiderstände 
nach und nach zum Stillstand kommen 
würde, weshalb demselben immer ein klei- 



ner Impuls von Neuem gegeben werden 
mufs, (fer die gedachten Widerstände je- 
desmal aufhebt, und es wird dies auf 
verschiedene Weise bewirkt. Nach Fig. 
290 und 297 geschieht dies dadurch, dals 
wenn der Wiiikelarm <7 nach der Richtun 
des Pfeils km auslüsend sich dreht, un 
den Zahn bei seinem Bestreben zur Be- 
wegung nach dem Pfeil hn vermöge des 
Gewichts b schon in die gezeichnete Lage 
(Fig. 297) hat kommen lassen, der Zahn h 
den Arm ,9 bei dessen Bewegung nach 
km um den Drehpunkt r längs dessen 
schräger Fläche kl schieliend und hebend 
unterstützt. Ein Gleiches geschieht bei 
dem Arm f während dessen Auslösung. 

Ein zweites C. wird noch construirt, 
da-i Ta sehen Chronometer, wo man 
statt der Schwerkraft die Eiasticität einer 
gespannten Stahlfeder als bewegende Kraft 
anwendet, und deren Wirkung anstatt 
durch diis Pendel durch die sogenannte 
U n r u h e ; einen mit Spiralfeder verseheuen 
Schwungring gehemmt wird. 

Es sei a eine hohle um die mittlere 
Spindel drehbare Trommel; an der .Spin- 
del ist eine Stahlfeder befestigt, diese meh- 
rere Male, als hier gezeichnet, umwunden 
und mit dem anderen Ende in b gegen 
die innere Trommelwandung genietet. Mit 

Fig. 298. 



dem Druck dieses äulseren Endes der Fe- 
der gegen die Trommel zu deren Um- 
drehung ist die bewegende Kraft des G. 
hergestellt. Bei den bekannten Spindel- 
nhren ist um die änfsere etwas hohe 
Trommel eine Stahlkette gewickelt, und 
diese über die Schneckentrommel geleitet, 
welche durch den Zng der Kette umge- 
dreht wird. Bei den Cylinder- und An- 
keruhren ist diese Kette nicht vorhanden, 
und dafür einfacher auf eine der beiden 
Trommelebenen ein Stirnrad gelegt, wel- 
ches die Bewegung fortpflanzt. Zuerst 
ist die Feder am gespanntesten, die Be- 
wegung würde also anfangs am schnell- 
sten geschehen, und nach und nach im- 
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mer Un|^iner werdeo, daher ist aach 
hier eine regulirende Hommnn^;^ nötbig. 

Diese lleumiiing besteht darin, dafs die 
letzte Welle a des Räderwerks mit oinein 
8teigrade b rersehen ist, in dessen Zähne 


Fig. 299. 



weehaelsweise die Flügel < e der senk- 
rechten Spindel c eiiigreifeii. An das 
obere Ende der Spindel ist der metallene 
Scbwungring die Unruhe, mit Armen 
befestig, and eine feine Spiralfeder g mit 
einem Ende an dessen Nabe genietet und 
mit dem anderen Ende durch einen Stift 
k gesteckt, der mit dem Uebäuseboden 
verschiebbar befestigt Ist. 

Wenn die Hetriebsfeder (Kig. 298) mit- 
telst des Räderwerks die Welle n mit 
dem Steigrade b nach der Pfeilricbtung 
amdrebt, so trifR ein unterer Sperrz:ihn 
den Flügel wodurch die .Spindel e mit 
der Unruhe f nach deren Ffeilrirbtung 
sich bewegt und zugleich den Flügel e, 
der einen rechten Winkel mit dem Flü- 
el d bildet, zwischen zwei obere Zähne 
es Stoigrades einfübrt, und die weitere 
Bewegung des Steigrades hemmt. Durch 
die Drehung der Unruhe wird nun die 
Spirale g zusammeogezngen , und wenn 
die Unruhe einen Bogen von etwa 90^ 
zorückgelegt hat, ist die Spannung der 
Feder g so grofs, dafs sie die Krall der 
Haupt^trieWeder (Fig. 298) ühertritTt. 
Uieraurch bleibt die Unruhe nicht allein 
stehen, sondern sie winl gezwungen, nach 
entgegengesetzter Richtung umzulaufen, 
wobei sie für die Beschreibung eines hin 
leicbend grofsenBogeusdnreh dieSrhwiing- 
kraft ihrer verhältnirsmärsiggrofson Masse 
unterstützt wird. Mit dieser Bewegung 
läCst der Flügel e den Zahn los und der 
Flügel d dreht sieb vor den folgenden 
unteren Zahn, den er hemmt, der ihn 
aber durch den von der Hauptbetriebs- 


feder empfangendes Druck wieder su- 
rücksebiebt, und die Unruhe wiedenim 
zur entgegongesetzteii Drehung Tersnlafst; 
und so gebt das abwechselnde Spiel der 
Hemmung während des Ganges des C. 
TOD Statten. 

Wie bei dem Gewichts -Chronometer 
Bewegung und Uommunf^ vermöge der 
Schwerkraft geschieht, so hier beides durch 
Elasticität von Federn. 

Mit den Hemmungen sind zugleich dio 
Reguliningen der C. verbunden. Je län- 
gereiii Feiulel ist, desto langsamerschwingt 
es, desto weniger oil in einerlei Zeit ge- 
schehen die einzelnen Hemmungen und 
die einzelnen gleich gro&en Fortrückun- 
gen der Walze, des luderwerks und der 
Zeiger. Dasselbe ist mit der Spiralfeder 

Fig. 299 der Fall: jo länger sie ist, 
desto grüfsere Bogen beschreibt die Un- 
ruhe, und desto langsamer geschehen die 
einzelnen Hemmungen des Steigrades. 
Geht also ein C. nacD, so mufs das Pen- 
del oder der schwingende Theil der Fe- 
der verkürzt werden; geht das C. vor, so 
sind beide zu verlängern. 

Zu diesem Zweck befindet sich unter 
der Peodellinse, Fig. 29G, dio Schrauben- 
mutter 0, mit welcher die Linse und mit 
dieser der Schwerpunkt des Pendels auf- 
und niedergeschraubt, also das Pendel 
verkürzt ocler verlängert werden kann. 
Beim Taschenebronometer geschieht die 
Längen- Aenderung der Spirale mit dem 
Ubrschlüssel durch den Mittelstifl der 
Stcllscbeibe, mit welcher die Klemme k 
vor- und zurückgeschoben werden kann. 

Mit diesem Aufsatz bat nur das Grund- 
princip bei Construction des C. gegeben 
werden sollen, ein Weiteres im Art.: 
CompensatioQ. 

Circolarbewegang s. v. w. Centralbe- 
wegung s. Bewegung No. 2. 

Circommertdianhäiaii sind die nahe 
dem Meridian genommenen Hohen eines 
Gestirns. Aus den beobachteten gleich 
grofseu Hohen des Gestirns vor und nach 
ae.ssen Culmination und dem genau ge- 
messenen Abstand der Zeit zwischen bei- 
den Beobaebtungen findet man in dem 
Mittel llieser Zeit den Zeitpunkt, in wel- 
chem der Durchgang des Gestirns durch 
den Meridian des Orts stattgefunden hat. 

ClrcimpoUrsUrne sind dem Wortlaut 
nach alle Gestirne, denn alle scheinen 
nm die Pole sich zu drehen. Man be- 
zeichnet aber damit diejenigen Fixsterne 
die dem Beobachtangsort nie untergeben, 
indem sie dem Pole so nabe sind, dafs 
deren nntere Culmination noch über dem 
Horizont des Beobichtungsortes statt- 
findet. 
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Orte im Aeqnator falben keine C.; fnr 
die Erdpole ist jeder ni derselben Him- 
melshalbkngel gehörende Stern ein C. Je 
näher ein ()rt dem Pole liegt, desto mehr 
C. hat er aufzuveiseii, weil sein Horizont 
einen um so grörseren Winkel mit dem 
Pole bildet, eine um so gröfsere Pol- 
hühe hat. 

Der dem Nordpol zunächst stehende 
Fixstern ist der Polarstern, er befindet 
sich gegenwärtig 1° 35' Tom Pol entfernt, 
für Orte im Aeqnator cniminirt er also 
in einer Höhe Ton 1“ 35', und geht eben 
so tief unter; für Orte von 2x1“ 35' = 
3“ 10' nördliche geographische Breite ist 
er der einzige C., und zwar langirt er 
bei seinem unteren Durchgang durch den 
Meridian den Horizont. 

Die 0. sind für die Astronomie und 
die Geographie von gröfster Wichtigkeit, 
denn man erfährt durch sie die Polhöhe 
oder geographische Breite des Beohach- 
tungsorts, indem man die Höben, deren 
oberen und deren unteren (’ulmination 
beobachtet, und von beiden Höben das 
Mittel nimmt, welches die Polhöhe an- 
gieht. Ferner findet man durch die C. 
die richtige Mittagslinio des Orts; denn 
die Zeit zwischen der oberen und der un- 
teren Culniination eines C. beträgt genau 
die Hälfte der Zeit in welcher eine obere 
oder eine untere Culniination zum zwei- 
tenmal wiederkehrt (der Sterntag), so dafs 
danach die Linie des Beobachtungs-Instm- 
ments mittelst mehrerer Beobachtungen 
rectificirt werden kann. 

Wenn nämlich zwischen der oberen 
nnd der unteren Cnimination eine gröfsere 
Zeit liegt als zwischen der eben gedach- 
ten unteren und der zunächst folgenden 
oberen Culmination, so hat die lotnrechte 
Ebene der Axe des fnstruments zuerst 
mehr als den Halbkreis der Bahn des C. 
abge.schnitten, die Ebene ist nicht nach 
dem Pol, sondern nach rechts von dem- 
selben gerichtet, und das In.strument mufs 
so weit nach links gewendet werden, dafs 
die senkrechte Axenebene auf den Pol 
trifft, und die Axe die Mittagslinie angiebt. 

CoetBcient ist in der niederen Arith- 
metik die bekannte Zahl als Factor vor 
der Unbekannten; in ax, by^ z. B. sind 
a, b als Factoren der Unbekannten x, y’ 
deren C. Bei Unbekannten ohne bekann- 
ten Factor, wie z, x^ ist der C. = 1. ln 
der Analysis sind C. die unveränderlichen 
bekannten oder unbekannten Gröfsen, wenn 
sie Factoren der Veränderlichen sind. Soll 
V'a’-l-x’, wo tt constant, x veränderlich 
ist, in eine Reibe nach fortlaufenden Po- 
tenzen von x entwickelt werden so setzt man 


jV-hx» = A + Bx + Cx* +Di* + ., 
wo A, fi, C, fl . . . unbekannte noch zu 
bestimmende von x unabhängige also un 
veränderliche Gröfsen sind; sie heifsen 
unbestimmte Coefficienten, und 
auch A gehört dazu, indem man A mit 
x° = 1 multiplicirt denkt. 

Coftmetionen sind in der Trigonometrie 
die Functionen der Complementswiukel, 
also der Cosinus, die Cotangente, die Co- 
aecante und der Cosinus versus. 

Cohärenx ist die Kraft, mit welcher die 
gleichartigen Ma.ssentheilchen einauder 
sich anziehen, und dadurch zu dem Kör- 
per .sich gestalten (s Adhärenz nnd den 
folgenden Art.). 

CohixiOD, die Wirkung der Oohärenz 
(vergl. Affinität, .Anziehung und Atom). 
Die .Saturpbilosoplien haben sich viel mit 
den Ursachen der C. beschäftigt und Hy- 
othesen dafür anfgestellt. Itiese sind 
ier nicht so iiothwendig, als für Erschei- 
nungen, deren Gesetze zu erforschen von 
der gröisten Wichtijckeit i.st; als: die Be- 
wegung der Weltkorper, die Wirkungen 
der Electricität n. s. w., deren (iesetze 
nicht eher aufznfinden waren, als bis man 
Hypothesen zu Grunde legte, die mit den 
Erscheinungen übereinstimmend sich all- 
gemein bewährten, ohne dafs wir dennoch 
wissen, ob sie richtig sind. 

Man nimmt an, dals die C. eine gleiche 
Ursach mit der Attraction habe, und auch 
dafs beide Naturkräfte verschieden seien. 
Ersteres ist mir deshalb wahrscheinlicher, 
weil ich annehme, dafs der Schöpfer zu 
seinen Zwecken die möglichst einfachen 
Mittel anwendet Die Grade der Attraction 
(s. d.), der Anziehung in der Feme wer- 
den bestimmt durch die Gröfse der Hasse 
in directem, und durch die Quadrate de- 
ren Entfernungen in indirectem Verhält- 
nifs. Wollte man nun annehmen, dais 
die Atome, welche durch die C. zu einem 
Körper sich gestalten, in unmittelbarer 
Beruhmng, also in der Entfernung = Null 
sich befänden, so würde die Grolse der 
Anziehung überall unendlich grofs sein, 
alle Körper würden also einerlei Festig- 
keit haben. 

Die nicht hoch genug zu schätzende 
Atomentheorie (s. Atom und die diesem 
folg. Art.) hebt Annahme nnd Schluls 
auf: die Atome berühren sich nicht; sie 
ziehen sie an bis zu einer Entfernung, 
in der sie von einander verbleiben, die 
in Verbältnifs zn der Kleinheit ihrer Masse 
vielleicht sehr bedeutend ist nnd die, 
Vernnnftschlüssen nach, abhängig ist von 
der jedem Stoff eigenthümlich zukom- 
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meoden Orö&e einer aU abatorsende Kraft 
^kenden Wärme-Atmoephäre, die jedes 
einseine Atom umiriebt. 

_ Diese vcrschieilenen Abstände der Atome 
in Körpern verschiedenen Stofls machen 
die verschiedenen Festigkeiten der Körper 
ans. Körper, um deren Atome nur ge- 
nnee Wärme-Atmosphären sich befinden, 
smd fest, wie Bisen, Stein; wird ihnen 
eine gröfsere Wärmemenge zugeführt, so 
n^mt diese die um die Atome befindli- 
cben leeren Räume ein, diese erweitern 
sieb, vräbrend die Atome selbst unverän- 
dert bleiben ; die Atome werden ansein- 
andergerückt, die Festigkeit de» Kr>n)ers 
wird Termindert, er wird weich» spater 
flüssig ond loftforinig. Eisen bedarf einer 
oMenteud grofseren Menge Wärme um 
nnssig zu werden, «ils Zink; da nun die 
Atomgewichte beider Stoffe etwa wie 7:8 
und deren Atomvolum (v\tom + leerer 
^um) etwa wie 5:B sich verhalten, so 
kann man sich vorstellon, dafs die Atome 
selbst beim Eisen von gröfserem Umfang 
als beim Zink sind, so dofs die Ei.«enatome 
naher an einander liegen, als die Zink- 
atome, was auch mit dem Verhältnifs der 
Festigkeit beider Stoffe überein.’'timmt, 
und dafs mithin für das Eisen eine be- 
deutend grofsere W’ärme erforderlich ist, 
als für das Zink, um in beiden .Stoffen 
die Atome um gleich viel ansoinaiuler zu 
bringen, d. h. um beide Stoffe in den Zu- 
staud einerlei Festigkeit, in den Zustand 
der Flüssigkeit zu bringen. 

Von der (iröfse der C‘. sind die Aggre- 
^t-Zustände (s. d.) der Körper abhängig. 
Körper sind fest, t ropfbar - fl ussig 
und luftformig; zwischen den ersten 
beiden flauptzu.ständen noch ein mittle- 
rer, der weiche, mufsige ; zwischen beiden 
leteten ein mittlerer, wie der VVrasen, der 
beim Kochen von Wasser, oder der Wa.s- 
Miraucb, der uns in der Atinosjihäre als 
Wolke erscheint. 

Die lufllormigen Körper haben nicht 
abstofoende Kraft in den materiellen Tliei- 
len, sondern, da sic in einem zusammen- 
geprefsten Zustande sich befinden, nur 
^as Bestreben, sich in die dem Oase eigen- 
thömlicbe uns nnbekannte geringere Dich- 
tigkeit zu versetzen, was ihre Kxpansibi- 
Btat ansmaebt. Bei einer permanent ah- 
atofsenden Kraft der Theile müfste die 
Atmosphäre das ganze Weltall ausfüllen. 

Das Zerffiefsen der tropft»ar flü.ssigen 
Körper liegt darin, dafs ihre C. von der 
Schwerkraft unsres Erdkörj>ors überwun- 
den wird; daber auch das langsamere 
Zerfliefsen dickflüssiger Körper von gröfse- 
rer C. Beim freien Fall flüssiger Körper 
von geringem Volum dagegen kommt die 
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C. zur Erscheinung, weil alle Theile des 
Körpers einerlei Ueaohwindigkeit haben. 
Der Regen fallt in Tropfen, je kleiner 
diese sind, desto kugeliger sind sie; je 
^»fser, desto mehr Geschwindigkeit bat 
fortdauernd der untere Theü des Trop- 
fens gegen den obereu, der Tropfen ist 
also in senkrechter Richtung länglich. 
Grofsere Ma.ss6D fallen in noch längeren 
Formen, in Strömen. 

Plateau hat auch bei einer grofseren 
Ma.sse Flüssigkeit die C, von der Schwere 
zu isoliron gelehrt: Oel in ein Gefals ge- 
gos.sen, dielst über den Boden, bis es eme 
horizontale Oberfläche angenommen hat. 
W^assor darüber gegossen, diircbdringt das 
Oel, dieses steigt in die Höhe, und lagert 
sich auf die Oberfläche des W'^assors. Denn 
die Schwere übt auf jedes Ma.ss6nelement 
gleich grofsen Einflufs, in jedem Molekül 
Wasser ist aber mehr Masse als in dem 
gleich grofsen Molekül Oel ( Wasser ist 
schwerer als Oel), folglich ist die Wir- 
kung der Schwere auf das Wasser grölser 
als auf das Oel. 

Lebergiefst inan d:»gegen da.s Oel mit 
^Veingeist, so bleibt dieser ül>er dem Oel, 
weil er leichter als Oel ist. Tropft man 
nun nach unil nach Wasser in den Wein- 
geist, .so entsteht eine immer schwerere 
Mischung; diese kann der Schwere des 
Oels beliebig nahe gebracht werden, sie 
erhält also mit dem Oel immer näher 
einerlei Fallbc.strebon ; d. h. das Oel wird 
immer weniger von der Schwerkraft der 
Erde_ afficirt, folglich wird die C. des 
Oclknrpors immer unabhängiger von der 
Schwerkraft, immer selbstständiger, und 
sie macht sich dadurch geltend , dafs sie 
den Oelköqier hebt, und ihn nach und 
nach zu einer Kugel gestaltet. 

Man bann hierbei die V. durch Centri- 
fugalkraft zum Thei! wieder aufheben, in- 
dem man durch die Oelkngel einen Draht 
mit Scheil>e fuhrt, und diesen umdrebt, 
wodurch die Kugel in Rotation versetzt 
wird, und sich ol>en und unten abplattet; 
bei vermehrter Schnelligkeit der Scheibe 
löst sich ein Ring von der Oelkugel ah, 
der ebenfalls rotirt, wie der Ring des 
Saturns. 

Cohäsionskrift ist Cohärenz. 

CoUecttT6 Grfilks od. discrete G röfse 
(collifjere sammlen, discernSre unterschei- 
den, zerthcilen) s. v. w. Zahl. Für die 
erste liezoichnunK ist die Einheit, für die 
zweite die Ganzheit zu Grunde gelert: 
der erste Name besagt eine Gröfae, die 
ans F.inheiten znaammengeleaen oder auf- 
msammlct wird; der zweite Name eine 
Gröfse, die in Einheiten zu unterscheiden, 
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lo lartheilen ist. Beiden Beieichnnngen 
gegenüber steht die continnirlicne 
oder concrete Gröfse, welche die Grüfse 
im Kaum ist. 

CoUcetiTgl&S iüt jedes Glas, welches 
die Lichtstrahlen sammlet und in einen 
Punkt yereinigt, also jedes auf einer oder 
beiden Oberflächen convexe Glas (vergl. 
Brennglas 5). Man versteht unter t'. aber 
auch besonders das in einem lusammen- 
gesetzten Mikroskop befindliche Zwischen- 
glas, welches die durch das Objectivglas 
convergirenden Strahlen noch mehr con- 
vergirt, nra das von dem Objectiv her- 
vorgebrachte Luftbild lu verkleinern, in 
seinen Umrissen schärfer an erhalten, das 


A der Nullpunkt, CD die Visirtinie nach 
einem Stern, \ermnthet man, dafs Bo' 
gen AD in Folge eines C nicht genau 
angegeben wird, so dreht man das Instru- 
ment um, wo dann CD in CD' fällt. 
Fixirt man in dieser Lage das Instru- 
ment, dreht das Fernrohr aus der Linie 
CD' wieder in die Visirlinie, und diese 
fallt in d, so dafs Ad< AD'y so ist offen- 
bar nicht AC die richtige Verticale, son- 
dern aC in derjenigen Richtung, dafs 
D'a = da\ Bogen AD' = AD als Zenith- 
distanz des Sterns ist also unrichtig ab- 
gelesen; sie ist 

dP’ _ Ad + AD 
2 ~ 2 


Gesichtsfeld des Oculars zu vergrofsem, 
und die nachtheiligo Farbenzerstreuung 
anfziiheben. 

CoUimation (colUmare oder collineare 
nach gerader Linie richten, zielen) be- 
deutet das Zusammenfallen zweier Itich- 
tungslinien, nämlich der wirklichen Linie 
zwischen dem Auge und dem Object mit 
der Linie, in weicher man nach demsel- 
ben Objecte zielt (visirt); und zwar bei 
einem Winkel-Instrument das Zusammen- 
fällen der Visirlinie mit dem von der Al- 
hidade bezeichneten richtigen Kreistheil 
des Limbos. Findet diese 0. nicht statt, 
so vrird der gemessene Winkel unrichtig 
abgeleseu; das Instrument hat einen Col- 
limationsfehler. 

Colllmationsfehler, ein Fehler aus Man- 
gel der CoUimation bei einem Winkel- 
instmment Wenn bei Messung eines 
Winkels Ireide Schenkel einzeln visirt 
werden, so heben sich beide C. einander 
auf. Wenn aber nur ein Schenkel visirt 
vrird, indem der Nullpunkt des Instruments 
auf eine Reihe von Beobachtungen fixirt 
ist, entweder in der vertikalen (nach dem 
Zenitli), oder in der llorizontalebene, z. B. 
in der Mittagslinie, dann kann der Null- 
punkt aus seiner festgestclltcn Lago ge- 
rückt sein, und cs ist die Messung auf 
einen C. zu untersuchen. Es geschieht 
dies durch Repitition (vergl. Borda'- 
fcher Kreis 8. 394). 

Es sei AC die Axe des Instmments, 


CoUlmatlOluliBle , die in den beiden 
vor. Art. angeführte Visirlinie. 

Combioation (Arithm.) ist die Zu.sam- 
menstellung einer Anzahl aus mehreren 

f egebenen gleichartigen flrüfsen, welche 
ier Elemente genannt uud in der Re- 
gel durch Buchstaben, auch wohl durch 
Ziffern ausgedrückt werden. 

Es seien 

n, 4, c, rf, e . . . . 
die gegebeneu Elemente, so sind 
a, aby eba, darb, abced .... 
fio, aaa, abab, aabbbe .... 
Combinationen. Bei den C. der ersten 


Reihe sind alle Elemente von einander 
verschieden, diese C. heifsen 0. ohne 
Wiederholung; bei den C. der zwei- 
ten Reibe kommen einzelne Elemente 
mehrere Male vor, diese C heifsen 0. mit 
Wiederholung, und es können die 
gleichen Elemente wie Potenzen geschrie- 
ben werden : also a* ~ aa; a* = aaa ; a’4* 
= ao66 = abab u. s. w. Die Anzahl der 
gleichen Elemente heilst der Wieder- 
holungsexponent. 

Die 0. werden nach der Anzahl der 


comhinirten Elemente, welche der Ex- 
ponent der C. heilst, in Klassen ge- 
theilt. Ein einzelnes der gegebenen Ele- 
mente ist eigentlich keine C. , sie beifst 
jedoch C der ersten Klasse. Union, wie 
o, b, c, d . . ihr Exponent ist = 1. Eine 
C. von 2 Elementen {ab, bb,cd..,) heilst 


C. der zweiten Klas.se, Btnion, deren 


Fig. 300. 



Exponent ist = 2. Eine C. von 3 Ele- 
menten {aaa, abe, . . .) heilst Ternion, 
eine 0. von 4 Elementen Quaternion, 
von 6 Elementen Quinion, von 6 Ele- 
menten Senion u. s. w. 

Eine C. heifst geordnet, wenn die 
Buchstaben in der Ordnung des Alpha- 
bets einander folgen; abcd, aabb, abcc 
sind geordn e te; bac, dacb .... u n ge- 
ordnete C. Eben so wird die Znsam- 
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menstellung sEmmtlicher C. aus gegebe- 
nen Elementen lexicographisch geordnet. 

G. die mit dem erten Buchstaben (a) 
anfangen, heifsen C. der ersten Ordnung, 
oo, ab, ac... sind C. der 2ten Classe 
ewter Ordnung; bhb, bbe, bcc, bcd... 
«ind 0. der 3. Classe zweiter Ordn. u.s. w. 

C. heilsen ähnlich oder einerlei Gat- 
tang, wenn sie in der Anzahl der Ele- 
mente und der Wiederholungen überein- 
stimmen, wie aaa, bbb\ oder abc, bcd\ 
oder aabc, bbcd u. s. w. 

2. Combinationen ohne Wieder- 
holungen. 

So Tiele Elemente gegeben sind, so 
viele Klassen von C. sind möglich. 

1 Element = a. 

C. 1. Kl. = a. 

2 Elemente = a, b. 

C. 1. Kl.: o; b. 

C. 2. „ ab. 

3 Elemente = a, 5, c. 

C- 1. Kl.; «; 6; c. 

C. 2. ,, ab, ac] bc. 

C. 3. Kl.: abc. 

4 £lemente=:a, b, c, d. 

C. 1. Kl.: a; Ä; c; d. 

C. 2. „ ab, ac, ad -, bc, hd\ cd. 

G. 3. , abc, abd-, bcd. 


(ac)h, (bc)a u. s. w. ; mithin ist die An- 
zahl der C. der dritten Klasse = 
;*X«-l)(n-2). 

\erhindet man für die 4te Klasse jede 
dieser Ternionen mit jedem der übrigen 
(« — 3) Elemente, so erhält man 

— 2)(n— 3) Quaternionen 
in diesen sind aber alle C. 4mal vorhan- 
den, z. B. (abc)d, (abd)c, (acd)b, (bcd)a 
und folglich gehören zur 4ten Klasse nur 
4* j l)(«-2)(ft-3) C. 

So fortgefahren, findet man für die mte 
Klasse 

1 * 3*4 . (n-OT-j-1) 

Die Anzahl der C. ohne Wiederholun- 
gen für n Elemente hat man demnach 

für die 1. Klasse = y 


» » 2 . „ 


3. 


4, 

» » n 


_ n.(«- 1) 

“ 1 - 2 
_ w(n- l)(n-2) 

1*2 • 3 
_ ii(n-l)(n-2)(n--3) 
1.2 • 3 • 4 




C. 4. 


abcd. 


5 Elemente = a, b, c, d, e. 

C. 1. Kl.: a; b; c; d; e. 

C. 2. „ ab, ac, ad, ae; bc, bd, bc; cd, 
ce; de. 

C. 3. , abc, abd, abe, acd, ace, ade; 
bcd, bce, bde; cde. 

C. 4. „ abcd, abce, abde, acdc; bcde. 
G. 5. „ abcde. 

Die Bildung sämmtlicher C. aus meh- 
reren Elementen geht ans den vorstehen- 
den C. hervor. Bei n Elementen hat die 
Iste Klasse n 0., die n Klasse eine C. Um 
die Anzahl der C. l>ei gegebenen n Ele- 
menten für die übrigen Klassen in For- 
meln auszudrücken , hat man folgende 
Betrachtung für die einfachste Ermitto- 
lungsweise : 

Verbindet man jede der n Unionen mit je- 
dem der übrigen (»— 1) Elemente, so er- 
hält man n(n-l) Billionen; in diesen ist 
nun jede Binion zweimal vorhanden, als : 
ab, ba; bd, dbu. s. w.; mithin gehört zur 
2ten Klasse nur die Hälfte sämmtlicher 
Binionen, nämlich 

4n(n-l) 

Verbindet man für die dritte Klasse 
jede dieser 4«(«-l) Binionen mit jedem 
der übrigen (*-2) Elemente, so erhält 
man ^ n(n-l)(n-2) Ternionen ; allein jede 
derselben ist 3mal vorhauden, als: (o6)c. 


_ «(n -l)(n-2)...(n-wi -f- 1 ) 

1 • 2 • 3 ... m 

Beispiele. 1 . Wenn man aus einem 
Dominospiel (von 0 bis 6) von 28 Steinen 
6 Steine zum Spiel zu ziehen hat, so kann 
28.27.2G.25.24-23 

. 6 • = 

schieden zusammengesetzte Steine er- 
halten. 

2. .Jeder der 3 L’hombrespieler erhält 
aus dem Suiel von 40 Karten 9 Karten, . 
13 Karten bleiben als Talon. Jeder Spie- 
ler kann also 

40.39»3 8»37.3 6-35«34 »33>.32 

1*2»3»4»5«6*7«8*9 

, . j „ = 273 438880 

verschiedene Spiele erhalten, und der Ta- 
lon kann aus 
40-39.38 . . . 31-30-29-28 

1 -2.3... 1Ö'- iTT2T3' ~ 222880 

verschieden zusammengesetzten Karten 
bestehen. 

3. Combinationen mit Wieder- 
holungen. 

1 Element = a. 

C. 1. Klasse = a. 

2. „ = aa. 

3. „ = aaa. 

u. s. w. 

2 Elemente = a, b, 

C. 1. Klasse = a; b. 

2. „ = aa, ab ; bb. 

3. , = aaa, aab, abb; bbb. 
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C. 4. Klasse ’= «wrtrt, aaab, aabby abbb; 
bbbb. 

u. s. w. 

3 Elemente : a, b, c. 

C. 1. Klasse : b; c. 

2. „ flfl, aby ac; bb, bc', er. 

3. ^ attn, nab, arte, abb, nie, 

nee; hbb, bbc, her- ecc. 

4 . , aaaa, aaah, aaac, aabb, 

aabc, aacc, ahhb, abbe, abcc, 
accc; bbbb, bbbe, bbcc, bccc; 
ccce. 

n. 8. w. 

Die Anzahl aller Unionen oder C. Ister 
Klasse bei n Klementcn ist = n. Die An- 
zahl aller G. ohne Wiederholunfjon 2ter 

Klasse ist nach No. 2 = - — ^ hior/.u 

1 • I 


kommen n Verdoppelungen, fpebtC. mit 
Wiederholungen 2ter Klasse = 

«(n-I) , »(rt+l) 

1-2 ‘^”” 1*2 

Um die Anzahl der Teruionen zu fin- 
den, hat mau die der Teruionen ohne 

Wiederholung = D. h. die 

Anzahl der Ternionen von der Form 
{nbc). Hierzu kommen die Ternionen von 
der Form («*) in der Anzahl n und die 
von der Form in der Anzahl n(n— 1), 
indem n Elemente verdoppelt, mit jedem 
der übrigen (n — 1) Elemente verbunden 
werden. Die Anzahl der Ternionen mit 
Wie<lerholnngon i>t also: 


n (rt — 1) (fl- 2) 
1 . 2 • 3 


n 




Eben so findet man die Anzahl der 
Quinionen, der Senionen u. s. w. 

Die Anzahl der 0. mit Wiederholungen 
für n Elemente hat man demnach 

für die l.Kla.sse=-^ 

“ 1.2 

” “1.2*3 

_n(n+l)(n + 2)(ft+3) 

’ ” ” “ 1 * 2 * 3 • 4 


» » m » -fr 2 . 3 ... m 


6 *7 

Beispiel. Mit 2 Würfeln sind ^-72 
= 21 verschiedene Würfe möglich, mit 
3 Würfeln ^ ^ Ü = Würfe. 

Rechnet man dagegen die Würfe aufser 
den Paschen doppelt [1, 2 und 2, 1] so 
werden mit 2 Würfeln G* = 3B, mit 3 Wür- 
feln G* = 21G Würfe gemacht, indem hier 
die möglichen 36 WTirfe zweier Würfel 
jeder nnt den G Augen des 3ten Würfels 
zusammen treffen können. 

Combination (Kryst.) z u s a m menge- 
setzte Form, ist die Vereinigung ver- 
schiedener einfachen Formen zu einem 
Krystall. Fig. 300 zeigt die C. eines 


Fig. 301. 
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HazamUr.« und Ortaeder«; di» hier Tor K» eniatoht oin Octaeder. welrhea die Tor- 
berrarhenile Form de» Hexaeders ist inink- herrsrhenden IlexaederHächen nmsehlierat. 
lirt Tollständiir darcestellt, ilie dreierkieen Kl>eii so kann man dnrrh Knrtrürknnf; 
Flächen, welche die Krken des ilexaedets der ilexaederSächen die Ortaederflärhen 
alutnrnpfen , sind die Ortaederflüchen : verdräm;en. Kntweder läfst man die 
Tergröfsert man diese immer mehr, so Fläche A's’o'p’ Ins in die Ebene c'ar'r’p' 
entsteht aus ihnen das Tullständifte Octa- sich |- mit sich seihst beweisen , wo sie 
edet und das Hexaeder verschwindet, wie ein (Quadrat ist; die ihre parallele Fläche 
dies Fig. 30 t darstellt. bis in die Ebene d' k' m' l’ des;;leichen lum 

(Quadrat; die diesen anerenienden Sei- 
tenflächen bis in die Ebenen b’fv’q' 
und g' w' o' l'\ ferner die obere und die 
untere Fläche bis in die Ebenen a'e'i'g' 
und i'n'w'k' und man erhält ein Hexa- 
eder, des.sen Flächen die Octaederflä- 
chen innerhalb berühren. Oder man 
verbreitet die He.\aederflächeo bis xu 
den UuTchschnittspunkten o, i, c, <f, c, 
f, j, k, wo dann das Hexaeder entsteht, 
welches dieUctaederflächen nmschliefst. 

2. Durch die C. mehrerer einfachen 
Formen entsteht die combinirte 
Form; diezuderselben einfachen Form 
Itehürenden Flächen heilsen f^leich- 
n a m i , die Flächen der anderen ein- 
fachen Form in Reziehnni; auf die der 
ersteren einfachen Form unf'leieh- 
nanii^. Durch Erweiterung gleich- 
namiger Flächen, bis dahin, dafs die 
Nämlich bei fortdauernder gleichmäfsi- ungleichnamigen Flächen gänzlich ver- 
ger Verlängerung der Kanten fallen a't' drängt werden, entsteht aus der combi- 
und o'h' in die Diagonale ad, die Kan- nirten Form eine einfache Form, 
ten y'i’ und ic'g' in die Diagonale fre, die Man hat C., in welchen gleichnamige 

S enannten 4 Kanten schneiden sich in Flächen erweitert, keine vollständige Form 
am Mittelpunkt n, Fig. 3ul, d. h. sie vor- geben, z. R. bei der 0. der quadratischen 
schwinden als eine E»e o. Eben so ver- Säule und des Octaedera, Fig. 303 wo die 
schwinden die Kanten m'k', «y, n’p', 4 Sänienflächen allein keine vollständige 
k'i' in dem Durchsebnittspunkt y der Dia- Form bililen können. Solche Flächen 
gonalen dk und kf, die Kanten g'i', »V, heilscu z nsam mengehörige Flächen. 
e'f, k'l' in dem Dnrchschnitl»[miikt J der 
Diagonalen tk und fj, die Kanten aV, 
iV, r’s’, dV in dem Punkt ij, die Kan- 
ten äV, g'k', <tl\ w'x' in dem Punkt r, 
und die Kanten gV, l'm', o'p\ l'v' in dem 
Punkt d- Diese H Dnrchschnlttspunkte 
geben die 8 Erken des neugebildeteil Ucta- 
^ers mit den 8 dreieckigen Flächen iiyd, 

V'lp, dq.**, »rtdl yd», Jq», qw». Das 
Octaeder hat die 3 Hasen nydq mit den 
äubieren Ecken dt ' < ntü den änbe- 
ren Erken r, d und afilt mit den änlse- 
ren Ficken y, q. 

Man kann sich auch vorstclien, dafs 
sämmiliche 8 Uetaederflärhen Fig. 3tX) in 
ihren Klieiien nach allen Richtungen be- 
liebig erweitert werden; alsdann schnei- 
den »ich die vier hei c, c, (, d befindlichen 
F'lärhen in einer über dem Quadrat ctfd 
liegenden Ecke, die 4 bei o, 6, j, k be- 
tindlicbeu Flächen in einer iiiiter nkgk 
liegenden Ecke, die 4 Flächen bei a, b, e, d 
in einer vor alicd liegenden Ecke u. s, w. 


D ^ by GoogU' 
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Di« ftAfgtsetxten 8 OcUederflichen bilden 
gehörig Terbreitet) ein volUtändiges Oc- 
Ueder. Die Kanten, in welchen nie Flä- 
oheu sweier verachiedenen Formen sich 
•ehneiden. heifsen Combinationskan- 
ten, wie Fig. 300 h’e\ in welcher die 
Octaederdacke c'h'a' and die obere Hexa- 
«derilache sich schneiden. Die Ecken, in 
welchen die Flächen Terschiedener For* 
men susammentreffen, heifsen Combi- 
nationsecken, wie f>\e' n. s. w. 

Ks giebt Kristalle combinirter Form, 
in welchen die Combinations-Kcken und 
-Kanten abgestnmpft sind ; bei den Ecken 
findet immer eine schiefe, bei den Kan- 
ten selten eine gerade Abstumpfung statt. 

CombioatioDsexpoaent (Arithm.) Ut die 
Anzahl der Elemente in einer Combina- 
tion (s. d. No. 1). 

CoBuaeuarable GrÖiieD sind solche, 
die ein gemeinschafllicbes Maafs haben, 
also alle ganze Zahlen, weil diese die 
Einheit 1 znm Maafs haben, alle Bruche 
TOD gleichen Nennern; z. B. j haben 
zum gemeinschaftlichen Maafs die Einheit 
Ferner incommensurable Grofsen, wie 
3KÖ und 7(^5, die (5 zum gemoinschaB- 
lichen Maals haben. Dagegen sind irra- 
tionale Zahlen wie l'lS=3t2 und plO 
= nicht commensurabel , weil de- 

ren Factoren 3 und \‘b kein gemeinschaA- 
liches Maafs haben. Ist das Maafs zweier 
c. GröCsen nicht die Einheit, so wird es 
auch gemeinschaftlicher Theiler 
genannt. 

In der Potenz commensurabel 
heifst bei Euklid commensurabel im Qua- 
drat, als V^i öie iucommensurabel, 
aber in den Quadraten (2, 5) commensu- 
rabel sind. 

Commotgtigi oder C«m«tatioiuwia- 

kal s. d. Erhlärunpf in dem Art.: Breite, 
astronomische. Die C. ist = dom Cnter- 
schied zwisch^ derhelioceotrischen Länge 
der Erde und der des Planeten. 

Comp&fh ist ein Winkelmefsinstrumeut, 
welches sich daraaf gründet, dafs eine 
frei spielend« Magnetnadel immer nach 
dem magnetischen Pot, einem bestimmten 
Punkt der Erde gerichtet ist, so dafs die 
Richtungen der Magnetnadel an Orten, 
von ver.Hchiedener geographischer Länge 
zu deren Pol sich verbaiton wie die Me- 
ridiane zum Nordsol, Ja dessen Nähe der 
magnetische Pol li«^. 

Die Anwendung ae« C. zu Verme.s$un- 

f ;en ist in dem Art. Boussole, wie näm- 
ich der C. der Feldmesser und der Berg- 
leute heifst, auffegeben. Seine wichtigste 
Auwendung ftnoist beksnntlicb der C. in der 


Seeschifflabrt, denn bei geosaer Keantnrih 
der Abweichung der Majpetosdel (s. <L) 
von dem geographischen Meridian in jedem 
Ort der Länge und Breite, welche mög- 
lichst genau ermittelt wurden, kann nach 
be.stimmter Richtung gesteuert werden, 
daher dieser C. auch Scbiffscompafs, 
Bteuercompafs heifst. 

Die Einrichtung des Schifiscompasses 
ist von der Boussole nur darin verschie- 
den, dafs er der Schwankungen dos Schiffs 
wegttu frei aufgebängt, und dafs die freie 
Spielung der Nadel dnreh einschlieiseDde 
Flächen gesichert wird. Ferner ist der 
Rand nient nur in 360 Grade gethoili, 
sondern die Nadel ist auch mit der Wind- 
rose belegt, einer Scheibe, die in 33 
UauptwlndrichtOD gen oder Striche 
eingetheilt iat. 

Der Azimuthalcompafs der Schif- 
fer (s. d.) hat keine Windrose, and wird 
bei jedem beabsichtigten Gebrauch wie 
die Boussole auf ein Stativ gesetzt. IKe 
eben gedachten speciellen Eiurichtnngeo 
gehören in die Technik. 

OOBpexSAttOl. Hierunter begreift man 
die C. oder Aulhebutig von Fehleru, die 
bei dom Pendel durch Verlängerung und 
Verkürzung der Pendelstange und bei der 
Unruhe durch Aendernng der Spiralfeder- 
lingc mit der Vermehrung unu Vermin- 
derung der Luftwärme entstehen, und 
wodurch die Uhr cineu unregelmäfsigen 
also unrichtigen Gang hat. Ygl. Chro- 
nometer, von dem dieser Art. die Fort- 
setzung ist. 

ln dem Art. Ausdehnung, pag. 194 n. 
195 bat man bei einer Temperaturände- 
mng von 0° bis 100^ C. die Ausdehnnng 
des Messings durchschnittlich 0,0019; die 
des Stahls durchschnittlich 0,0012. Die 
Längenänderungen sind zwischen 0° und 
IOC ’ von Grad zu Grad ziemlich constaot; 
verbindet man daher Stahlstäbe mit Mes- 
singstäben in dem Längen - Verhältnifs 
19 : 12, wie Fig. 303 nugiebt, so wird der 
Fehler, der aus den Aenderungen der 
Lufttemperatur entspringt, compensirt. 

An dem Aufhängepunkt a ist der ho- 
rizontale Steg Itb befe.'^tigt, zu beiden Sei- 
ten gehen die beiden Stabtstäbo 6c senk- 
recht herab, an den Stegen cd die Mes- 
singstäbe de iu die Höhe, von deren oberen 
Steg ee die Stablstäbe fg wieder herab, 
von deren unteren Stegen gk die Messing- 
stäbe hk wieder hinauf, und endlich von 
deren Steg hk der Eisenstab Im mit der 
Linse m wieder herab. 

Bei Temperatur-Aendemngen der Luft 
verlängern sich die herab^ehenden Stäbe 
6c, /y, Im nach unten, die hinaufgehen- 
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den Stäbe de Kind hh nach oben, und 
deren Verkürzungen geschehen nach den 
entgegengesetzten Richtungen. Die sum- 
mamche Länge des Pendels, welche zur 
Aendcrung kommt, ist mithin: 
bc — de + fg — hk Im 

Die Aenderung, welche ein Eisenstab Ton 
der Länge t zwischen 0° und 100® Tem- 
peratur-Unterschied erleidet ist 0,001 2 x/; 
oei 1° Temperaturänderung = 0,000012 x/ 
und bei t° Temperatur - Aenderung = 
0,000012 X < • L Bei einem Messingstab sind 
diese Aenderungen 0,0019x/; 0,000019x/ 
und 0,000019 X <• /. 

Soll also für eine Temperaturändeniug 
t eine vollständige C. eintrctcn, so mufs 
sein: 

0,000012 X t . (bc -i- fg + im) 

= 0,000019 X 1 . (de -I- Ak) 

oder reducirt: 

12 • (6c + fy -f im) = 19 • (de + Ak) 
Setzt man nun die Entfernung 
des Stegs 66 von ee—x 
n „ ee „ kk = y • 

« . 99 y> CCZZH 

de.s Linsenmittels m von cc = t 
die Länge bc = i 
60 ist de — l—x 

fg-l - X - u 
Ak = l — X - y — u 
Im — l — x — y-\-i 
Nun soll also sein: 

1 2 (3/ - 2a? - a - y -}- ») = 1 9 (2 / - 2 * - y - v) 
woraus 

14*-|-7a-f 7y-|-12* = 2f 
Setzt man die Zwischenräume a?=y=v, 
so hat man 

28a; -f 12» = 2f 

oder 14a? 4- 6s = f 

Für ein Secundenpendel in Berlin ist 
am ziemlich genau 3' 2" preufs. Nimmt 


man s = 3 Zoll, die Hoho des Aufhänge- 
punkts a über dem Steg 66 3 Zoll, so 
ist l = 3’ 2" - 6" = 2' 8" = 32” 

14. a; -bl 8” = 32" 

woraus x = 1 Zoll, welcher von der Ober- 
kante des oberen bis zur Oberkante des 
unteren Stegs zu nehmen ist. 

Aus dieser Berechnung ist zu ersehen, 
dafs weniger als 3 niedergehende und 2 
aufsteigende Stäbe nicht genommen wer- 
den können, wenn vollkommene C. ein- 
treten soll, weil die Zwischenräume a?, y, 
u sonst gar nicht stattfinden könnten. 

Nimmt man einen Stahl, dessen Aus- 
dehnungscoefficieut = 0,0013 ist (pag. 195 
giebt Berthoud 0,001375) so würde auch 
bei der Fig. 303 gezeichneten Construction 
keine vollkommene C. möglich sein, denn 
man erhält aus der Bedingungsgleichung: 
13 (3f — 2a? — a — y -f- ») = 19(2/ — 2x — y — ti) 
entwickelt 

/ -b 12a? 4- 6y 4 6«4 13» = 0 
welches unmöglich ist. 

Für dio.seu Fall hätte man also 4 nie- 
dergehende und 3 aufsteigende Stäbe, 
erstere von .Stahl, letztere von Messing 
zu construiren. 

Die wie hier gezeichnet construirten 
Pendel heifsen der Gestalt wegen Rost- 
pendel. 

Will man einfachere Pen- 
delstangen construiren, so 
mufs man ein Metall statt 
des Mes.sings nehmen, wel- 
ches eine stärkere Ausdeh- 
nung hat. Aufsor dem Blei, 
welches seiner Weichheit 
wegen nicht anzuwenden 
ist, hat unter allen Metal- 
len das Zink den gröfsteu 
Ausdehnungs - CoelTicient, 
den man nach pag. 196 im 
Mittel = 0,0030 nehmen 
kann. 

Das einfachste Compen- 
sationspondel ist wohl Fig. 
304: ab und ef sind ei.serno 
Stäbe, cd ist ein Zinkstab. 
Bezeichnet man die Länge 
af mit /, cd mit 6, so hat 
man die Bedingungsglei- 
chung für vollständige C : 

12(/ 4 A) = 30Ä 

woraus 



Für das Secundenpendel / = 38 Zoll hat 
man k = 25.' Zoll. 

2. Eine zweite C. geschieht mittelst 
Quecksilber nach Fig. 305; a ist der Auf- 
hängepuukt des Pendels, an der eisernen 


Fig. 305. 
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Fi^. 306. 8Unge ab Ut der eiserne 
Rahmen rde/‘befefltif^ und 
k in dieeeni befindet sich ein 
] (flas efßhy welches bis ik 
I mit Quecksilber ^füUt ist. 
] NahedorMittepderQueck* 
I silberhöbe liegt d. Scbwin- 
I gungspunkt des Pendels 
und uio Pendellänge ist 
\ap=it. 

Die Ausdehnung des £i- 
I sens geschieht ton oben 
nach unten« diedesQuock* 
I Silbers ton unten nach 
oben« indem es in dem 
Gefäfs aufsteigt. Der Aus- 
dehnungS'Coefiicient des Kisens ist im 
Uittel 0.00117 ; der des Quecksilbers 0,018; 
mithin hat mau für Tollkümmone C. 

117-/= 1800 

woraus 

117 

A = i^/ = 0,13-/ 

' 900 

Beim Secundenpendel ist / = 38 Zoll, folg- 
lich die Höhe fk des Quecksilbers 4,94 
beinahe ö Zoll, die Länge von a bis ef 
= 40; Zoll. 

Andere Compensationsweisen bei Pen- 
deln, durch Biegung von Federn, durch 
Hebelwerk werden hier ül>ergangen. 

3. Die C. bei Taschenchronouietern ge- 
schieht ebenfalls auf ver.Hchiedene Weise; 
das Princip dabei ist ähnlich dem beim 
Pendel. Die Kraft der Spirale g Fig. 298, 
welche die Unruhe in abwechselnde llin- 
und Herbewegung versetzt, mufs mit dem 
Trägheitsmoment des Schwungringes f in 

Fig. 307. 



SU vermehren, und dies geschieht nach 
Fig. 306, dsüs unabhängig von der Spiraleg 
Fig. 208aufderOberfiärbc oder einem Stege 
der Unruhe 2 Metallfedem in o, a be^ 
.Htigt werden, die bei Vermehrung der 
Wärme nach dem Mittelpunkt c hin sich 
krummen, die an deren Kndpnnkten be- 
findlichen Gewichte p, p also dem Mit- 
telpunkt c näher führen, und somit das 
Trägheitsmoment vomiindern , w ährend 
bei verminderter Wärme die Federn vom 
Mittelpunkt c sich enifenien, und das 
Trägheitsmoment vermehren. 

Die Federn sind nämlich aus Platten 
gewalzt, die aus 2 verschiedenen Metal- 
len z H. aus Stahl- und Messing- oder 
aus Platin- und Goldplatten znsamiuen- 
golöthet sind, und während des Walzens 
bis zur äufsersten Schwäche Immer aus 
2 verschiedenen Metallblättchen bestehen 
bleiben. Nun werden Streifen in der er- 
forderlichen Länge ap in der Art gekrümmt, 
dafs das Metall der gröfseren Ausdehnungs- 
fähigkeit, also Messing oder Gold die con- 
vexe Seite, dos Metall der geringeren 
Ausdobnung, also Stahl oder Platin, aber 
die concave Seite bildet. 

Bei vermehrter Luftw.ärme dehnt sich 
also die convexe Seite der Feder mehr 
au» als die concave, und das convex lie- 
gende Metall veranlalst damit gewaltsam 
die gröfsore Verkrümmung der Feder, 
während bei verminderter Luflwärme das 
convex liegende Metall sich stärker zu- 
sammenzieht als das concav befindliche, 
und die Verfiaebu ng der Feder hervurbringt. 
Kine zweite Compensationsweiso geschieht 
wie beim Pendel mit Quecksilber und nach 
demselben Princip der Verminderung oder 
Vermehrung des Trägheitsmoments wie 
bei der erst gedachten 0. nach Fig. 307. 
A ist der Steg; K, K sind 2 ('apillaritäts- 
röhren, in welchen das Quecksilber bei 
vermehrter Luftwärme nach dem Mittel- 


Fig. 30«. 


einem ganz bestimmten Verhältnirs sein; 
bleibt dies consUnt, so bleiben auch die 
Schwingungen gleichzeitig. Hei Verlän- 
^rung und Verkürzung der Spirale g 
durch Wänne-Einflufs wird die Kraft ge- 
ringer und gröfser. Iiu ersten Fall ist 
also das Trägheitsmoment des Scbwuug- 
riogos f zu vermiuderD , im zweiten Fml 
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S Qttkt der Unrohe bin aieh auedehot, und GOBCrateGrOlbeodcootiDairlicheCtröfae 
eien TrigheiUmomeot Termindert, wo- s. t. w. Kaumgrofse, vgl. coUective Grobe, 
gegen es bei verminderter Laftwarme sich Concrato Ztbl e. v. w. benannte Zahl, 
soaammensieht, von dem Mittelpunkt sich ConfiguraUonan sind im Allgemeinen 
entfernt und das Moment vermehrt. s. v. w. Aspecten (s. d.), im engeren 
M^ kann diese C. mit der ersteren Sinne das jedesmalige Bild, welches ir- 
verbinden, dann sind B, B Compensations* gend eine Stellung eines Planeten mit 
streifen aus 3 Metallen wie Fig.^06, /), seinen Trabanten wie s. B. Jupiter mit 
D Gewichte, um die primitive C., die seinen 4 Monden dem Beschauer gewährt; 
bauptaacblicbste lu bewirken; h\ F Ver- indem einige der Monde bald in Con- 
biouuDgen swischen B and fJ, und C junction, bald in Opposition, andere in 
Stellschrauben für die Federn B. Quadraturen, diese verfinstert, Jene er- 

Compleineot ist Ergansung, nämlich bellt erscheinen. Denkt man sich die 
eines Theils zu einem Ganzen. Kint Bilder vom Jupiter aus gesehen, so hat 
Orolse, der man ein C. beilegt, wird also man jovicentrisebe , von der Erdo aus 
als ein Theil eines Ganzen betrachtet, geocentrisebe C. 

von dem das C. der ergänzende zweite Coafocale Ksgelschnitts heiben Ke- 
Theil ist. Su z. B. versteht man unter gelscbnitte, die einen gemeinscba/tlicben 
C. eines ächten Bruchs dessen Ergänzung Brennpunkt haben. >ig. 1S8, pag. 296 
znr Einheit ist das C. von f). Der giebt ein Beispiel von Kreis, Ellipse, Pa- 
Ait.: Ari^metisches 0. eines Lugarith- rabel,Uyperbel,diesämmtlichconfocalsind. 
muB giebt überdiesesC. genauere AuMunft. Co&gruent ist das, was mit einander 
C. eines Winkels ist dessen Ergänzung übereinstimint, in der Geometrie, was in 
za einem Rechten, das C. eines Kreis- Form und Gröfse übereinstimmt. Zwei 
bogens dessen Ergänzung zum Quadran- Raumgraben sind congrueut (i^), wenn 
ten, so_ dab deren C. positiv und negativ beide voUkoiiimen übereinstimmend sind, 
sein künnen : Bogen oder ^ 30^ bat das so abo, dab eine für die andere genummen 
C. = 60^; Boffen oder ^ 100° hat das C. werden kann, ln der Planimetrie ist daher 
10°. Polnöbe und Aequatorbühe sind auch Congruenz gleichbedeutend mit dem 
gegenseitig Complemente. Die Ergänzung Be^if: Deckung. Z. B. Kreise von 
eines Winkels zu 1S0°=2 Rechten und gleichen Ualbmesscrn decken sich (sind ta.), 
eines Bogens zum Halbkreise beibt Su- u. h. man kann beide Kreise so auf ein- 
plement. ander legen, dab sie mit ihren Umfangen 

Complez s. V. w. AgCTegat, eine aus nur einen Umfang bilden, 
mehreren Gliedern besteneoae (in Tbeilen Die wichtigsten Sätze in der Elementar- 
durch die Vorzeichen + und ~ verbundene) Geometrie sind die von der Coni^enz 
Zahlengröbe ab: x — y-f-s. der Dreiecke (s. d. folg. Art), ln der 

Csnplezion. Die Zusammenstellung Stereumetrie kann man Congruenz nur 

mehrerer einfacher Zahlengroben (Eie- dann mit Deckung bezeichnen, wenn man 
mente), bt abo s. v. w. Combination, unter dieser die Möglichkeit versteht, die 
jedoch mit Ausnahme der Unionen. Flächen und die Körper so io einander 

CoiCkTtUsar, HohlgUaer, sind Gläser zu schieben, dab bei ersteren und bei 

mit Oberflächen, wel^e in Form eines letzteren die Begrenzungen in allen Punk- 
Theib einer hohlen Kugeloberfläche aus* ten zusammenfallen, 
geschliffen sind. Sind Mtde Oberflächen Würfel sind Sit wenn sie gleiche Seiten 
eines Glases bohl, so beibt das Giss haben, alle Kugeln von gleichen Halb« 
concav-concav oder biconcav; eine messem sind «v, normale (‘ylinder und 
Anwendung davun s. d. Art.: Brille für Kegel sind wenn sie gleiche Urund- 
die Ferne. Ist eine der beiden Oherflä- kreise und gleiche Höhen haben u. s. w. 
eben eben, die andere hohl, so hebt das COD^raeni der Dreiecke. Diese findet 
Glas planconcav. Ist eine Oberfläche natürlich nur statt, wenn jede der 3 Hei- 
erbaben, die andere buhl, so beibt das ten des einen Dreiecks einer der 3 Seiten 
Glas convex - coiicav oder concav- des andenm gleich bt, und wenn die in 
convex. Die plancniic.iTen Gläser zer- beiden Dreieexen gleicbiiegenden Winkel 
streuen die Lichtstrahlen, wie die bicon- einzeln einander gleich sind. Wie dies 
caven es ihun; die Wirkung der convex- z. B. I»ei den Dreiecken ABC und DBF 
concavenülisers.im Art.: Brcnnglas No.5. Fig. Iö3, pag. 2G3 der Fall ist. Um nun 
ConcentrUch heiben Kreise, die in die U. zweier Dreiecke zu erfahren, soll 
derselben Ebene liegen, und einerlei Mit- mau nicht nöthig hai»ci}, alle die genann- 
telminkt haben. ten 6 Stücke der Dreiecke einzeln mit 

CoAChlidk. Muscbellinie, mufs gesebrie- einander zu vergleichen, und die Geome- 
ben: Kooeboide, von die Muschel, trie lehrt, dafa man nur die Gleicbheit 
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dreier Stücke in zweien Dreiecken lu ken- 
nen nnthig hat, um darens die Gleichheit 
der übrigen 3 Stücke nnd die Cnnirruenr. 
der beiden Dreiecke in folgern. Wie 
überhaupt die Klcmontarceuiiietrie iu ih- 
ren Lehrsälieii überall die Aufgabe löst, 
aus der Beschaffenheit und dem /.usam- 
menhanc einzelner Raum^öfsen die Be- 
srhaffenbeit und die Art des Zusammen- 
hangs anderer mit jenen zusammenhän- 
genden Kauingrörsen zu finden. 

So viele verschiedene 3 Stücke nun in 

2 Dreiecken als gleich gegeben sein kön- 
nen, aus welchen die der Dreiecke 
hervorgeht, so viele Sätze (Lehrsätze) 
über die 0 der Dreiecke giebt es. 

Die als gleich zu gebenden 3 Stücke 
sind nun: 

1. drei Seiten, 

2. zwei Seiten nnd ein Winkel, 

3. eine Seite und zwei Winkel, 

4 . drei Winkel. 

Diese 4 Bestimmnngsßlle sind aber nicht 
alle geeignet, aut die C. der Dreiecke zn 
schliefsen; unmittelbar ist es nur der 
erste Fall. Wenn nämlich in 2 Dreiecken 

3 Seiten des einen den 3 Seiten des an- 
deren Dreiecks einzeln gleich sind, so 
sind die Dreiecke 6». 

Der zweite Bestimmnngsfall; , Zwei Sei- 
ten nnd ein Winkel “ schliefst in Bezie- 
hung auf die Lage des gegebenen Win- 
kels 2 Fälle in sicli : Entweder der Winkel 
•wird von beiden Seiten eingeschlos.«en, 
oder er liegt einer von beiden Seiten ge- 
genüber. Im ersten Fall sind die Drei- 
ecke £S. Wenn nämlich in 2 Dreiecken 
2 Seiten des einen zweien Seiten des an- 
deren Dreiecks einzeln einander gleich 
sind, und die von beiden Seiten einge- 
schlossenen Winkel in beiden Dreiecken 
sind einander gleich, so sind die Dreiecke ee. 

Der zweite Fall dagegen läfst Dreiecke 
zu, die nicht ^ sind. Beschreibt man 
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nämlich aus A mit AB den Kreisbogen 
BD, zieht AD, so hat man in den beiden 
verschiedenen, also nicht congruen- 
ten Dreiecken ABC und ADC 
AB = Al) 

AC = AC 

zc=zc 


Dafs in diesem Falle 2 verschiedene Drei- 
ecke möglich sind, liegt offenbar darin, 
dafs die Seite AB, die dem gegebenen 
Z f gegenüber lie^, kleiner i.st als die 
gegcliene zweite dem ^ C anliegende Seite 
AC. Denn wird im A ABC mit den Sei- 
ten AB und AC der B gegeben, wel- 
cher dor gröberen Seite AC gegenüber 
liegt, so schneidet der Kreisbogen, der 
ans .t mit AC lieschriebcn wird, die Seite 
BC erst in deren Ycrlänjjernng BK, nnd 
es entsteht das AdÄK, in welchem zwar 
AB = AB, AK = AC, aber ABK das 
Snplement von Z ABC ist, so dafs beide 
Dreiecke ABC nnd ABK nicht einerlei 
Winkel zu Bestimmnngsstücken haben. 

Demnach erleidet dieser zweite Fall eine 
Einschränkung, und 2 Dreiecke sind n, 
wenn 2 Seiten dos einen zweien Seiten 
des anderen Dreiecks einzeln einander 
gleich sind, und wenn die der gröberen 
von beiden gegebenen Seiten gegenüber- 
liegenden Winkel einander ^eien sind. 

Der dritte Bestimmungsfall : .eine Seite 
nnd zwei W'inkel“ bedarf der IJinschrin- 
knng, dafs die gleichen Winkel einerlei 
Lage gegen die wgebene Seite haben 
müssen; die Dreiecke sind also nur dann 
ta, entweder wenn beide gegebene Win- 
kel der gegebenen Seite anliegen, oder 
wenn einer derselben dor Seile gegenüber 
liegt, dafs der anliegende Winkel dom 
anliegenden und der gegenüberliegende 
Winkel dem gegenüberiiegenden in beiden 
Dreiecken gleich ist. Denn nimmt man 
in dem A ABC von B aus den y ABI) 
= /iACB = n, so hat man in den beiden 
nicht congruenten Dreiecken ABC a. ABI) 
AB = AB 
^CAB = jC DAB 
Z ACB = Z ABO 

In dem A ABC ist n der Seite AB ge- 
nnüberliegend in dem A ABO ist n der 
Seite AB anliegend. 

Der vierte Bestimmungsfall: .Drei Win- 
kel gleich* giebt nur ähnliche Dreiecke, 
wie Ad/tCcw A«öc, in welchen, wenn 
A<iöc nach Abc verlegt wird, tc + ßCiat. 

Die 3 Bcstimmungsstücke, unter wel- 
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/'ACF=/iÄFC 

daraus ^ ACB = / AFB 
in den Dreiecken ACB und AFB sind nun 
zwei Seiten, und die von ihnen einge- 
schlossenen Winkel gleich, die Dreiecke 
also, nach Euklid Salz 4, sv. 


eben jedesmal congrnente Dreiecke her- 
Torgeoen, sind demnach: 

1. drei Seiten, 

2. zwei Seiten und der von diesen ein- 
geschlossene Winkel, 

3. zwei Seiten und der der gröfseren 
von beiden gegenüberliegende W iukel 

4 . eine Seite und zwei gleichliegende 
Winkel. 

Und man hat also auch 4 Lehrsätze über 
die C. der Dreiecke. 

Die Elementargeometrie gestattet nicht 
in der systematisch auf einander folgen- 
den Entwickelung und Erkenntnifs ihrer 
Wahrheiten die Sätze über die 0. der 
Dreiecke in der obigen Ordnung und un- 
mittelbar auf einander folgend, ln dem 
nns bekanuten ältesten I.ehrbnch der 
Geometrie, im Euklid, bilden die hier 
nnter No. 2 aufgeführten Bestimmiings- 
stücke den ersten Lehrsatz (Satz 4) und 
zugleich den ersten Satz über die 0. der 
Dreiecke; in dem Art.: .Axiom“' ist der- 
selbe pag. ‘2G3 mit Fig. 163 nach Euklid 
erwiesen. 

Nachdem nun Euklid nach Satz 6 und 
6 über die Gleichheit der Winkel an der 
Grundlinie eines gleichschenkligen Drei- 
ecks in Satz 7 erwiesen hot, diifs wenn 
über einer geraden Linie AB von deren 
Endpnnkten A, B aus zwei gerade Linien 
AC, BC in einem Punkt C zusammen- 
laiifen, zwei andere gerade Linien AD, 
BD nicht in einem anderen Punkt D zn- 
samraenlaufen können, wenn AO=AC 
und zugleich BD= BC ist, giebt Satz 8 
als nothwendige Folge von Satz 7 den 
zweiten Lehrsatz über die C. der Dreiecke 
mit den hier No. 1 aufgeführten Bestim- 
mungastücken: 3 Seiten in beiden Drei- 
ecken einzeln gleich. 

Man beweist diesen Lehrsatz auch un- 
mittelbar ans Euklid, Satz 6 nnd 6 wie 
folgt: Wenn nämlich 

AB = DE 
AC = DF 
BC = EF 

so lege A FDE mit der Seite DE an die 
ihr gleiche AB, so dafs AF=AC, BF 
= BC, ziehe CF, dann sind die Dreiecke 
CAF nnd CBF gleichschenklig, daher 
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Erst nach einer Reihe von II Lehr- 
sätzen nebst 6 Aufgaben kommt in Satz 
28 der dritte Satz über die C. der Drei- 
ecke nnter den hier No. 4 anfgefübrten 
Bedingungen: .Eine Seite und zwei Win- 
kel gleich,“ der in 2 Tbeile getheilt ist, 

1) wenn die Seite beiden Winkeln und 

2) wenn die Seite nur einem Winkel 
anliegt. Die Beweise sind folgende: 

1. In beiden Dreiecken CAB, FDE 
sind gegeben 

AB=DE 
Z CAB = Z FDE 
Z CBÄ = Z 

Nimmt man nun an AC nicht = DF, so 
mufs AC entweder grüfscr oder kleiner 
sein als DF-, ist AC > DF, so ist irgend 

Fig 313. 



eine Linie AG, die < als AC ist, — DF, 
zieht man dann OB, so ist in den beiden 
Dreiecken GAB, FDE 

AB= DF. 

AG= DF 
Z G AB = Z FDE 

folgt A CAR ai A FDE nach Satz 4 
hieraus Z CBA = /i FE D 
Vorausgesetzt ist aber 

Z CBA = Z FED 


Congraenz der Dreiecke. 
Fig. 311. 
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Conjagirte Axe. 


folelich Z OBA = Z CBA 
welrhi's nnmöglirh Ut. 

Bei der Annahme, daCt AC < DF, würde 
eine Linie 

AH{ AC) - DF «ein; 
dann erhält man durrh (gleiche Schlüsse 
Z ABU = Z ABC 

welchea wiederum unmn|;lich ist, daher ist 
AC= DF 
nnd nach Satz 4 

ACAß !V A POfi 

3. In den- Dreiecken CAB und FDE 
aind gegeben: 

AC = DF 
Z CAB = Z FDF. 

Z CBA = z FKD 

Nimmt man an, AB aei nicht gleich 
DE, 60 eei AJ(<.AB) = DE, ziehe CJ, 
so Ut nach Satz 4 : 

A CAJ iS Ci FDE 
also Z CJA — Z FED 

also auch Z CJA = Z CBA 
welches unmöglich ist, da Satz 16 be- 
weist, dafs ein AuTsenwinkel grörser ist, 
als der iuiiere ihm gegenülmr liegende 
Winkel. 

Setzt man AB<DE, so würde 
AJ\> AB)= DE 

sein und Z CBA der Aufsenwinkel Ton 
Ton CJ’A werden. Es kann mithin nnr 
AB = DE sein, und dann ist nach Satz 4 : 
dCABsCsFDE. 

Der er-ste Theil des Lehrsatzes beruht 
auf keinem sjiäteren Lehrsätze als auf 
Satz 4, und hatte daher Satz 5 sein kön- 
nen, wenn Euklid nicht Torgezogen hätte, 
beide Theile zu einem Satz zu vereinigen, 
wie es auch die späteren Lehrbücher thun. 
Dafs der Satz nicht unmittelbar dem 16. 
Satz folgt, auf den allein der Beweis sich 
beruft, liegt wohl darin, dafs die dem 
Satz 16 folgenden Sätze dem Satz über 
die Aufsenwinkel sich näher anschliessen. 

Den 4. Satz: „Dreiecke sind 9.\ wenn 
in ihnen zwei Seiten und der der gröfse- 
ren Ton beiden gegenüberliegende Winkel 
einzeln gleich .«iml* hat Euklid nicht auf- 
gestellt. 

Der Beweis wird geführt, nachdem die 
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Sätze Torangegangen sind: 1. In jedem 
A steht der grölseren Seite der grnfsere 
Winkel gegenüber (Euklid, Salz 18) unrt 
3. In einem Alst der Aufsenwinkel nöfser 
als jeder der beiden ihm gegenünerlie- 
genden inneren Winkel (Euklid, Satz 16) 
nämlich : 

In den beiden Dreiecken ACB und 
DFE sei 

AC = DF 

AB = DE > (AC = DP) 

Z ACB = Z DFE 

Lege A DFE auf A ACB, so dafs D 
auf .1, F auf C fällt, so fällt FE in die 
Kichtung t'ß. Ist nuu CB . -FE, so fällt 
E innerhalb CB, etwa in G\ ziehe AG, 
daun ist: 

A ACG iV A DFE nach Satz 4 

daher AG — DE 

aber auch AB = D E 

daher 'AG ^AB 

folglich z A GB = Z d DG Salz 5. 

Nun istZ ACB > z ABC nach Satz 18, 
folglich auch ACB .-^AGB 
welches nach Salz 16 unmöglich ist. 

Auf gleichen Widerspruch kommt man 
bei der Annahme, dafs CB ■ . FE, wo dann 
E in die Verlängerung von CB, etwa in 
II fällt. 

Coiljllgirt (verbunden) oder coordi- 
nirt (zugeordnot) heifsen in der Geome- 
trie Punkte und Linien, welche zu einer 
gewissen gegenseitigen Abhängigkeit mit 
einander vetirnnden sind oder in gewisser 
Beziehung zu einander gehören und ein- 
ander zngeordiiet werden (s. die folg. Art.) 

Conjnglrtt AZ6. l. Bei der Ellipse 
heifst die kleine Axe oder Nebenaxo (D£ 
Fig. 314) zugleich die c. A. (zur grofsen 
Axe oder Uauptaxe AB). Diese c. A. ist 
die mittlere geometrische Proportionale 


Fig. 315. 



zwischen der grofsen Axe und dem Pa- 
rameter: man kann aber eben so gut er- 
klären: der Parameter ist diejenige Linie, 
welche die dritte geometrische Proportio- 
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nale fwischen der kleinen Aie und der 
groben Axe ist. Die erste Erkläruni; ist 
angemessen , wenn die rechtwinklige Co* 
ordinstengleichnng durch die grofse Axe 
(a) und den Parameter {p) gegeben ist; 
die zweite, wenn sie doreb die grofse 
Axe (a) und die kleine Axe (e) gegeben 
ist. Man hat nämlich für die Ellipse 


und 


> = p(x + J) 


y'=^ (“* + 


und 


S* = p(x-^) 


»* = j («" - **) 


woraus wie bei der Ellipse 

c* = ap 
c» 

>’ = T 


und 


woraus zu ersehen, dafs e* = «• 
und 


7 

2. Bei der Hyperbel nennt man eben 
so die Nebenaxe oder Zwerchaxe zugleich 
c. A. in Beziehung auf die Hauptaxe (vgl. 
conjagirte Hyperbel), und sie ist die mitt- 
lere geometrische Proportionale zwischen 


Fig. 31G. 



der Hauptaxe und dem Parameter, «ie 
man auch den Parameter als die dritte 
Proportionale zwischen der Hauptaxe und 
der c. A. feststellen kann. Es sei RAD 
das Stück einer Hyperbel, A der Scheitel, 
CE durch A die Axe der llypert)el, näm- 
lich die auf dem Cnrvcncfeinent A im 
Scheitel normal befindliche I.inie. 

Bezeichnet man mit A' den Scheitel 
der zweiten Hyperbel, welche mit der 
Hyperbel RAD in einerlei Ebene durch 
den über die Spitze hinaus verläiigerton 
Kegel gebildet wird, so sei C die Mitte 
zwischen A' und .d, also der Mittelpunkt 
beider Hyperfjeln; A*A^2CA die Haupt- 
axe (rt). Es seien ferner CH und CP 
die beiden Asymptoten der Hyperbel, 
HP durch A auf C’.d normal, so ist NP 
die Zwerchaxe o<ler die c. A. (c). Bezeich- 
net man nun wieder den Parameter mit 
p, so hat man für rechtwinklige Coor- 
dinaten (wie und BK — y) 


Conjagirte Darchmetser. Unter Durch- 
messer einer Cuire versteht man jede 
gerade Linie, die als Abscisse genommen 
zu beiden Seiten in gerader Linie gleiche 
mit einander parallele Ordinaten zutäfst. 
Es ist mithin jede Axe zugleich Durch- 
me.sser wie AÄ, Kig. 314, in der Ellipse, 
und AKy Fig. 315, in der Hyperbel, wo 
die gleichen Ordinaten rechtwinklig sind, 
und auch bei der Parabel und dem Kreise 
findet dies statt. Beim Kreise ist jeder 
beliebige Dnrehmesser zugleich Axe, und 
die gleichen Onlinaten sind rechtwinklig 
auf derselben, dagegen hat die Parabel 
keinen anderen Durchmesser als die Axe 
I aufisuwoisen, wohl aber die Ellipse und 
die Hyperbel, bei welchen jede durch 
den Mittelpunkt gezogene gerade Idnie 
ein Durchmesser ist, wie h'(i durch C, 
I Kig. 314, CJ durch C Fig. 315. 

Auüser den Axen hei der Ellipse und 
der Hyperliel gehören zu allen übrigen 
Durebtnossern schiefwinklige Ordinaten. 

2. Um bei der Ellipse, Kig. 314, für 
einen beliebigen Durchmesser HJ den 
Winkel zu finden, nnter welchem die 
Ordinaten tu beiden Seiten gleich grofs 
' sind, construire die mit HJ parallele 
Tangente Ff, ziehe durch den Berüh- 
rungspunkt F den Durchmesser FG 
durch C, so ist Z. der gesuchte 

Coordinatenwinkel; alle mit F& parallele 
Chorden oder Doppelordinaten wie KM 
wenlen von dem Durchmesser HJ balbirt. 
Desgleichen halbirt der Durchmesser FG 
alle Chorden, die mit dem Durchmesser 
y/J 4; sind, wie z. B. OK= OL, und HJ, 
FG sind coiijugirte Durchmesser. 

3. Die Constroction einer Tangente + 
einem gegebenen Durchmesser geschieht 
aber einfach aus fidgender Betrachtung: 
In dem Art.: , Berührende gerade Linie, 
Beispiel 2, Ellipse* pag. 341 mit Fig. 210 
hat man rechts, Z. 13 v. u. 

WO a lind e die halben Axen bezeichnen. 

Fällt man Fig. 314 das Lotb FN auf 
AB, so ist hier zu setzen Z FTC = a für 
Z BTÜ, und es ist ferner 
FN=:y; TA = j 
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flC = cj RC = a-, CN—tt — x 
Nun ist ab*r auch ^FCN = ß gesetzt: 
CN a — x 

= wrni- 

F.V y 


Da nun 


so ist 


lga = 


tß a—x 


lg n = col ß 

oder c* eol ß = lg a 
Da nun Z « in Z HCA gegeben ist, 
so läfst sich Z FCU = ß folgendermaiseu 
construiren. 

Ist Fig. 31G, wie in Fig. 314, AC = a, 
CD = e, UJ der gegebene Durchmesser, 
also Z HCA = II , so errichte das Loth 
AO bis in die Verlängerung von CH, 
ziehe DA, OEA^AC, EK^DA, ziehe 
DK und CF + DK so ist Z FCB = ß, F 
der Berührungspunkt der zu zeichnenden 
Tangente und FT 4= HJ die Tangente 
selbst. Denn es ist, wenn mau noch .4 K 
sieht : 

QACEO = ACx AO X a - a lg a = a'lga 
folglich TiiEAU = ja’ lg n 

Fig. 317. 



gegebenen Punkt der Hyperbel ist in dem 
Art.! »Berührende gerade Linie* pag. 
342 mit Fig. 212 und 213 gezeigt. Be- 
zeichnet man in Fig. 315 oen z FTO, 
den die Tangente mit der Axe bildet mit 
R so ist nach pag. 342 

9 9 

lg FTOxIgax--— 

wo p den Parameter und 2n die Haupt- 
axe bedeutet. Dieser Bezeichnung nach 
ist Fig. 315 der Halbmesser C.4 =« und 
setzt man demgemäfs AN= e so bat man, 
da nach No. 2 

NF* = 2AC-p 
4c* = 2a • p 
2c* 

woraus p = — 

* a 

Diesen Werth in den Ausdruck für 
lg a gesetzt, giebt 

c* a + x 

Io R = • 

' o’ y 

Nun ist Fig. 315 für den Punkt F: 

CO = a + X 
FOxg 

und bezeichnet man den Z FCO, den der 
Durchmesser durch F mit der Axe CE 
bildet, mit ß, so ist 

CO igßxFO 

oder 

(u + x)tgß = y 


a t- T 


= col ß 


. Iga 
.KC 


Da nun KE | AI) 
so ist t^DKC = isEAC = ^a- 
Es ist aller auch 

AOKC=4«r.A'C = je 
folglich ist R* . Ij II = c • KC 
Nach der Formel ist aber 
n* • ly R = c* • col ß 
folglich ist KC = c • col ß 
und hieraus Z DKC = ß 
folglich, da FC + DK 

Z fCB = ß 

4. Ist in der Hyperbel, Fig. 315, CJ 
durch F ein belieliiger Durchmesser und 
man zeichnet die Tangente HG in F, so 
werden alle mit HG ]iarallele Chorden 
oder Doppelordinaten wie BH durch CJ 
halbirt. es ist also BNxllK. Sind CH 
und CP die beiden Asymptoten der Hy- 
perbel , so heifsen CF und HG die con- 
jugirten Durchmesser, wie (s. den vor. 
Art) CA und NP die conjugirten Axen. 
Die Construction der Tangente an einem 


mithin ist auch hier wie ad 3 bei dar 
Ellipse 

' J n = ^ >9 ß 

und man kann bei der Hyperbel die Tan- 
gente wie bei der Ellipse in Beziehung auf 
einerlei Formel construiren. 

n 
e- 


Coiijagirte Hyperbeln sind diejeni^i 
Hyperbeln, welche in einerlei Ebene lie 
gen und dieselben comugirten Axen ha- 
ben, so aber, dafs die Hauptaxe der einen 
die Nebenaxe der anderen Hyperbel ist. 
Errichtet man, Fig. 315, das Loth CQ 
auf der Hauptaxe CE, zieht Aß 4= CE, so 
ist Q der Scheitel der Hyperbel, welche 
der Hyperbel BAD conjugirt ist. 

Hieraus ist zugleich ersichtlich, weshalb 
bei der Hyperbel die Hauptaxe nicht grofse 
Axe, und die Nebenaxe nicht kleine Axe 

g enannt werden kann, weil es nämlich 
[yperbeln giebt, bei welchen die Nebeu- 
axe grofser ist, als die Hauptaxe. 

2. Die in dem Art.: »conjufirte Axe* 
No. 2 aufgeführten rechtwinkligen Coor- 
diuatengleichungen für die Hyperbel sind 


’=p(*+7) 
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HO p= — üt 

nod y» = — («X + *•) 

rt* 

la diesen beiden Gleichungen hnt man 
nnr a mit e zu vertauschen, um die Glei- 
chungen für die c. H. zu erhalten. Diese 
sind also: 



and y,’ = ^|(cx + ir*) 

In den Torstehenden Gleichungen sind 
0 nnd c die ganzen Axen. 

3. Bezeichnet man die ganze Haupt- 
axe (wie es häufig geschieht) mit 2a, die 
Mebenaie mit 2c, so hat man 

y* = (2ox -i- X») 

Nimmt man die Abscissen nicht Tom 
Scheitel aus, sondern als Anfangspunkt 
derselben den gemeinschaitlichen Mittel- 
punkt C, Fig. 314, bezeichnet diese mit u 
80 ist u = a + X 

also X = « ~ a 

Diesen Werth in die Coordinatenglei- 
chuDg gesetzt, glebt 

y* = [2a (M- fl) + («-«)*] 
woraus 



c und fl mit einander vertauscht, giebt 
die Gleichung für die c. 11. 

Die Asymptoten beider c. If. schneiden 
sich in dem gemeinschaftlichen Mittel- 
pnukt C. In dem Art.: * Asymptote," 
pag. 159, Beispiel 3 ist die Gleichung für 
die Hyperbel in allgemeiner Form auf- 
gestellt: 

y* = flx + 5x* 

und ig fl, nämlich die Tangente des Win- 
kels, (len die Asymptote mit der Haupt- 
axe bildet (/: NCA Fig. 314^ ist = \'b ge- 
funden worden. 

Verwandelt man die obige Gleichung 
in No. 3 

(2«x-f-x*) 

in die Form der Gleichung 
80 hat man 



und es ist jenes b = — . und = 

fl* fl 

mithin , wie Fig. 314 bildlich 

darstelU. 

Vertauscht man nun c nnd a, so wird 
die Tangente des Winkels, den die Asymp- 
tote mit der conjugirten Axe c bildet: 



Da nun « nnd «, (^NCA u. ^NCQ 
Fig. 314) Complements- Winkel sin^ so 
haben beide c. H. dieselben Asymptoten. 
Von deu 4 Hyperbeln A^ B, C, D Fig. 316 


Fig. 318. 



sind A und /?, so wie C und D Krgän- 
zungs- Hyperbeln oder cotgogcngcsetzte 
Hyperbeln; je 2 derselben geboren za 
einerlei Kegel, nnd Jedes Pa.ir derselben 
ist mit dem anderen Paar conjugirt. 

Go^anction, Zasammenkanft (Kalen- 
derzeichen (5) eines Gestirns mit der .Sonne 
ist dessen Stand gegen die Sonne in Be- 
ziehung auf den der Krde, alle 3 Wclt- 
körper in einerlei Ebene gedacht, und 
Ton der Erde ans betrachtet in der Art, 
(Ulfs das Gestirn mit der Sonne nach der- 
selben Richtung steht; das Gestirn bat 
also mit der Sonne einerlei Länge, und 
wenn beide mit der Erde in wirklich 
einerlei Ebene sich befinden, auch einerlei 
Abweichung (s. Aspecten). 

Der Gegensatz von C. ist Opposition, 
Gegenschein (Kalenderzeicnen^ eines 
Gestirns mit der Sonne, wenn nämlich 
beide Weltkorper von der Erde aus ge- 
sehen, nach entgegengesetzten Richtun- 
gen stehen; beider Länge ist dann um 
180® verschieden. Liegen beide Welt- 
körper mit der Erde in wirklich einerlei 
Ebene, so haben beide gleiche aber ent** 
gegensetzte Abweichungen. 

In Fig. 317 bedeutet die Sonne, R die 
Erde, Ä den Merkur, V die Venns, M den 
Msrs; die Kreise stellen deren Bahnen vor. 
Merkur und Venus sind die einzigen unte- 
ren Planeten (deren Bahnen von der 
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derKrde ein(reschlvü!»co wmlcn), nnd man 
ersieht, dafa diese keine Opposition 8on> 
dem nur 0. haben können. Stehen Mer- 
kur und Venus in K und K, also zwi- 
schen Sonne und Krde, der Erde am 
nächsten, so heifst deren C. untere 
Conjunction, stohen sie in K'und V\ 
so dafs zwischen ihnen und der Erde die 
Sonne steht, sind sie der Erde am fern- 
sten, so beifst deren C. obere Con- 
junction. 

Mars, der nächste der oberen Planeten 
(von deren Hahnen die Erdbahn ein|?e- 
schlossen wird), hat wie alle oberen Pla- 
neten C. und Opposition, in M' nämlich 
C., in W OppoMtion. 

Die Heobnohtuiifren der C. und OpjK)- 
sitionen der Gestirne (riebt unmittelbar 
Auskunft über deren Uiulaufszeiten um 
die Sonne. Merkur z. H. kommt alle 116 
Tage mit der Sonne in untere C.; gesetzt 
in diesen 116 Tagen wäre die Erde von 
E nach E" gektmiuien, so bat Merkur in 
derselben Zeit den ganzen Umlauf um 
die Sonne und dazu noch den Bugen Üh" 
beschrieben. Setzt man «lie Umlaufszeit 
der Erde 365 Tage, so hat die Erde in 
116 Tagen ijf 360"= 114;° zurückgelegt; 
Merkur aber 360° -f 114i ° = 474, ; die 
Umlanfszeit des Merkur Ist also 

Steht der Mond in C., so ist Neu- 
mond, steht er in Opposition, so ist 
Vollmond. 

Die Mitte des Bogens zwischen C. und 
Opposition (90° oder 270° von der Enle 
entfernt) heilst Quadratur (s. Aspecteu) 
und zwar die, iu welche das Gestirn aus 
üerC. tritt, die erste Quadratur, und 
die, in welche das Gestirn von der Op- 

S ositiun her kommt, die zweite Qua- 
ratur. 

Conserrationsbrillen werden als solche 
in Brillen mit Plangläsern von Händlern 

S riesen, angeblich indem sie durch 
ung der Lichtstrahlen dem Aura 
nützlich seien; sie gewähren aber höch- 


stens Schatz Tor dem Staub. Anders ist 
es mit dunkelfarbigen Gläsern, welche 
Aerzte leidenden Augen empfehlen , da- 
mit das Licht milder and weniger reizbar 
ins Auge trete. 

CoQsUliS, COQSUntef^ eine unverän- 
derliche, eine beständige Grufse, 
spielt in der Integralrechnung eine wich- 
tige Rolle, und wird in der Regel mit 
C, auch mit C, A, K* u. s. w. Mzeich- 
net, wenn mehrere verschiedene Constan- 
ten in derselben Rechnung Vorkommen, 
wie in dem Art.: »Bahn der Weltkörper* 
pag. 2S9. 

Die beiden Functionen ax und ax h 
haben dasselbe Differenzial a, mithin ist 
Ja = ax und auch = 4- ä. Beide Inte- 

grale sind nur um eine l>eständige Grofse 
(6), um eine 0. verschieden, und der 
erste Satz in der Integralrechnung ist 
der Lehrsatz, dafs zu einem Differenzial 
unzählig viele integrale gehören , dals 
diese alle aber nur um ein con.stantes 
Glied verschieden sein können, o<ler wie 
der Lehrsatz auch wohl au.«gedrückt wird: 
dafs 2 oder mehrere Functionen, welche 
dasselbe Differenzial haben, nur um eine 
constaiite Gröfse von einander verschie- 
den sind. 

Man hat demnach 

/(/■*) = /’x + C 
wo C nncb = Null sein kann. 

Die Bestimmung der C. geschieht in 
jedem besonderen Fall besonders und da- 
durch, dafs man der Urveränderlichen 
einen be.stimmten Werth giebt, für wel- 
chen man aus ganz einfacher Betrach- 
tung den zngehurigen Werth des Inte- 
grals entnehmen kann, aus welchem wie- 
der die C. entwickelt wird. Beispiele 
hierfür sind unter Anderm in dem Art: 
Ausdufs des Wassers, pag. 218 bis 226; 
Ausdufs der LuB, pag. 236 und 237. So 
ist pag. 218, No 5 gefunden die Was.ser- 
meuge Mr aus einer Oeffnung von der 
Höbe X als das Integral: 

Mj - = 3 Fj + C 

Nun zeigt Fig. 124, dafs wenn man die 
Höbe f = A setzt, keine Oeffnun? mehr 
stattdiidet, also kein Wa.sser mehr aus- 
fUefst d. b. ist. Da nun das In- 

tegral für joden Werth von x, also 
auch für den = h richtig bleiben mufs, so 
hat man 

3/^ = 0= 5 ig.ß-Al A+ C 
und entwickelt 

C = -\ Vg Bkyk 

wuber nun vollständig für jedes belie- 
bige X 
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Hätte man statt von der norünntalen 
AB, Ton der OE herab die Hohe x be- 
zeichnet, so wünlc man nach No. 3, pa^r. 
217, die Wassermengo gefunden ha- 
ben als Integral 

Für die Höhe x := 0 yersch^Kindet nun 
die OeflTnuhg DELM in die Linie l)E^ 
und es di&t kein Wasser mehr aus. 
Setzt mau daher in das Integra! x = 0, 
so entsteht 

= 0 = 1 1 5 + 0) I Ä-H)+ C 

woraus 

C = -*)',«A)ä ' 

uud es Ut mm TolUtändig für jedes be- 
liebige X 

= J i y Ä f<* + ') 1 * i- * 1 *1 

Vm nun die Wassermenge M‘n zu fin- 
den, wenn die Oeffnung von DE bis h'(/ 
herabreicht, hat man jetzt nicht //, .Kon- 
dom // ~ A für X zu setzen, und man 
erhält 

= U J ß [(* r « - A) I * + /T7* - A| A 1 

= jlSÄ[,^/^«-A^A] 
wie pag. 318 als hypotbesischc Wasser- 
menge ermittelt ist. 

Für den Jünger der Wissenschaft mürli- 
ten vielleicht die Constantenbestiimmin- 
een von C und k in dem Art) Kahn der 
Weltköipc*, pag. 289 bis 294 einiges In- 
teresse nakan. ln dem Art.: Keeegmie. 
nngleirhlörmig veränderliebe, pae. liöi;, 
Formel 3 ist ein einfaches, in dem .Vrt: 
Bewegung in einem widerstelienden Mit- 
tel, pag. 3G3, Formeln, ein zusammeii- 
esetatcres Integral, bei »eichen l)cideii 
ie C = ü wird. 

Constellationen s. Aspccten mnl .islro- 
logie. 

Constmctlon in der Mathematik gehürl 
allein der iieometrie an; sie ist die .\us- 
führtliig einer Aufgabe der (ieometrie 
durch Zeichnung. Die Klemeiitargenim - 
trie lut in den älteren und auch in meh- 
reren neueren Lehrliücherii die .\iifgalieii 
als Sätze, die nur durch Coustructioii zu 
lösen .sind, inmitten ihrer I.ehrsätze. Ku- 
klid fängt sein System mit 3 Aufgaben 
an; I) Anf einer gegebenen begrenzteii 
geraden Linie «inen gleichseitigaii Tri- 
angel zo errichten. 2) An eine* gege- 
benen Punkt eine der gegebenen gleiche 
gerade Linie zn legen, und 3} Ks sind 
2 ungleiche gerade Linien gegeben, man 

II 


soll von, der gröfseren eine der-Ueineren 
gleiche Linie wegnehmen. Erst der 4te 
Satz ist der erste Lehrsatz, der 9., 10., 
11. und 12. Satz sind wieder Aufgaben. 

Constructionen sind aber inm Verständ- 
nifs derlgeometrischcn Lehren durcbans 
nicht erroiderlicb, denn die Figuren sind 
nnr Mittel, nm der Phantaeie müglichat 
zn llülfe zu kommen; dafs sie richtig 
construirt werden, ist kein für die Wis- 
senschaft nothwendiges Erfordernila , ea 
genügen Zeichnnngen aus freier Hand 
nach dem Augenmaafs. Der Elementar- 
Ooometile, als reiner Wissonschafl, ist 
e8 entaprechendor, wenn erst nach anf- 
t^estelltem vollständigen Lehrgebäude io 
Lehrsätzen die (.'onstructionen als AnwenU 
dnngeii mit Bemfting auf die einteliMO 
Lehrsätae, ans deren Wahrheiten sie her- 
Totgehen, gelehrt wenlen. 
Constructionen ans der Elemgn- 
tar-(ieometrie; 

1} Aus 3 gegebenen geraden Linien a, 
A, c, von denen je zwo! gröber sind, als 
die jedesmalige dritte, ein ö zu zeichnen, 
das diese Liuien zu Seiten Lit. Zeichne 
eine gerade Linie A/f = einer der gege- 
benen, i. li. der o, beschreibe aus A mit 
einer der beiden anilercn z. K. der h des 
Kieisbogen DE, und aus B mit der drit- 
ten c den Kreisbogen E(l, verbinde deu 
Dnrrhschnittspiinkt C behler Bogen mit 
den Punkten A uud B durch gerade Li- 
nien, ao ist A AfiC das Verlangte. 


Fig. 320. 



2) An einer geraden Linie AC von 
einem gegebenen Punkt C derselben aus 
einen gegel>euen /^x abzutragen. , , 
Zeichne aus dem Scheitelpunkt e des 
gegebenen ^ x zwischen den Schenkeln 
mit beliebigem llalbmesser einen Bogen 
aA, seichne aus C mit demselben Ualb- 
masaer einen Bogen AD, nimm das Stück 
AB desselben = dem Bogen ab, verbinde 
die Punkte B und C durch eine gerade 
Linie, so ist ACB - ^x. 

4 
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S) Ans 2 g^gel>onen gftratien Ttioien 
«, 4 und «juem gegutienen r ein A *n 
ieichnent das diese Linien itu feilen Lat, 
die den gegebenen ^ einMbliersen, . 

i^eichne eine gerade Linie AÄr: einer 
der lieiden gegebenen, J. U. der n, trage 
an einen deren Kndpunlite z. li. an A 
den ^ X, mache dessen iweiten Scheu* 
l»l AC = der anderen gegebenen Linie 4, 
▼erbindc die Punkto H und C durch eine 
gerade Linie, so ist Ad/tC das Verlangte. 

4) Aus einer gegebenen geraden Linie 
a und zweien Wiiikeln x und (!> ‘ih“ 
saniinengenoininen kleiner als 2 Rechte 
sind, ein A *u zeichnen, das diese Linie 
inr Seite hat, und der die lieiden Winkel 
anllegen. 

Zeichne eine gerade I.Snie ,1ß = der 
gegebenen o, trage an derselben in dem 
Endpunkt A den einen, in dem R^mnkt 
8 den anderen der geirsbeneh Nvinkel, 
rerlingere beide Schenkel bi.« zn ihrem 
iiurchschnittspuhkt V, so ent.rteht das 
verlangte Ci, All('. 

5) Purch eirten gegebenen Punkt C mit 
einer gegebenen geraden Linie AH eine 
Parallele zu zeiehnen. 


Fig. 322. 


B nicht lusarameii, f«i zeichne aus 8 mit 
i)F eine Parallele HC bis in die Richtung 
AE, so ist t^^ABC das Verlangte. 

X) Es sind zwei gerade Linien a, 6 und 
ein Z x: gegeben, ein A *>• zeichnen, wel- 
ches die beiden Linien zn Seiten hat, de- 
ren einer il«r / X gegenüber liegt. 

I. Zeichne die gerade Linie AB = der 
\ gegelienen kleineren Linie a, trage 
an derselben in einem deren End* 
punkte z. B. A den Z.OAB = ,Cx, 
zeichne mit der gegebenen grosseren 

Fig. 324. 


Zeichne durch C eine beliebig gelegene 
tfemdc Linie DF nach der Linie A B, trage 
an DC in C den Z DCF. = Z tD-'B , so 
ist CK ^ AB. 

6) ■'Ans einer gegebenen geraden l.iuie 
» und zweien gegmieiien Winkeln x und 
y, die zusammengenomniwn kleiner ala 
2 'Rechte sind, 4in Preieck zu zeiehnen, 
das die Linie labr Steite hat, nml ilerder 
«ine Z 'z. B. x anliegt, der andere ly Hw 
gegenüber liegt. ■' 'U ' ■ 

/.eichne eine gerade Linie .48 x> der 
gegebenen a, krage an derselben in einem 


Linie 4 als llalliiuesser einen Kreis- 
bogen durch .ID, den Durchschnitt,-- 
punkt V in .1/1 verbinde mit B durch 
eine gerade Linie, so ist A ABC das 
verlangte. 

II. Zeichnet mau .47/' = der grösseren 
Idnie 4, den D'A'B'xx, und,schuei- 
det die .CD' durch einen mit der 
kleineren l.inie o als Tlalhinesser l»e- 
schriebelien Bogen, so entstehen 2 
Iinrchschnittspunkle C nnd C*" in 
.CD' und 2 Dreiecke A'C'B' und 

Fig. 


(pig. 321 . *■ '.l •<> :' = i\ 1 idkzen'KfldptiiikU ».'B. A Än Z ®dB=x, 
*' und an EA in einem belieligen Punkt D 

den Z EDA = y. Trifft der Punkt F mit 


Fig. 323. 
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A'C'B\ welche beide der Anfgabe 
ffenägen (verel. ConcTuenx der Drei- 
ecke mit Fig. 314). 

8) Kine gerade Linie <4ß zu balbircn. 
Beschreibe aus den beiden Bndpunkten 
A und li mit einerlei Halbmesser 2 zu 
beklen Seiten der Linie in I) und K sich 


Fig. 32C. 



schneidende Bogen, verbinde D und E 
durch eine gerade Linie, so ist deren 
Durchschuittspunkt C mit AB die Mitte 
von A li. 

9) Eine gerade Linie AB in eine be- 
liebige Anzahl, z. B. in 5 gleiche Tbeile 
zu tneilen. 

Ziehe ww einem der Endpun|rte z. B. 
ans A eine beliebige gerade Tdnie Al), 
trage auf derselben von A aus 5 beliebige 
gleiche Tbeile ab, verbinde den letzten 
Theilpunkt E mit dom zweiten Endpunkt 
B der zu theileudeu Linie AB, und aus 


Fig. 327. 



den übrigen Theilpunkten ziehe Parallelen 
mit BE, so schneiden diese auf AB gleich 
grofse Theile ab. 

10) Eiae gerade Linie in erinem belie- 
bigen Verhiltnifs z. B. wie 1:2.: 3 zu 
tbeileiu 


Fig. 328. 



■ ' Auf der Linie ‘AB trag« i«n A- aus 
so viele gleiche Theile ab, als die 
8nmme der gegebenen Verhältnifszahlen 
beträgt, hier also 1 -f- 2 3 = 6 Theile. 

Verbinde den letzten Theilpunkt E mit 
ß, ziehe ans den der Aufgabe entspre- 
chenden Zwischenpunkten, hier dem ersten 
und dem dritten Parallelen mit BE, so 
theilcn diese die Linie AB in die ver- 
langten Theile. 

II) Einen Winkel ACB zu halbiren. 

Zeichne aus dem Scheitelpunkt C einen 
beliebigen Kreisbogen , der die beiden 
Schenkel in 1), E schneidet. Mit dem- 
selben oder einem anderen Ualbine.sser 
zeichne aus D und E zwei in F sich 


Fig. 329. 



schneidende Bogen, verbinde C nnd F 
durch eine gerade Linie CF, so ist Z ACF 
^ABCF 

12) Auf einer geraden Linie Aß in dem 
Punkt C derselben ein Loth zu errichten. 
I. Trage von C aus auf AB z\x beiden 
Seiten beliebige gleiche Stücke CD und 
CE ab, beschreine aus und E mit 


Fig. 330. 



einerlei Halbmesser 2 Bogen, die sich 
in F schneiden, verbinde F mit C durch 
eine gerade Linie, so ist CF lothrecht 
auf Ali. 

IL Soll das Loth an dem Endpunkt A, 
einer geraden Linie errichtet werden, 


Fig. 331. 
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Zithe AB, errichte in der Jütte D jon 
AB du I-oth DE bis XV, so ist E der 
verlangte Punkt, nämlich AE = BE. 


•II. so beschreibe von A ans anf AB ein 
beliebiges gleichseitiges A AEÜ, ver- 
längere die Seite DE, mache die Ver- „ 

längerung KF= DE, so ist die gerade 15) Ju der unl>egreniten geraden Linie 
Linie AE lothrecht auf AB. XY den Punkt au linden, in dem die von 

13) Von einem Punkt C auf eine gerade den mit AI' in einerlei Elwue liegenden 

Linie AH ein Loth tu fällen. .... . 1-.. 1 

I. Zeichne aus C einen beliebigen Bogen, 
der die AB in zwei Punkten D und 
E schneidet; aus den Punkten ü und 
E zeichne wieder mit einerlei Halb- 
messer 2 sich in E schneidende Bo- 
gen, so ist die gerade Linie C(1 nach 


lu citaoaau» s*«. 

Punkten A gezogenen geraden Linien 
eiche Winkel bilden. 


Fig. 332. 


mit AP gleich« — . 

Fälle von einem der Punkte z. B. A 
das Loth AD mit Verlängerung OK 
= AD, ziehe BE, so ist deren Uurch- 
schnitt.spnnkt Kmit A >' der verlangte; 
wenn man nämlich AE lieht, so ist 
AEX = Z 



der Richtung CE lothrecht auf AH. 
lliemiit und zugleich mit No. 8 ist 
die Aufgabe gelost; einen Kreisbogen 
zu halbircn. „ o. 

II. Verbinde C mit irgend einem Pniikt 
D der Linie AB, beschreibe über CD 

Fig. 333. 



den Halbkreis, verlunde dessen Hiirch- 
. schnittspunkt E mit C, so ist die gerade 
Linie CE das Loth auf AB. 

14) In der nnbegrenzten geraden Linie 
XY den Punkt durch l'onstriiclioii zu bil- 
den, der von den Punkten A, B, die mit 
X, y in einerlei Kheiie liegen, gleich weit 
entfernt ist. 

Fig. 334. 
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Hiermit ist zugleich auch durch Constr 
der Pnnkt getänden, von dom aus 
Summe der Wege nach A und B am kör- 
zesten ist. l'emi nimmt man irgend einen 
anderen Punkt G in .VF, so ist 

AG + GB EG + GB > EB 
EB = EE + EB = AE + EB 
folgt AG A- GB >A E + EB 

Hl) Durch den zwischen deu.Schenkelii 
eines lioMen /I ACH gegebenen Punkt D 
nach beiden Schenkeln eine igjrade Linie 
zn ziehen, deren beide Theile von D ans 
wie 2 gegebene Zahlen w«, « sich ver- 
halten. 

Zeichne durch D mit einem *der beiden 
.‘Schenkel z. 11. AC eine Parallele OK; 
liiinin auf dem Schenkel CB die Linie 
EE, so dafs CE : EE=m : a, ziehe durch 

Fig. 336. 



D die Linie EG, so ist diese die ver- 
langte, und zwar ist GD:DE = m:n. 

17) Es sind drei gerade Linien o, 6, e 
gegeben, man soll dieselben mit ihren 
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Erid^nnlilen jo an einander leffen, dafs auf ihnen in deren Mitten Normalen bia 
ihre anderen End|>nnkte unter trleieben au ihrem CiucbMhnUt^piuilU C. 
AhetSnden in eine ^rade Linie fallen. 21) In ein A ABD einen Kreia zu be- 
/eiruii» eine t^erade Lime AH, welche schreibe 
der doppelten kleiiieten peKehenen Linie HaiHre 2 beliebiire'^'ilea A, z! K. A 
». alao = 2« lat, ,-tt = IIC = « Besehreiho and ß, der DurchMhi.ittapuukt C der bei- 
nt«.r AH mit den anderen beiden Re^-e- llalldrnnRslinien ist der Jlitteli.iiukl 
heuen Linien AÜ - U und Ul)^ c ein ^ verlangen Kreises, die ans (!cm.'‘ell)cii 

Fiir. .^37. 

F»‘t. 



330 . 


»iehe D(\ verlängere PC bis CK = I)f\ 
liebe AE, bo ist AE-c und AP, AC, 
AK die verlangte Construction. 

J8) 1. An einem in der Periphcrio eines 
Kreises belegencn Funkt P eine Tangente 
in leiohnen s. H. 1, pag. 339 mit Fig. 20j. 

Ile Von einem aufsorbalb eines Kreises 
belegenen Funkt an den Kreis eine Tan- 
gente XU lieben, s. pag. 339 mit Fig. 206. 

19) An zweien gegebenen Kreisen eine 
gemeinscbaitlicbo Tangente xu zeichnen, 
8. pag. 3-10 mit Fig 208. 

20) Um ein A APD einen Kreis in 
leichncn. 

Uaibirc 2 beliebige Seiten, i. B AP 

und BP in E und F, errichte auf den 

Fig. 338. 





Seiten Normalen, so ist deren PurHi- 
schnittspunkt C der Mittelpunkt des 
verlangten Kreises. 

Hiermit ist lugleich die C-onstmction 
gegeben: In einem vorhandenen Kreise 
den Mittelpnnkt lu finden. Man nimmt 
nämlich in der Peripherie 3 beliebige 
Phnkte A, B, P, verbindet je 2 derselben 
za Sehnen AB und BP, und errichtet 



auf die Seiten gefällten Lothe CK, CF, 
CO sind einander gleich und Halbmesser. 

22) Zu den 3 gegebenen geraden Linien 
n, b, c die 4to geometrische Proportionale 
zu zeichnen. 

I. Zeichne einen beliebigen nimm 
vom Scheitelpunkt C aus auf dem einen 
.Schenkel CA=a, auf dom anderen 
CPzib, ziehe AP, setze auf dem er- 
sten Schenkel an A das Stück AO = c, 

Fig. 340. 


■ \ \ 
' \ \ \ 

If) 


ziehe PK - AR, so ist BE die ver- 
langte Linie, nämlich 

CA'.CP^ AP: BK 
oder a : 6 = c : X 

II. Man kann auch CP* = c nehmen, 
P’K' "F AB zeichnen; dann Ut CE‘ 
die verlangte Linie. 

III. Nimm auf einer geraden Linie die 
beiden mittleren Glieder AB^b, BD 
= e neben einander, zeichne durch den 
Pnnkt B eine beliebig gelegene gerade 
Linie, nimm von P ab auf derselben 
BE =r dem ersten Oliedc a, beschreibe 
um die 3 Punkte A, P, E einen Kreis, 
so ist die Verlängerung BF von EB 
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bis zur Peripherie die verlangte Linie, 
nimlicb Ati% HD ^ HE x BF 
oder A x c = o x x 

woher <t : A = c : X 

S3) Zu den gegebenen beiden Linien 
ff, A die dritte geometrische Pro|>ortionale 
zu zeichnen. 

1. Zeichne einen beliehijren Z ACD^ 
nimm vom Scheitelpunkt C aus auf 
einem Schenkel VA = dem ätifseren 
Gliede a, and auf beiden Schenkeln 


Fig. 342. 



CR = CD = dem Mittelgtiede A , ziehe 
AD and HE ADf so ist CE die 3te 
Proportionale. 

Es ist nämlich CAxCB = CO : CE 
oder ff : A = A : CE 
11.. Zeichne die gerade Linie AB s: dem 
mittltren Gliede A, errichte in H auf 
AH Loth, schneide dieses ans A 


Fig. 313. 



mit dem äuCsereu 
AC und falb 
aas ACy so 
portionale. 


Es ist nämlich ACxABs AB : AO 
oder ff : As A i 40 
lU. Ist das Mittelglied die gröbere Linie 
ff, so kann man auch über AB^n 
den iialbkreis beschreiben, von a aus 
das kleinere äufsere Glied A als Sehne 
AD eintragen, diese verlängern und 
in H auf AH ein Loth BC bis in die 
Kichtung AD errichten, und ea ist 
AC die dritte Proportionale 
Denn e« »t AD\ AH^ AH : AC 
oder A : ff ff \AC 

IV. Ist das Mittelglie<l trieder die kleinere 
l<in|iA, so kauu man auch üier AH 
= dem inberen Gliede n den Halb- 
kreis beschreiben, von A ans das Mit- 
telglied A als Sehne AD eintragen und 
das I/Otb DE auf AR fallen, so i*t 
AE (Ke dritte Pru|K>rtiunale 

Denn es ist ÄH AD zz AD x AE 
oder n X h s b x AE 

V. Nimm (l'ig. 341) in der geraden Idnie 
AH — HD^dem Mittclgliede A, zeichne 
nach beliebiger Richtung /(Eadem 
änberen Gliede o, beschreilie um die 
8 Punkte A, />, F, den Kreis, so bt 
die Verlängerung BF von F.B bU zur 
Peripherie die 3to Proportionale, 
denn es ist HE : AH = HD x HF 

oder n X b b I HF 
34) Zu den gegebenen beiden Linien 
ff, A die mittlere geometrische Proportio- 
nale zu zeichnen. 

1. Setze (Fig. 343) beide Linien zu einer 
geraden Linie AE^a + HEsb zu- 
sammen, beschreibe über AH den Halb- 
kreis, errichte in E die lothrccbte Or- 
dinate ED, so ist diese die verlangte 
Linie. Es bt nämlich 

AE:EÜ=ED:BE 
oder ff xEDzzED: b 
11. Beschreibe über der gröberen AB 
der beiden Glieder den Halbkreb, trage 
von einem Endpunkt, z. B. von .4 ao, 
die zweite Linie b ^ AE auf dersel- 
ben, errichte in E die lothrecbte Or- 
dinate ED, siebe AD, so ist dlc^e die 
verlangte I.inie. 

Es ist nämlich 

AB. AD ADxAE 
oder ff t .40 ' AD : A 
111. Nimm AH (Flg. 3<I4) = der grösseren 
ff, HD auf der .-4/f =der kleineren A, 
halbire die Differenz AD beider gege- 
benen Linien iu E, be.scüreit>e 41>er 
AD und EH Halbkreise, verhiude H 
mit dem Durebschnittspunkt F beider 
Peripherien durch eine gerade Linie 
BF, so ist diese die verlangte mitUere 
Proportionale, nämlich BF die Tau* 
geote an den Kreis AFD 
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Ad> einriB beliebif;en Tunkt K «iner 
4er ni^tbeDe^ t. B. AH, lieba ein« Ta- 
rmllele Cff mit der aadeteD CI), nimm 


alsk HF'^AHxHÜ 
odif; AB-.BH- BF: Bl) 
odÄ ; a ■.BF=.UF : h 
25} ^ 2 gegebenen geraden Linien a, 
i die Äittiere ariihmetiache TrupoAinnale 
zu zeichnen. 

Ninm eine gerade Linie AB = der einen 
gegebenen, 


Rndfinnkt dereeiben, z. B. A, eine belie- 
bige gerade Linie AU, nimm beliebig 
AC = CD, ziehe ans C und U Parallelen 
mit AB, nimm />/•'= der aiulercn gege- 
benen b, ziehe BF, so ist CK die Ver- 
laine Linie, 
u ist nämlich 

t AB - CE -CE~ UF ih 

oder a — CE — CE — b 
oder 2 CE = o + h 

26) Es lijsil 2 ««aig luitaia^nder con- 
vergircndni Linien AB und CI) gegeben, 
zwischea beiden eine gerade Link (.tT) 
zu zeiehnen, welche beide gegebenfn, alle 
drei Lii^n gehürig verlängert, in ainerlei 
tiorehsianittspunkt und unter fpeirheii 
Winkela trifft. 


Pig. 344. 


von E ans ein IMsck EF auf /4Ä= EG, 
eiebtt dtttfh E »nd G eine gerade Linie 

*#Tis an dk Link 
^awha durch J «ine Normale .VK 

11^1 

Uni 

|•ze 


SU ist dies« die verlangte Uuie. Es 
nämlich, «euu mau den Uu(cbsrhnitts4 


funkt beider Liuivu AB uud CU mit 2 
zeichuut 'AFU aiq gleichschenkliges A 
Und V)' eiue Nunuale iu der Milfe su| 
•aaa«u (iruudlinie, welche also die Spits^ 
WS A uuter gleichen Winkeln uiit den 
jkhenkuln trifft. 

\f1) Zwischen den Linien .Ul. und C0 
aiilwtfMWi drr . ve l ben'W l tir’gwTade f.fnhr-.tfY 
zu zeichnen, .so dais die 3 Linien, gehörig 
verlängert, unter gleichen Winkeln in 
finem Punkt Zusammentreffen. 

^oij CI) die mittlere T.inic sein, so 
ziehe vim irgend einem Punkt I) in CI) 
UP 4= AB, nimm in €t) ein Stück OE 
=i Dö’, ziehe EF verlängert bis G, zeichne 
an DE ^ DEH /^DEF, verlängere Eil 
bia -V^ so dafs EX - EG, ziehe .VE + HD, 

Kig. 347. 



so i^t -V)' die verlangte Linie. Es ist 
nämliefa, wenn man GX gezogen denkt, 
und dgu Iturchachnittspunkt zwischen AB 
und ATwR 1, bezeiehnet, 7,GX ein gleich- 
schenkliges A *">d eine Normale in 
der Mitte auf der (ärundlinie t>.V. 

28} Durch einen gegebenen Punkt K 
eine gerade Linie zu zeichnen, welche 
mit 2 wenig punvergirenden J.iulep AB 
und CD bei gehöriger Verlängernng in 
einerlei Punkt zusammentritn. 

I. Wenn der Punkt K iniierhall) beider 
gegebenen Linien liegt. 

Zeichne durch K eine heiiebige ilinl« 
KF bis an die Linien AB und CD 
'' und in beliebiger Entfernung eine Linie 
GH + EF, verbinde zwei Emlpunkte 
der beiden Parallelen, z. B. F und G, 
zeichne aus K dje KJ + der .Seite EG 
des A CEO nnd durch J die JL 
der Seite FH des A GFH, verbind« 
f. mit K, so ist EL die verlangte 
Linie. at 

Ea ist nämlidi in. . 
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EK.KF- GJ :Jh- GL -.Ul. 


liezfichnet man nämlich den Dun'h- 
sdinittspunkt zwischen Alt und CD 
mit Zj so ist in dem A 
(irtindlinie, Gll + EF, beide jirui>or- 
tioual gelheilt, folglich trilll die >>r- 
hiudungslinie der Theilpunkte eerUn- 
, , gert die Spitze Z dee A EE/,. 
n. Wenn der Punkt K aufserhalb beider 
gegebenen Linien liegt. 

Ziehe beliebig EE, welche die AB 
in £ schneidet, und aus dem beliebi- 
gen Punkt II zu EE eine Parallele 


Fig. 349. 



IIG mit Verlängerung, ziehe EJ + EH, 
rerbinde G mit J, ziehe EL 4 GJ, so 
ist EL die verlangte Linie. 

K.S ist nämlich 

EE :EE=KJ-.JII=LG : Gll. 

39) In einem gegebenen Kreise eine 
Sehne von gegebener Länge einzutragen, 
die einen gegebenen Punkt schneidet oder 
nach demselben hin gerichtet ist (s. Chorde 
No. 2 mit Fig. 286). 

30) Durch einen in der Ebene eines 
Kreises gegebenen Punkt eine gerade Linie 
zu verzeichnen, weiche in dem Kreise 
eine Sehne bildet, die einem gegebenen 
Peripheriewinkel zngehört (s. Chorde No. 5 
mit Fig. 286). 

31) In den gegebenen Kreis vom Uit- 
telpnnkt C eine gerade Linie AB, die 
kleiner als der Durchmesser ist, als Sehne 


einzatragen, die mit einer gegebenen Mne 
DE =4 lanll, 

Zeichne, Ton einem Endpnokt D der 
Sehne adi. in derselben die Linge DE 
= der gejjjMtnnen ylfi, seich nesüber DF 

Fig. 3». 
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das gleichidienklige D,DOF, vr»& Schen- 
kel DO ^j^=dem Hslbmeseer||nd, ziehe 
aus dem*. Ifittelpankt C paraUnle Halb- 
messer 08, CK oder CB’ und^K* mit 
DO und FCE so ist ffX odw'R’it dSe 
verlangte Sratid. 

39) Zwei gerade Linien von gegabeiwn 
Längen a, h sollen in einen gegebenen 
Kreis von gröfserem Dnrehmesser als die 
gröfscre von o und 4 unter einem gege- 
benen ./ als Sehnen eingetragen werden. 

Zeichne von einem beliebigen Punkt 
A der Peripherie aus die Sehne .4B = 
einer der gegebenen Linien, z.B. a, zeichne 
* ^ 
Fig. 351. 



in B den ^ ß£.4 — dem gegebenen /f, 
mache BD = 4, zeichne über BD mit dem 
Halbmesser als Schenkel das gleichschenk- 
lige A BDE, ziehe aus dem Uittelpunkt 
C die Parallelen CE, CG mit DE, BE, 
ziehe E'G, so ist diese die verlangte Sehne. 

Oder trage an einer anderen Stelle HJ 
= 4 als Sehne ein , ßlle die Lothe CK 
auf HJ und CL mit etwa nöthiger Ver- 
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Uoffernog auf BD, nimm in dem leisten 
Loto CM ^CK, liebe durch M die IV 
raliele FG mit BD. 

33) Ea i«t ein Kreis DEF mit dem 
Mittelpunkt C ce^eben, und eine {rerade 
Linie AB \n nerbelbeii Ebene mit dem 
Kreise, man soll einen Kreis eon^truiren, 
der den ire((ebenen Kreis berührt und die 
I^inie AB als Sehne enthält. 

Nimm in der Peripherie des Kreises 
einen beliebigen Punkt icirhno durch 
die Punkte .1, B, l> einen Kreis, siehe 


vij. n:.}, 



DE durch den Durchschnittspiinkt E bei* 
der Kreise, ver!änj?ere DE und AB bis ru 
ihrem gemeinschaftlichen l>urchschnitts- 
nunkt J, zeichne die Tangente JN an den 
kreis FEbf so ist der Kreis durch .-4, 
B, // der Terlangte, und Jll die gemein* 
sehaftliche Tangente beider Kreise. 

Denn es ist, da Jti die Tangente an 
dem Kreise DEF^ 

JiF-.JE>iJD 

Da aber AJ un<l DJ zugleich zu dem- 
selben Kreise ABED gehören, so ist auch 
JE X JD -JBxJA^ dem Quadrat einer 
Tangente JE an dem Kreis ABED. 

Nun ist aber JExJD 
also auch JßtxJA^JD^ 
folglich ist Jl! eine Tangente in // in 
dem Kreise durch die Punkte A, B, //. 

Zeichnet man die zweite Tangente JF 
an den Kreis DKF^ so genügt auch ein 
Kreis durch die Punkte B, F der Auf- 
gabe, und der Kreis ABF tangirt den ge- 
gebenen Kreis DEF innerhalb. 

Ist AB so gelegen, dafs das auf deren 
Mitte errichtete Loth den Mittelpunkt C 
des gegebenen Kreises trifft, dann sind 
die Durchsebnittspunkte dieses LoUis mit 
der Peripherie des gegel>enen Kreises die 
Punkte, welche wie ti und F mit A, B 
die Peripherien der Terlangten Kreise be- 


stimmen. Jede Linie, wie DE durch 
einen wülkührlicb angenommenen Punkt 
liegt dann I mit AB. 

3-4) Es ist ein Kreis DGJ mit dem Mittel- 
nunkt und in dessen Ebene eine gerade 
Linie AB gegeben, mau soll den Punkt 
(//) in der Perij)horie des Krei.ses finden, 
von <iem aus die geraden Linien HA und 
HB iu der Peripherie einen Bogen GJ 
ab.Hchneiden, dessen Sehne GJ der gege- 
benen I.inie AB i läiifl. 

Ziehe von einem Endpunkt i. B. I der 
Linie AB durch den Mittelpunkt (' die 
Linie AD. welche die Peripherie in dom 
zweiten Punkt K schneidet, lege dtirrh 
die drei Punkte DEB einen Kreis; aas 
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dessen Durebsebnittspunkt F mit AB 
zeichue die nach A hiu ffclcgcuo Tangente 
FG an den Kreis, imfem über CF der 
Halbkreis CGF den l’unkt G ergiebt, 
ziehe durch G die Linie AH^ so ist H 
der verlangte Punkt, und wenn man BH 
und die Senne GJ zieht, so l«t GJ .-4B. 

Denn da die vier Punkte B, B, £, 6' io 
einerlei Kreisumfang liegen, so ist 
AGxAHzzAExAD 
und da die 4 Punkte D, E, F, B sich ehen- 
falls in einerlei Kreisumfang behnden, so 
ist auch 

A Ex AD = AF X A B_ 

daher AG x AH = AF x .<4B 

oder AG : AF = AB ; AH 

folglich l^AGF oo ^ ABH 

daher ^ AFG = ^ AHB 

da nun . ^ AHB = /I FOJ 
auch Z.AFG = ^FGJ 

und GJ #-• ylB 

36) Es sind 2 Punkte /l, B und eine 
in derselben Ebene liegende gerade Linie 
DE gegeben, einen Kreis zu zeichnen, 
der durch die Punkte A, B trifft und DE 
ta^rt. 

^ehe ABf und verläugere diese bis 
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CboatracCion: 


«im barcbschnitt.tnank^Fmit UE, zeichne 
eher AF «len Heihkreie, errichte in H die 
rechtwinklige Ordinate B(i, mache FH 


Fi'.' nr.1. 



in CI) = FG, so ist der durch die l’imkte 
A, H, II gelegte Kreis der rerlangte. 

Denn es ist 

AF-x. BF=z Fa> = FIP 
folglick FH Tangente und AB Sehne in 
demselben Kreise, der also durch A, B 
und H geben muCs. 

Uiermit ist zugleich durch Constmction 
in DE der Punkt (W) gefunden, in wel- 
chem die beiden Linien ron .4 and H 
den gräfsten Winkel einschliefsen. Denn 
zieht man nach irgend einem aaileren 
Punkt I. B. J die Linien AJ und IIJ, su 
hat man, wenn man noch von A nach 
dem Durchschnittspuukt K des anderen 
Sohenkels mit der Perijiberie oder Ton 
U nach K' eine Linie zieht; 

/_AKB = ^AHH 
' AKB > Z 

folglich Z AHB > / AJB 

36) Es Ist eine gerade Linie AB und 
ein Kreis FHF'‘H' gegeben, einen Kreis 
z« Zeichnen, der den gegebenen Kreis 
und die gerade Linie in dem gegebenen 
Punkt D berührt. 

Ks existiren 2 solcher Kreise. Wenn 
man nämlich die Normale F" K durch den 


Fig. 355. 



Mittelpunkt C des Kreises auf AB fiUH, 
und durch beide Onrchsehnittspunkte F, 
F" dieses Loths mit der Peripherie die 
geraden Linien Hl) und F'l) zieht, den 
Mittelpunkt C mit den llurchschnittspunk- 
ten II, II' dieser I.inien rerliindel , iiml 
sie bis an die in I) auf AB errichtete 
Normale UJ verlängert, so entstehen 2 
Punkte J, J'. 

Der Kreis aus dem Mittelpunkt J be- 
rührt den gegebenen Kreis in II, der aus 
J' berührt ihn in II’. 

Denn da FF' + DJ 

seist C^CH'F' <x> t^J' H' D 

folglich J'll' = J’D 

ebenso t^CHF m t^,JH I) 

folglich JH - Jl) 

37) Einen Kreis tu construiren, «1er den 
einen Schenkel .4C eines gegebenen VJin- 
kel^Ctf tangirt, und den anderen Sch«-n- 
kel BC in dem gegebenen Punkt I) so 
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trifft, dals die Taugente au I) mit BC 
einen gegebenen /_CDG ~ n bildet 
Nimm GF= Gü, errichte in D auf DG 
und in F auf -IC Luthe, der Durch- 
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schnittspniikt E beider ist der Mittelpunkt 
des vcrlanglen Kreises. 

3S) Es ist ein Z ACB und innerhalh 
desselben ein Punkt I) gegeben, einen 
Kreis zn zeichnen, der die Schenkel des 
nnd den Punkt W berührt, ilalbire Z ACH 
durch CE. ziehe durch I) die I.inien CF er- 
richte in einen beliebigen Punkt 0 den an 0 


Digitized by Google 




Constnotion. 


69 


CoutnMtioib 


niharen ScheDkel!« eine Normale (iU bU in 
die Hilbirangslinie, beKbreibe aiu H mit 
H(i den Rogen FGJ, ziehe HF, HJ, aus D 
die Parallelen HE mit HJ und DK mit 
HF bU in die llalbirungsliiiie , «o sind 
E und K Mittelimnkte zaeier Kreise, von 
welchen jeder der Terlaiigte ist. 
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Denn fällt man die Normale KL auf .IC 
so ist A CGH X A f.'i K 
und A (-'FH tv; A (HK 
daher CH : CK = HiirKL 
und CH : CK = HF : KH 
da nun H(1 = HF 

so ist auch KL — KH 

für den Punkt E gilt dersellio Reweis. 

Hiermit ist zugleich die Constr. ent- 
halten: Killen Kreis zn zeichnen, der die 
Schenkel eines Winkels und zugleicheinen 
zwischen ihnen liogomlen Kreis lierühil. 
Denn denkt mau sich H als den Mittel- 
punkt eines Kreises rum Halbmesser r, 
so würden aus E mit dem Halbmesser 
ED — r der Kreis und 2 Schenkel eines 
Z. berührt werden, die in der Entfernung 
= r mit den Schenkeln der Z -^CH in- 
nerhalb #: sind, und mit dem Halbmesser 
ED+r der Kreis nnd 2 Schenkel, die 
von AC und BC um r anfserhalb ent- 
fernt sind. Dasselbe findet aus K mit 
KD S: r statt. 

Die Constr. geschieht also offenbar, in- 
<lwa man mit den Schenkeln des gegs- 
hsnen Z innerhalb und anfserhalb in der 
Hhtf^mnng r parallele Z zeichnet uml 
ffc jeden der beiden die Mittelpunkts der 
la*ise findet, die den lliltelpnnkt des ge- 
gihenen Kreises zugleich mit den Schen- 
keln berühren; manerhältsndann 4 Kreise, 
zwei, welche den gegebenen Kreis auber- 
halh und zwei, welche ihn innerhalb und 
zugleich die Schenkel des gegebenen Win- 
kels berühren. 

39) In einen Kreis ein A zu heschrei- 
ben, welches einem gegebenen A CHJ 
gleichwinklig sei (Kuklid IV, 2.) 

Zeichne an einen beliebigen Punkt A 
der Peripherie die Tangente HE, nimm 
Z DAB = dem einen s. B. J und Z (lAF 
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einem zweiten z. H. H der Z des gege- 
benen Dreiecks, ziehe HF, so ist ZABF 
das verlangte : X -^ = /. ® > ^H = zH, 
ZF=^ ZJ- 

40) l m einen Kreis ein A zu beschrei- 
ben, welches einem gegelienen A GHJ 
gleichwinklig .sei (Euklid IV, 3). 

Verlang^ niuv Suite f/J .iuch K und 
L, ziehe einen beliebigen Halbmesser C.4, 
nimm Z ACH - einem der Aufsenwinkel, 
z. B. J, Z ACH dem andern H, ziehe an 
A, B H Tangenten bis zu ihren ge- 
genseitigen Durrhschnittspunkten, so ist 
A EFH das verlangte: Z^ = Z.U, zF 
= J, ZM = Z<!. 

41) Uober einer geraden Linie AB ein 
gleichschenkliges und rechtwinklige.« A zu 
zeichnen. 

HalKre AB in C, beschreibe über AB 
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den Halbkreis, errichte in (' den luüirech- 
ten Halbmesser VH, ziehe AU und BU, 
so ist tlABD das verlaiigta. 

42) lieber einer geraden Linie AB ein 
gleiehsohenkliges A mit einem gegebenen 
Zt an Spitze zu zeichnen. 
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Zeichne an einem der Endpunkte von 
AB, t. 6. an A eine beliebige gerade Linie 
AE, an einen beliebigen l’iinkt H dersel- 
ben trage den ^APE=ir, tieho PF, 


Kig. 3<il. 



beschreibe einen durch die Punkte .1, P 
und E gebenden Kreis, errichte .in der 
Mitte 0 von AI! das Loth (III bis in die 
Peripherie, ziehe All, HU, so ist ^AHH 
= ti. All = Uli und A ABU das verlangte. 

43) Ans der gegebenen timndlinie <r, 
der Höhe h und dem ^ ic an der Spitze 
das Dreieck zu zeichnen. 

Zeichne die Linie .All ~ o, ^ BAP = n, 
halbire AB in K, errichte das Loth EF 
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= /< auf AB, zeichne ^PAC=B. be- 
srbreibo ans C in EF mit AC'=U(' einen 
Kreis, ziehe durch F die Sehne (Itl I All. 
Hl ist t\G.AB wie C1.PAII das verlangte. 

44) Zur Verzeichnung eines Dreiecks 
sind gegeben eine Seite und die Hüben 
auf die beiden anderen Seiten. 

Zeichne über der gegebenen Seite .AB 
den Halbkreis, trage von .4 ans die eine, 
und von B ans die andere Höhe als Seh- 
nen .AP und BE in den Halbkreis, ziehe 
AE und BP, so giebt deren Durchschnitts- 
pnnkt F das verlangte A ABF. 

Sind AE und BP die Höhen, so über- 
kreuzen sie sich, und der in den Verläu- 


? erringen von AP und RE liegende Pnnkt 
’ ergiebt das verlangte A ABF'. 

45) Zur Veneichnung eines ist ge- 
geben eine Seite, die Höhe II auf der- 
selben und eine der beiden anderen Hö- 
hen //'. 

Zeichne über der gegebenen Seite .AR 
einen Halbkreis, errichte in einem End- 
punkt .1 auf .All das I,otli .A(l = II, ziehe 
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aus C eine Parallele mit AB, trage von 
A ans die zireito Höhe W als Sehne AE 
ein, ziehe durch E die Linie BE, bis sie 
die Parallele in F’ trifft, ziehe AF', so 
ist IS ABF das verlangte. 

46) Zur Verzeichnung eines A ist ge- 
geben ein o, die Höhe H auf die gegen- 
überliegende Seite und die Höhe W auf 
eine der dem Z anliegenden Seiten. 

Zeichne Z .ACB = dem gegebenen Z "> 
errichte in C die Normale CP = II’, ziehe 
/)E + SC bis in den Schenkel C.A, be- 
schreibe über CE den Hallikreis CFE, 
welcher auch den Pnnkt P berührt, trage 
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von C aus die Höhe H als Sehne Cf ein, 
ziehe durch E die Linie FG, so ist A CEO 
das verlangte. 

Zeichnet man den zweiten Halbkreis 
CFE, trägt II als Sehne CF' ein, zieht 
durch F die Linie EG', so erhält man 
ein zweites AC£C als das verlangte. 

47) Zur Verzeichnnng eines Dreiecks 
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■ind ^eben die beiden Abschnitte, in 
welche eine Seite durch eine Höhe auf 
derselben ^theilt wird, und der Winkel 
an der Spitxe. 

Lege beide Abschnitte AG, GB in einer 
geraden Linie ansammen, constmire wie 
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N<>. 42 uiit Fig. .361 ^ .4KA = >Ieni trege- 
iKMieii lieschreibe um A, B, 1-1 ilcn 
Kreis, errichte das Loth Gll, ziehe All 
und Bll, so ist £\AHB tlas veiaiipte, 

4S) Zur Veraeichnnng eines A sind ge- 
geheu die (inindliiiie n, die Höhe li und 
die Diflerenz it der der lirHudlinio anlie- 
genden Winkel. 

Zeichne AB = a, errichte in der Jlitte 
l) auf derselben ein Lnth DE = h, ziehe 
durch E die FG 4= AB, mache Z. EDF=zi1, 
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«ehe EA mit Verlängerung, und schneide 
diese ans D mit DF in II, ziehe IUI, 
AC + ilamH, uuil beschreibe aus (' mit 
CA = CB einen Kreis, der die PG in (I 
und J schneidet, ziehe JA und JB niler 
GA und GB, so ist JSAJII oder A -U,'/*' 
das verlangte. 

Denn es ist 

ZJBG= ZABG-zAIIJ 
= ZBAJ ~ ZABJ 
z JBG =iZ JCG - JCE 
daher Z BAJ - Z ABJ = z JCE 


Nun ist JC = AC 

FD=DH 
da nun DH -|- AC 

so ist auch FD 4; JC 

und zJCE = zFDE=J 

daher z BAJ - z ABJ =S 
49) Znr 'Verzeichnung eines Dreiecks 
ist gegeben eine Seite a, die Differenz J 
der beiden anliegenden Z und die DilTe- 
renz d der beiden nndereii Seiten. 

Zeichne AB=a, an einem Kndpunkt, 
z. II. .4, den DAB = ^d, .schneide aus 
B die Linie AD mit dem Halbmesser d 
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in D, ziehe BD mit Verlängemng, nimm 
Z DAF. = z ade, so ist A ABE das 
Terinngto. 

Denn da AE = DE 
so ist BE~AE-BD = d 

ferner ist Z EAB = Z EAD 

^ EBA =zEDA-zBAD = zEAD- — 

folglich Z.BAE- zAHE=J * 

Man erhält noch ein zweites A AD'E' 
wenn man AD durch d aus B in dem 
zweiten Punkt D' schneidet, das Dreieck 
AD'E' durch D'B mit Verlängerung und 
AE' = BE' bildet. Denn es ist auch hier 
D'E'-AE' = BD' = d 

z D'AE' = zBAE' + y 

z AD'E' = ZABE'-4-=ZBAE' 

2 2 

Die gröfseren nnd die kleineren in 
beiden Dreiecken sind um unterschie- 
den. Taugirt der Bogen aus B mit d 
die Linie AD, oder trinl sie nicht, so ist 
die Coustr. unmöglich. 

50) Zur Verzeichnung eines A ist ge- 
pben die Summe s der 3 Seiten und 9 
Winkel. 

Zeichne die Linie AB = $, an deren 
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Endpunkten die ^ />.IW, K//J = donce- 
Ifehenen, halhire diese durch --ir und Sf\ 
yon dem Durebsebnittapunkt C beider ziehe 
die Cf+ AI), CG + fiE, so ist £i,CFa 
das yerlan^te. 

51) Zur Verzeichnonjf eines A i«t ge- 
geben die äuuiiue « der d Seiten, ein ^ 
und eine diesem ^ gegenübecKebondo 
Hübe h. 

Zeichne die Linie AB z s, erric hte in 
einem Endpunkt z. H. B das Igdth BÜ 
= A, ziehe ÜE^AB^ zeichne ,^ABF = 
dem gegebenen, halbire diesen durch BG^ 
ziehe GH ^ BF, ziehe AG, errichte in der 
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Mitte auf AG die Normale Jh Ids in AB, 
sn ist A GHK das verlangte 

52^ Zur Verzeichnung eines A ge- 
geben ^ie Summe der drei Seiten, ein 
Winkel und die durch die Spitze dieses 
Winkels gerichtete Höhe. 

Es sei AB:zs, zeichne ^ CAB ^ ^ 
C/^/4 = dem hnl)>en gegebenen Winkel, be- 
schreibe aus C durch A und B den Kreis- 
bogen, errichte in einem Punkt A auf 
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AB das Loth AD = A, ziehe DE oder DE* 
+ AB, »o sind E, E* die Punkte zur Wahl 
der Spitze des A; «ählt mnn E. so ziehe 
CE, zeichne Z CEF = ^ CKG = dem hal- 
ben gegebenen Z» i*t A EFG das ver- 
langte. 

Uenn da CA s CK 


so ist ^CAE^^CEA 

und da ^CAFzi^CEF • 

so ist ^ RAF — AEF 

woraus EF si AF 

ebenso findet man EG^BG 

folglich Ist KK-f EG = AB 

53) Zur Verzeichnung eines A üt 
geben die Summe s zweier Seiten, die 
dritte a luid eiu di«»«r auliugemlei Winkel. 

Zeichne AB^ti, ^ ÜAH s dem ihr an- 
liegenden AD^», ziehe BD , halbire 

BD in R, errichte das Loth EF auf BÜ, 
ziehe BF, eo ist A ABF das verUugte. 
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54) Zur Verzeichnung eines A let ge- 
geben die Summe t zweier Seiten, die 
dritte a und der dieser Seite gegenüber- 
liegende Winkel. 

Zeichne ^ADB^Aeva halben gegebe- 
nen nimm AD-t, schneide aus A 
mit AB = a den zweiten Schenkel DB in 
B, halhire BD in E, errichte die Normale 
EF, siehe BF, so ist li^ABF ver- 
langte. 

55) Zur Verzeichnung eines A ist ge- 
geben die Snmme » zweier Seiten, nie 
dritte a and die Differenz d der behien 
dieser Seite anliegenden Winkel. 

Zeichne AB = a, errichte io A auf AB 
ein Loth AC, zeichne C.4X> = d, halhire 


Fig. 372. 



I 

^ CAD durch .tK, .«‘chueide AE in E 
aus B mit BF ~ $, ziehe BF, errichte in 
der Mitte von AF auf dieser eine Nor- 
male GH bis in die Richtung BF, ziehe 
AH, so ist CiABH das verlangte. 
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vOeiMi AMsFU. folgUck AH + «BsBF^4 l . 

F«ner i»t zHAB+ /_HAFz= Ä + 

a«het^ ' ■' ' • n^Ä + ?_^ «-1^= 2R + ^CAD 

Es üt aller i^HAF = Z.AHB 

daher 2 ^ HAB + ,/ AHlt = -2IH^ z CAD 

N'"> ist Z.HAB+ zAHBA^^ABH = 2H 

fo1((lich 


HAB - Z ABU =z CAD = S 


66. Znr V«rwirhnnnjf eine« A ist ge- 
lben die Smnmo § fw^^er Seiten und 
die Hohas //, //' auf beide Seiten. 

Niuim in einer (rraden Linie AB - der 
einen llobe B und //D^der aniieren H\ 
errichte in einem der Endpunkte *. B, 
A das Leth AE^ schneide die^lc•^ nus D 
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mit der ge^eliem'ii Summe * in ziehe 
errichte in B auf AO das Tyoth BG 
hh in Df, mache von F nach A hin FJ 
~ OO, tiehe JO so ist A FGJ das rer- 
lan^e. 

l>enn FJ + FG ist = der ffppehonen 
Summe s, AB s H die Hohe auf FJ, und 
wenn man die Normale Jh auf DF fallt, 
BO ist A FJK a A GDB, also JK s HD 
s der Hohe IC auf die Seite FO. 

57. Zur Veneichnnnjr eines A sind ire- 
geben die Summe« zweier Seiten, der 
von beiden eingeschlosseno z « inid die 
DitTerenx ä der beiden AbaebuiUe, welche 
die Höbe auf der dritten Seite bildet. 

Fig. 374. 



Bogen BF^ ziehe KF .so ist A EAF das 
verlaugte. 

Denn 1, da EF= EB = ED 
so ist idß-f EF=AD-=:s 

2. Fällt man das Loth EG auf AF, 
so ist AG — BG d“ AB — BG 4 * J 

und FG' = BG 

daher .46’- FG=AB = d 

3. Z DEF (als Centriwinhel) = 2 X 
Z DBF (Peripheriewinkel) 

oder ^ OEF= 2{^90° + y^ = 180° - n 
f<ilf(lich ist ^ .1EF = «. 

58. Zur Verzeichnung eines A ist ge- 
gelieii die llitferenz d zweier Seiten, die 
dritte 0 und der dieser .Seite gegeimhcr- 
liegende 'Winkel. 

Nimm AB = d, verlängere /t/J nm ein 
beliebiges BV, zeiehne .1 BDE = dem ge- 
gebenen nimm DE= DB, ziehe BE, 
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schneid» BE »ns A mit der g^obenen 
dritten .Sii*» AF x a in F, ii«li» AF und 
F(1 4= DE bis in die Richtung AD, so ist 
C,AE<1 das verlangte. 

59, Zur Verzeichnung eines A i't ge- 
gegolicn die DilTerenz d zweier Seiten, 
der der gröfseren von lieiden gegenüber- 
liegende ^ nnd die dritte Seite a. 

Fig. 37C. J 


Zeichne AB — d, verlängere AB nach 
F, zeichne ^ OßF=dom halben Neben- 
winkel von« = 90° — (I, schneide BD aus 
A mit s in D, liehe Aß, zeichne ^ DBE 
— ^ BDE, beachaeiho aui S luU EB eiiieu 
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der Schenkel i. B. Cß das Loüi Vl)=-k, 
liehe DE + CU bis in den zweiten Schen- 
kel, nimm den ersten Schenkel Cf - CE. 

Soll nun die Uühe auf der grülseren der 
beiden eiuschliefsenden Seiten sein, so 
nimm EG nach U hin = der gegebenen 
Differeni, so ist A f CC das verlangte. 

Soll die Höhe auf der kleineren Seite 
stehen so nimm EG' = der ililfereni nach 
C hin und es ist A E.CG’ du verlangte. 

62. Zur Veneichnnng eines Vierecks 
sind gegeben 2 Seiten AU, AD und der Denn wenn C der Mittelpunkt des Krei- 
von ihnen eingeschlossene 2. BAD, ferner ses Ist, so bat man 
die beiden welche durch die Diagonale Z CKJ = Z t-'ÄJ = R 

aus A mit den beiden anderen Seiten folglich BCE+ Z. BJB = ^R ' 

des Vierecks gebildet werden. eben so ZDCA+ AOD =2Ä 


ni* 

t 


der Mitte auf DE die Xormale EG bis 
in die Richtung von AB, ziehe DG, so 
ist A BDG das verlangte. 

61. Zur Verzeichnung eines A ist ge- 
geben ein Winkel, die Differeni der inu 
einscbliefsenden Seiten und die ilöhe h 
auf einer dieser Seiten. 

Zeichne Z dCÄ = dem gegebenen, er- 
richte in dem Scheitelpunkt C auf einem 

Fig. 378. 


so errichte in D auf DE und in der Mitte 
aut AD Lothe, aus deren Durehachiiitts- 
piiiikt J zeichne den Kreis durch .1, D, 
so ist DE eine Tangente. Nach dem 
iturchschnittspunkt fi lieider Kreike ziehe 
die l.iiiie AG, so ist AG die P^agoiitle 
und AllGD das verlangte Tiefeek; denn 
Z AGU ist = Z AUE und z AGD ist 

= zade. 

63. Um einen gegebenen Kreis ein 
Viereck zu zeichnen, um welches wieder 
ein Kreis sich beschreiben läfst. 

1. Zeichne in dem Kreis beliebig 2 recht- 
winklig sich schneidende Sehnen AB 
und DE, zeichne an den vier End- 
punkten Tangenten, so bilden diese 
mit ihren Durebsrbnittspunkten das 
verlangte Viereck EGHJ. 
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Nimm BD = a , zeichne Z DBA = dem 
gegebenen Zi verlängere AB durch B 
um BE = d, ziehe DE, errichte in der 
Mitte auf DE eine Normale EG bis in 
die Richtung BA, ziehe GD, so ist A BDG 
das verlanf^e. 

60. Zur Verzeichnung eines A ist ge- 
ben die Differenz d zweier Seiten , der 
der kleineren von beiden gegenüberlie- 
gende Z und die dritte Seite a. 

Zeichne z ^ÄD=dem gegebenen, nimm 
BD — a, BEZ=d, ziehe DE, errichte in 

Fig. 377. 


Zeichne Z ADE = dem einen, Z ABF 
= dem anderen der gegebenen Z *u der 
Diagonale, erricht« in B auf BE in der 
Mitte auf AB Lothe, aus deren Durch- 
Bchnittspunkt H zeichne den Kreis durch 
A und B, so ist BE eine Tangente; eben 

Fig. 379. 
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da non AB und DE normal ^ind, so ist 
(s. Chorde No. 7) 

_ ACD + z BCE =r 28 
folglich ^ BJE + ^ AGD = 28 
eben so z. 5’/*V = 28 

mithin lietreu die 4 Punkte /•', 6*. //, J 
in einem Kreise. 

Errichtet man daher auf ziseien Seiten 
des Vierecks in deren Mitten Normalen, 
80 erhält man in deren IUtrchechnitts}iuukt 
den Mittelpunkt zu dem nm das Viereck 
üuoktirt gezeichneten Kreis, 
ll. Zeichne in dem gegebenen Kreise ein 
beliebiges Viereck, falle vom Mittel* 

' t C des Kreises Normalen auf die 


puukt t 


Fig. 381. 



Seiten, verlängere diese bis zur Peri- 
pherie und zeicline an die.se Halbmesser 
Tangenten, so bilden diese mit ihren 
Durchschnitts- Punkten das verlangte 
Viereck. 

64. In einem gegebenen Kreise ein 
Viereck zu beschreiben, in dem wieder 
ein Kreis zu beschreiben ist. 


messer den Kreis; fallt dieser innerhalb 
des Vierecks, so erhält man ans der Ver- 


ecks, so verlängere die Radien bis zur 
Peripherie und man erhält das verlangte 
Viereck n' A' tV e*. 

65. Ein Quadrat zu einem regulären 
Achteck abzu.stumpfen. Zeicbue Tn dem 
Quadrat A8DE beide Diagoualeu und 

Fig. 383. 



bescfareilie aus jeder Ecke mit der halben 
Diagonale Quadranten, .so .scbneidcii diese 
die Seiten in Punkten, die mit einander 
durch gerade Idnieii verbunden das re- 
guläre Achteck geben. 

Denn aii.H AC 8C ■ 8E sz 8U 
und B(’^ - A8^ 

folgt BE» \ BH*=AB* 
woraus EH — AB 

Nun ist EH .BE'^'üjT^J 

oder AB:BE::^GJ:ßG 

oder EG + 2BG : EG + BG r: GJ : BG 
woraus BG : EG } BG = GJ ^ BG iBÜ 
oder BG* = {EG + BG) {GJ - BG) 
noch ist BG» = GJ» - BJ* = GJ* - BG* 


Zeichne um einen beliebigen Krei.s das = {GJ + BG)(GJ — BG) 

\ iereck No. 63. Gesetzt es sei <iies <las hieraus ^ * 

Viereck so liegt dies also in iimt - H(I) = (GJ + BG)(,GJ-B(J) 

Oller BG f BG = GJ + BG 
woraus EG — GJ 

dasselbe gilt von allen übrigen abge- 
stumpften Seiten. 

CG. In ein gleiclisoitiges A CAB ein 
Quadrat zu zeichnen, welche.« mit 3 Ecken 
die 3 Seiten und eine derselben in der 
Mitte l>erübrt. 

Fig. 384. 


uiu einen Kreis, construire nun deu Mit- 
telpunkt C, so dafs CA = CB- CD = CE- 
beschreibe um C mit dem gegebenen Halb- 



Hg. 38-2. 



U 


b 
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PäUe au» eiuer Ecke z. b. C dea A die 
Hobe CD^ balbire beide reclite Winkel 
VUA und CDB durch t)E und DF und 
sollende das Quadrat DEF(J. 

67. ln ein gleichseitiges A C.-IÄ ein 
Quadrat zu zeichnen, welches mit einer 
Seite in eine Seite des A 
füllt und mit den gcgenüberliegen Kcken 
die beiden anderen Seiten des A berührt. 


Fig. 385. 



Fälle die Höhe CD^ nimm beliebig 0/, 
errichte in / ein Loth 7Ä = 2 Dl auf ABf 
ziehe KD so ist der Durchschnittspunkt 
H derselben mit CB die eine Ecke des 
Quadrats, ziehe also HO^ ABj falle die 
Eothe GP und //£, so ist EFGH das 
▼erlangte Quadrat. 

Denn da DE.EHrz DtxlK^\x2 
so ist 2DE =EF= Gll = EH - FG. 

68. Von einem beliebigen in einer Seite 
AC des gleichseitigen A ABC liegenden 
Punkt D in das A ein Quadrat zu zeich- 
nen, welches mit noch zweien Ecken die 
beiden anderen Seiten dos A berührt. 


Fig. 386. 



Fälle das Loth DEj beschreibe aus E 
den Bogen /)F, errichte das Loth FG 
auf AB, balbire den II Z. GP'ß durch FH 
IO ist DH die Diagonale des verlangten 
Quadrats; demnach fälle das Loth III, 
nimm EK = Hl, ziehe DK, Ä// und + mit 
denselben HG und DG, so ist DGHK 
das verlangte Quadrat. 

Denn es ist />£= EF 

HI^FI 

daher DE -b W/ = -f- Fl = + K/ 


Da nun /// = EK 

so ist DK = A7 

folglich A DEK fs A K//f 
folglich DK = HK 

ferner Z DKE = Kill 
aber J A7// + .., HKI = H 
folglich ^ DKE + ^ HKI = II 
folglich Z DKH = II. 

69. In ein Quadrat ABCD ein gleich- 
seitiges A zeichnen, welches mit einer 
Ecke eine Ecke C de.s Quadrats und mit 
den anderen beiden Ecken die ihr gegen- 
überliegenden Seiten berührt. 


Fig. 387. 



Zeichne über einer der Ecke C gegen- 
überliegenden Seiten z. B. AB da.s gleich- 
seitige A AEB, ziehe aus C durch E die 
Linie CF, nimm CG = CF, ziehe FG, so 
ist A CFG das verlangte. 

Denn da Z « = 3 Ä 
so ist Zß = \ 

also Zy + d-b»? = 3B' 
da nun AE = AB=AC 
so ist t; =r y + d = t H 

also « = 5 K 

Nun bt CA^ CD 

CC = CF 

Z CAG^Z CDF 

folglich A CAG A CDF 

und hiermit Zy = Z^ = }Ä 
daher Zy — \E 

hiermit Z® + Zä = jÄ 

also zz z!^ — \ K 

70. In einem Halbkreis ein Quadrat 
zu zeichnen, dessen eine Seite mit dem 
Durchmesser zusammenfällt. 

Nimm vom Mittelpunkt C auf dem Halb- 
messer eine beliebige Linw CD, errichte 
in D ein Loth auf dem Durchmesser, nimm 
dasselbe DE = 2CD, ziehe CE, so ist der 
Durchschnittspunkt F in der Peripherie 
eine Ecke des Quadrats, ziehe daher 
FG + AB, ßlle die Lothe Fl, GH, so ist 
FQHi das verlangte Quadrat. 
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71. Duselbe Quadrat im Halbkreise iu ein 
ReeUngel im Halbkreise zu Terwanilelii. 

Halbire eine lothrerbte Seite in IH, ziehe 
darcb den Tbeilpunkt M die Parallele KL 
mit dem Durchrae.sser, fälle die Lothe KN, 
1.0 so ist Rechteck KLON das verlangte. 
Nämlich die beiden Quadrate FM, OM 
sind nach KH, IL verlegt worden. 

Mit dieser Constrnction ist zugleich die 
Aufgabe gelöst, in den Halbkreis ti gleiche 
Quadrate oder in den Kreis 12 gleiche 
Quadrate zu beschreiben. 

72. In einen Kreis ein Reclangel zu 
beschreiben, dessen anliegende .Seiten nie 
IS ; m sich verhalten. 

Theile den Halbmesser AC in n gleiche 
Theile, errichte in A die Tangente, nimm 


Fig. 38D. 



in derselben Altern der gleichen Theile 
ziehe BC, ans dem Durchschnittspnnkt D 
in der Peripherie ziehe DE + AC, ffille 
die Lothe DF, EG, ziehe FG, so ist DEFO 
das verlangte Rectangel. 

73. In einen Quadrant ein Quadrat zu 
zeichnen, welches mit einer Ecke in dem 
Mittelpunkt and mit beiden anliegenden 
Seiten in den Halbmessern liegt. 

Halbire den Quadrant durch den Halb- 
messer CD, ziehe DEA' AC, DF A BC, 
so ist CEDF das verlangte Quadrat. 
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74. In einen Halbkreis ein gleichseitiges 
A zu zeichnen, dessen eine Ecke in dem 
Mittelpunkt liegt. 

Halbire den llaihmesser BC in E, er- 
richte die Ordinate EF, ziehe FG 4 - AB, 
CF and CG, so ist A CFG das verlangte. 

Aus dieser Construction entspringt un- 
mittelbar die des regulären Sechsecks im 
Kreise; Man halbirt 2 in einem Durch- 


Fig. 391. 



messer liegende Halbmesser in E und H 
nnd zieht durch diese Punkte normal aaf 
AB die Sehnen, welche aiilser A und B 
die übrigen 4 Punkte bestimmen. 

75. In einem Quadrant ein gleichsei- 
tiges A SU zeichnen, dessen eine Ecke 
den Bogen halbirt. 

Nimm vom Mittelpunkt C aus zwei be- 
liebig gleiche Stücke CD, CE auf beiden 


Fig. 392. 



Halbmes.sern, zeichne über DF, das gleich- 
seitige A ODE, ziehe von F, dem llal- 
birungspunkt des Quadrant Parallelen FH, 
Fl mit GD nnd GE, verbinde Hl, so ist 
A FHI das verlangte A. 
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76. ln eiaeo Quadrant ein ^leichseitiget 
A zeichnen, deasen eine Seite mit einem 
Uaibmesser ^ lauft. 

Tbeile den anderen Halbmesser BC in 
7 gleiche Theile, beschreibe über BC den 
Halbkreis, errichte in dem 3leii Tbeil* 
punkt D vom Mittelpunkt C aus auf BC 


Fig. 393. 



so ist GH = EG 

Hl 4: EG auch = EG 
und El +: und — GH 

Setzt mau 4 Quadranten zn einem Kreise 
zusammen, so bat man die Aufgabe ge- 
lüst: in einen Kreis 5 gleiche Quadrate 
zu zeichnen, von dem mittleren 5ten ist 
GH die eine Seite, HC und GC sind dea- 
sen halbe Diagonalen. 

78. Das Quadrat im Quadrant in ein 
gleichschenkliges A iw Quadrant zu ver- 
wandeln. 

Halbire beide Seiten K6’, Ht in A', L, 
ziehe Kf. , aus C durch K, L die Halb- 
messer CiV, CH, ziehe A.W, so ist ^CHN 
das verlangte. 

Denn halbirt man den Quadrant durch 


die rechtwinklige Ordinate DK, zeichne 
aus C den Bogen KF, so ist FG 4* AC 
die eine Seite des verlangen Dreiecks; 
halbire nun FG in H, emcbte das Loth 
Hl bis in AC, ziehe G/, Fl, so ist A FGI 
das verlangte A« 

Denn es ist 

CF* = CP = CD- BC = ^BC- BC = IBC* 
FG* = BF{BC + CF) 

= {BC - CF) {BC + CF) = BC^ - CF» 
= ÄC>-^ÄC*=|ßC« 

Nun ist GF = FD = FH» + Hl» 

= (^*+ Cf = + = ?fiC* 

folgHch FG = GI=PI. 

77. In einen Quadrant ein Quadrat zu 
zeichnen, welches mit 2 Ecken die Halb- 
messer und mit den beiden anderen den 
Bogen berührt. 


CO «o i.«t 
da Cr=HP=HL 
auch LQ = ,CQ 
ebenso MR — {CR 

Nun Ut C.««(= r») = MR' -1^ CR' = \CR' 
mitUn CR‘‘ = Jr* 

aber A CMlf - MR CR- {CR' = ?r» 
Nun ist C/i« (- r») = Ef + CE' 

= £/•■* + (2EF)* = 5EF* 
mithin EE' = Jr* 

Da nun Eft« = EE' + EG' = 2EF* 
so ist E:G' d. h. □ EGHI = ^r« 
und □E6H/ = ACJW/V. 

79. In einen Quadrant ABC den be- 
rührenden Kreis zu zeichnen. 

Ziehe die Sehne AB, halbire den Qua- 
drant in G, zeichne aus B deu Bogen 
CH, aua A den Bogen HK, endlich aus 
C den Bogeu KD, so ist D der Mittelpunkt 

Fig. .195. 


Fig. 394. 



F.rrichte in A eine Tangente AD = {AC, 
ziehe CD, fälle aus dem Durchschnitts- 
punkt E in der Peripherie das l.oth EE, 
nimm EG ~ EE, ziehe EG, nimm CH 
= CG, ziehe GH, ziehe El + <«//,/// + EG, 
so ist EGHI das verlangte Quadrat. 

Denn da AD = {AC 
so ist auch EE = {EC= EG = GC 
uud da HC =GC = EG = EE 



des verlangten Kreise... Fällt mau näm- 
lich die l.othe DE, DE auf .4f, BC, so 
ist DE = DE =»«. 

Denn es ist in Folge iler Construction : 
.4ß« = Af + Bf = 2.4t-« 
und .1«« - Bll' +AII'i 2DH x AH 

= .4f« F_/IA« 4 2.4C X .4E 

hieraus 2.tt'» Af + AK' + 2.4C x AK 
oder -4f« = ytE« + 2v4f xAK 
oder AC' - 2.4C X .4E + .4E« = 2.4K» 
oder (AC - AK)' = CK' = CD« = 2AIC 
Nun ist auch CD' = DF* + DE' = ‘2DE? 
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fcIgUeh AK=DR = DF 
xngleicb anrh 

AK= AC - CK=CG- CD= DG 
folglich DE = DF = DG 

80. In einen Quadrant 2 gleiche ein- 
ander berührende Kreise zu zeichnen. 

Theile den Quadrant in 4 gleiche Theile, 
ziehe durch die beiden äufseren Theil- 
ponkte fl, F. die H.illiniesser CD, CE, 
nille das I.oth EF auf AC, verlängere 
CE, so dafs EG = EF, ziehe AG und 

Kig. 39ß. 



AH=EL = DF= GM = IB = EK=6L 
=iEF=iF6 
Es sind also ofTenbar EF und FG die 
ganzen, EK und GL die halben Seiten 
des regulären Sechsecks im Kreise vom 
Halbmesser CH. 

Also CE~EF-2EL 

CL = CE+ EL = 3EL 
folglich EL = \CL und CE = ICL. 

Da CF = 20F, so ist OF=CO=CN, 
mithin vird aus C mit CJV noch ein tan- 
girender Halbkreis beschrieben, und es ist 
mit der vorstehenden Constmetion auch 
die Aufgabe gelöst, in einen Rreia 7 gleiche 
einander berührende Kreise zu zeichnen. 

82. Durch Kreisbogen die Punkte * 
und y zu finden, welche mit den Pnnk- 
ten a und h ein Quadrat bilden. 

Kig. 398 


EH K .16', zeichne durch // den Quadrant 
HK.BI, so sind A', M die Mittelpunkte der 
verlangten Krei.se. 

Denn es ist CE:CH= EG -.HA 
CE : CK = EF : KL 

Non ist CH = CK und EG=.EF 
folgUch AH = EK = KL 
Der Kreis aus K berührt also den Bo- 

f en in E und den Halbmesser in L, der 
reLs ans M desgleichen berührt den Bo- 

g en in fl, den Halbmesser in O, beide 
Preise berühren einander in dem mittle- 
ren Halbmesser CN. 

81. In einem Halbkreise 3 gleiche ein- 
ander berührende Kreise zu zeichnen. 

Zeichne mit ] des Halbmessers AC=CH 
den Halbkreis HEFGI, so liegen in die- 
sem die Hitteipnnktc der verlangten Kreise 



Kig. 397. 



lind zwar der mittelste F in dem loth- 
rechten Halbmesser CD und die zur Seite 
E und G in Entfernung EF = GF = CF. 

Denn fällt man die Lothe EK, GL, 
zeichnet die Centralen EF = FG so mufs 
sein 


Beschreibe aus a und i mit ah Kreis- 
bogen. Ans deren Dnrchschnittspnnkt s 
trage die Längen ah auf beiden Bogen 
noch zweimal ab, cf = fy = th = hk= ah-, 
zeichne aus y den Bogen cl, aus k den 
Bogen cm, schneide diese aus h mit hf 
in n nnd aus a mit ak in o, zeichne nun 
ans a mit an den Bogen ny nnd aus h 
mit ho den Boran ox, so sind x nnd jr 
die verlangten Punkte. 

Denn es ist zuerst yaik eine gerade 
Linie. 

Ferner yc — yn=hf=hn 

folglich jC nay = / nah = Ä 

Nun ist = hy* — fy* = 4o6* - ah* = 3ak* 

folglich auch yn* = hn* = 3<iö’ 

hieraus an* — hn* — ah* = 2o4’ 

da nun ay = an 

so ist auch ay* = 2o4’ 

nun ist hy =. ab 

folglich ay* = ah* 4 hy* 

mithin ^ ahy — K 

Eben so folgt bax = Ä 
also ahxy ist ein Quadrat. 

83. Auf dem Durchmesser AB einet 
Halbkreises an dessen einem Endpunkt 
B ist ein Loth errichtet; man soll in 
demselben den Punkt finden, dals von 
diesem aus nach dem anderen Endpunkt 
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A des DnrcbmeM«re eine gerade Linie 
gelogen, der auTserhalb des Kreises lie- 
gende Theil derselben einer gegebenen 
geraden Linie a gleich werde. 


Fig. 399. 



Nimm auf dem Loth DV = o, beschreibe 
nm ßP den Kreis, liehe aus A durch 
dessen Mittelpunkt C die gerade Linie AE, 
reichM aiu A mit AK den Bogeu EF 
bis in die Riehtung des Lothe, so ist F 
der Terlingte Punkt und in AF das Stück 
FG=BD = m. 

Denn es ist AB*^ AEx AE 

BF * = AF X FG 

daher AF> = -f BF> 

= .4Kx.l/f+.tFxf't; 
hietans AF* ~ AF n FG = AEx All 
oder AF(AF - FO)== AE x All 

AFy.AG = AExMI 
oder da AF= AE 

AG=MI 

also auch AF— AG= AE — All 

oder FO= HE^ßP-n 

84. Eine gegebene gerade Linie AB »o 
III theilen, dal's das Rechteck iwischen 
den beiden Theilen einem gegebenen Qua- 
drat gleich werde. 


Fig. 400. 



Zeichne über AB den Halbkreis, errichte 
in einem Punkt, z. li. A auf AB das Loth 
AD = der Seite des gegebenen Quadrats, 
ziehe DE bis zur Peripherie 4^ AB, fälle 
das Loth EF auf Aß, so ist F der ver- 
langte Theilpunkt, nämlich AFx. BF =A D*. 

86. Eine gegebene gerade Linie AB nm 
ein Stuck zu verlängern, dafs das Rechteck 
zwischen der ganzen verlängerten Linie 
und dem Verlängerungsstück einem ge- 
gebenen Quadrat gleich werde. 

Zeichne über AB den Halbkreis, errichte 


in einem Endpunkt z. H. B das Loth BD 
— der Seite des gegebenen Quadrats, ziehe 
ans dem Mittelpunkt C die gerade Linie 


Fig. 401 



CP, errichte in deren Durrlisrhnitt-piinkt 
E mit der Peripherie auf CD die Nor- 
male EF bis in die Richtung von AB, 
so i.st BF die verlangt« Verlängerung, 
nämlich AFx BF = BD* 

Denn A DCB at A ECE 
daher BD = BF 
und .If X BF=EF* = BP* 

86. Eine gegebene gerade Linie AB in 
zwei Theile zu theilen, so dab das Qua- 
drat des einen Theils:=wird dem Roctan- 
gel zwischen dem anderen Theil und einer 
zweiten gegebenen geraden i.inie BP. 


Fig. 402. 



•Setze beide gerade Linien zu einer AP 
zusammen, beschreibe über -iP und über 
BP Halbkreise, errichte in B die loth- 
rechte Ordinate BE, ziehe aus der Mitte 
C von BP die gerade Linie CE. in deren 
Diirchschnitt.spiinkt F mit der Peripherie, 
errichte auf CE die Normale FG bis in 
die Richtung .111, so ist G der Theilpunkt, 
nämlich 

AGxBD = BG* 

Denn cs ist 

BF?=.\BxBP 
FG* = CB X CO 
Nun ist CiBEC a CiFGC 
daher BE = FG 

folglichTdBlTBß^Cif X CD 
oder (.4C -b DG’) x BP- CB X (GB f BD) 
also .4G X BP = GB* 

87. Eine gerade Linie AB so zu schnei- 
den, dafs das unter der Ganzen und einem 
der beiden Abschnitte enthalten« Rect- 
angel dem Quadrat des übrigen Abschnitts 
gleich sei (Euklid 11, 11). 
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Halbire AB in C, errichte in A auf AB 
das Loth AD= AC, verlänffere DA bis E, 
so dals DE = DB, nimm AF= AE, so ist 
F der verlangte Theilpunkt nnd zwar 
ABxBF-QAF 

k'ig. 403. 



Denn es ist 

BD* = AB*+ AD* = AB*-i^ 
auch ÄZ)* = {AD + AE)*= + AeJ 

= {^^)\ AE* + AB X AE 

folglich /tß» + (' 2 '®)* 

= {~)\aE^ + AB AE 

oder AB* =AB ’ AE=AE* 
oder AB(AB- AE) - AE* 
oder ABxBF=Ah'* 

Fig. -104. 



BD die Tangente des Kreises ACD in D 
folglich Z BDC = Z CAD 
hierzu z ADC = Z. ADC 

ZADB = ^CA d'Vz adc ^ bcd 
also auch .^ABD = zBCD 
daraus BD-CD 

also auch AC=CD 

daraus j_(’AD-CDA 
und /i ADB = z ABD = 2 Z. BAD. 

88. In und um einen Kreis das regu- 
läre Sechseck zu zeichnen. Trage den 
Halbmesser in der Peripherie 6 Mal nernro. 
Für den ersten Fall verbinde die Theil- 

t »unkte durch Sehnen, für den zweiten 
''all ziehe an denselben Tangenten bis zu 
ihren gegenseitigen Dnrchschnittspunkten. 

89. In nnd um einen Kreis das regu- 
läre Dreieck zu zeichnen. Von den Theil- 
punkten des Sechsecks verbinde für den 
ersten Fall den ersten mit dem dritten, 
diesen mit dem fünften, diesen mit dem 
ersten durch Sehnen; für den zweiten 
Fall ziehe an den genannten Theilpnnkten 
Tangenten bis zu ihren Durchschnitts- 
punkten. 

90. In nnd um einen Kreis das rera- 
läre Zwülfock zu zeichnen. Halbire jeden 


der 6 Bogen, die dem regulären Sechseck 
angehöron und verfahre mit den 12 Theil- 
punkten wie beim Sechseck. 

_ 91. In nnd um einen Kreis das regu- 
läre Viereck zu zeichnen. Zeichne zwei 
normal auf einander befindliche Durch- 
messer und verfahre mit den 4 Theil- 
punkten in der Peripherie wie beim 
Sechseck. 

92. In und um einen Kreis das regu- 
läre Achteck zu zeichnen. Halbire die 
Quadranten des Kreises nnd verfahre mit 
den 8 Theilpnnkten wie vorher. 

93. ln einen Kreis ein re^läres Fünf- 
eck zu zeichnen. (Enklid IV, 11.) 

Fig. 405. 


88. Ein gleichschenkliges A zu zeich- 
nen, in welchem jeder der Winkel an der 
Grundlinie das Doppelte des Winkels an 
der Spitze ist. Schneide eine beliebige 
gerade Linie AB in C, so dals ABxSC 
— AC* (No 87), zeichne aus A mit AB 
einen Kreisbogen, nimm BD als Sehne 
= AC, ziehe AD, so ist A AßD das ver- 
langte und Z ABD = Z ADB = 2 Z BAD. 

Denn zieht man CD, beschreibt um die 
Punkte A, C, D einen Kreis, so ist 
da AC* = BDß = ABxBC 



ein gleichschenkliges A 


Zeichne ein gi 

No. 88, trage in ^n ^egebenenlCreis nach 
No. 39 das diesem ähnliche £^ABD, in 


iges 
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dem also /_ ABD — ^ ADB = 2 ^ BAD, 
halbire die beiden ^ .IAO und ylOAdiirrh 
BE nnd EE, verbinde die Punkte ,1, F, 
B, D, E, A, »0 entsteht das verlange 
reguläre Fünfeck. Denn da die Peripherie* 
Winkel der Bopen BD, Bh\ AF, AE, DE 
einander plcicb sind, so sind auch diese 
Bogen seihst und deren Sehnen einander 
gleich. 

94. In einen Kreis ein reguläres Zehn* 
eck zu zeichnen. 

Nach der Construction des Ktiklid No. 03 
hat man nur noch die Bogen des regu* 


Fig. 40(^. 



lären Fünfecks zu halbiren um das regu* 
läre Zehneck zu erhalten. Allein man 
wendet die Euklidische Construction ein* 
facher sogleich auf das Zehneck an, in> 
dem man den z BAD, Fig. 405, als Cen- 
triwinkel statt als Peripheriewinkel con* 
stniirt : 

Man constniirt nämlich einen Quadrant 
ACB, balhirt einen Baihme.sser in D, zieht 
BD, zeichnet ans D den Bogen CE, ans 
B den Bogen EF, so ist Sehne BF die 
Seite des regulären Zebnecks. 

Denn es ist hier = B(^ + C/>* 

oder (ß£ + CD)' = ßr» f 

oder (ß£ + ^)’=ßC« + (^‘^* 

oder da BF=BE 

Äf’* f ÄC . /?C* 

oder BF*=iBCy(BC^ BF) 
wie in Fig. 403 (zu No 87), wo 
Ah'*=AßiAB-AF) 
folglich wenn man CF zieht, nach No, 88 
Z CBF= z BFC = ^ z ECF 

95. Um einen Kreis ein reguläres Fünf- 
eck zu zeichnen ist ira Kiulid der fol- 
gende Satz 12. Man constniirt die 5 Punkte 
in der Peripherie für das reguläre Fünfeck 
im Kreise uiul zieht an denselben 5 Tan- 
genten. Eben so verfährt man für das 
reguläre Zehneck um den Kreis. 

96. Ueber einer gera<len l.inie AB als 
Seite das reguläre Fünfeck zu beschreiben. 

Errichte in beiden Eiidpunkieii . 1 , B 
Lothe, wie AU = jiB, halbire AB in //, 


zeichne aas H den Bogen Gi bis in die 
Verlängerung von BA. Beschreibe nun 
aus A und B mit AB und mit Bl Bo- 
gen, welche .«ich in Ü und F schneiden 


Fip. 4f»7. 



nnd 2 Punkte für die Ecken des Fünf- 
ecks sind. Die 5te Ecke E erhält man 
durch Bogen aus D und F mit AB. 

Diese (.onstructiun gründet sich anf 
die Eigenschaft des Fünfecks, dafs 2 Dia- 
gonalen, wie AF, BD, sich so schneiden, 
•lafs ie<ler gröfscre Abschnitt CD und CF 
- der Seite AB und zugleich die mittlere 
geometrische Proportionale zwischen der 
ganzen Diagonale und dem kleineren Ab- 
schnitt B(' und 4f’ wird, dafs also 
BD . DC = DV : BC 
oder BD '.AB::^ AB .BC 
Nun ist constniirt: 

UP = HCP = .1 C« H AIP = AB'^ 
hieraus UP — = AB' 

oder (/// + :^)'(/;/_i^") = ^ß« 

oAei BI-kAIzz AIP 
Da nun Ä/= AB ^ .1/ 
so ist AI = dem kleineren Abschnitt der 
Diagonale und //f=der ganzen Diagonale. 

97. Auf einer geraden Linie AB als 
Seite das reguläre Zehneck zu constrniren. 


Fig. 408. 
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Halbire AB Id /), verlängere AB, nimm 
BE AB — DB, errichte in E auf AE 
das Loth EF — BE, zeichne aus D den 
Bogen FG, errichte in D ein Loth auf 
AB und schneide dieses aus A mit AG 
in C, so ist C der Mittelpunkt des Krei- 
ses, in welchem AB die Seite ries regu- 
lären Zehnecks ist. 

Denn wie in Fig. 40:J zu No. 87 ist hier 
{DF- EF)‘ = {DE - BG) DE 
oder BG-^ = DF:^- DE x BG 
oder {DE -h BG^ X BG = DF? 
oder AGxBG=AB^ 
oder AG {AG- AB)- AB* 
oder AC{AC - AB) AB? 
mithin AB die Seite des Zehnerks im 
Kreise vom Halbmesser AC. 

08. ln einen Kreis ein reguläres Fünf- 
zehn eck zu beschreiben. 

Beschreibe an einem beliebigen Punkt 
der Peripherie die Seite des regulären 
Dreiecks und an demselben Punkt nach 
derselben Richtung <lio Seite des regulä- 
ren Fünfecks, der Bogen zwischen beiden 
Seiten | ^ - ,'j = ,\ der Periphe- 

rie halbirt, giebt der Peripherie und 
die Sehne des.selben die Seite de.«; regu- 
lären Fnn£cehnecks. 

99. Ein ABCD in ein Rechteck zu 
verwandeln. 

Verlängere eine Seite z. B. CD dos 
da wo die Verlängerung mit der anlie- 
genden Seite einen spitzen Z bildet, fälle 
von den Ecken der gegenüber liegendeu 


Fig. 409. 



Seite A und B Lothe AE, BF auf die 
verlängerte, so ist ABEF das verlangte 
Rechteck. 

100) Ein # CB in ein anderes # mit 
denselben Winkeln und einer gegebenen 
Seite <» zu verwandeln. 


Fig. 410. 



Verlängere eine Seite DB bis £, so 
dafs BE= a, vollende das 4^ ABEF, ziehe 
die Diagonale FB bis in die Richtung 
von CD, ziehe GH 4= DE, vollende die 
44 DI und BH, so ist 44 das verlangte. 

101) Ein 44 ABCD in ein A zu ver- 
wandeln. 

Verlängere eine Seite z. B. AB um eine 
gleiche l.änge BE = AB, ziehe von E 
nach D, so ist A AED das verlangte. 


Fig. 411. 



F^rrichtet man in B da.s Loth BF, zieht 
AF und EF, so erhält man ein verlang- 
tes gleichschenkliges A AFE. Eben so 
kann man ein 44 «'n A mit gegebe- 

nem Winkel, und ein A in ein 44 ver- 
wandeln. 

102) Ein Rechteck ('B in ein Quadrat 
zu verwandeln. 

Beschreibe über einer der beiden län- 
geren Seiten z. B. AB den Halbkreis, aus 


Fig. 412. 



A den Quadrant CE, errichte in E die 
lothrechte Ordinate EF, zeichne aus A 
mit AF den Quadrant GFH, vollende 
das Quadrat AGIH, so ist dieses das ver- 
langte. Hiernach ist mit Hülfe von No. 99 
jedes 44» »nd mit Hülfe von No. 101 je- 
des A in ein Quadrat zu verwandeln. 

103. Ein A ABC in ein anderes A mit 
gegebener Orundlinie o zu verwandeln. 

NMmm auf einer Seite z. B. AB die 
Länge AD = a, ziehe CD und aus B die 


Fig. 413. 
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Linie BE 4= CD, ziehe DE, to ist ADE 
da.« Terlangte A- 
Denn es \ti C^CDB = t^CDE 
hierzu A ACD = A AVD 

p'^iKÄFD^KcDH = A M'D^/\CDE 
oder A l«'’ = A .i«K 


l'ii;. 414. 



104) Ein ^ABC in ein aiuleres mit 
gegebener Höhe h zu verwandeln. 

Trage auf einer Seite z. B. AB des A 
die Höhe AD = A auf, ziehe aus D eine 


Kig. 415. 



Parallele DE mit AB bis zu einer Seite 
z. B. AC oder in deren Kichtnug, ziehe 
EB und ans C die Parallele CF damit 
bis in die Richtung von AB, ziehe EF, 
so ist ^EAF das verlangte. Beweis wie 
No. 103. 


Fig. 4 IR. 



105) Ein Viereck ABCD in ein Dreieek 
zu verwandeln. 

Zeichne eine beliebige Diagonale z. B. 
AD, ans einer der anderen beiden Ecken, 
z. B. C die Parallele CE damit bis in die 
Richtung der gegenüber liegenden Seite 
AB, ziehe DE, so ist A DeB das ver- 
lange. Beweis wie No. 103. 



1 Oij) Ein Fünfeck ABCDF. in ein Dreieck 
zu verwandeln. 

Ziehe von einer Erke z. B. D die bei- 
den Diagonalen DA, DB. Verlängere AB 
zu beiden Seiten, ziehe von den benach- 
barten Ecken C, E Parallelen Cd, Eh 
mit der nächsten Diagonale bis in die 
Richtung von AB, ziehe die Linien DF 


Fig. 418. 



nnd D(l, so ist A DFG das verlangte. 
Es ist hiermit jede beliebige geradlinig 
vielseitige Figur in ein A und nach No. 
101 in ein Quadrat zu verwandeln. 

107) Eine gegebene vielseitige Figur 
in ein Dreieck zu verwandeln, dessen 
Grundlinie in eine deren Seiten und des- 
sen Spitze in einen gegebenen Punkt fällt, 
der in einer Seite oder innerhalb oder 
aufserhalb der Figur liegen mag. 

Verwandle die Figur nach N*o. 106 in 
ein Dreieck, dessen Spitze in einer Ecke 
der Figur liegt, dieses dann nach No. 104 
in ein A von derjenigen Höhe, die den 
Abstand der gegebenen Spitze von der 
Grundlinie FG aiideht, und von diesem 
verlege dann die .Spitze an den gegebe- 
nen Ort wie No. 101 D nach F oder C. 

108) Ein A ABD in ein gleichseitiges 
Dreieck zu verwandeln. 

Beschreibe über AB das gleichseitige 
i^EAB. Ist die Höhe EL desselben nöfser 
als die Höhe des gegebenen A, beschreibe 
über EL den Halbkreis, errichte auf EL 
durch D die rechtwinklige Ordinate GF, be- 
schreibe aus L mit FL den Bogen Fll 
bis in EL, zeichne dnreh H die Linien 
Hl^^AE nnd HK 4= BE, so ist A HIK 
das verlangte. 

Ist die Höhe HL kleiner als die des gege- 
benen Dreiecks, so verlängere dieselbe, flUle 
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Fie. 419. 


von D das Loth DG auf KL, beschreibe 
über GL den Halbkreis, errichte in K auf 
EL die rechtwinklige Ordinate, zeichne 
ans L mit FL den Bogen FH, ziehe 
HI^AE, HK 4^ BE, so ist /sHIK das 
Terlang;te. Denn es ist in beiden Fällen 
C^ABD.C^ABE^GL :EL 
_A ABE^C^ HIK^RL^ HL" 
hieraus A ABD ; A H/K = GL^ELThT^ 

oder FL"* 

mithin AB D = HIK 


Fig. 420. 



109) Ein gegebenes A^J^D in ein einem 
zweiten gegebenen A® ähnliches Dreieck 
zu verwanueln. 

Lege (wie in Fig. 419 u. 420 das gleich- 
seitige ^AEB) über eine Seite AB das 
Dreiecke, und zeichne durch Parallelen 
mit dessen über AB befindlichen Seiten 
das ihm ähnliche A AEB, dessen Grund- 
linie ist, fälle aus E die Höhe EL, 
und construire weiter wie No. 108, so 
erhält man A HIK sv a ABD und <» A*. 

110) Jedes beliebige Vieleck in ein A 
zu verwandeln, das einem gegebenen A* 
ev ist. 

Verwandle das Vieleck nach No. 106 in 
ein A, und verfahre dann nach No. 109. 

111) Ein gegebenes Vieleck in ein Viel- 
eck zu verwundein, welches einem ande- 
ren gegebenen Vieleck N ähnlich ist. 


Verwandle das gegebene Vieleck in ein 
Quadrat, dessen Seite sei a, verwandle 
ebenso das Vieleck N in ein Quadrat, 
dessen Seite sei 6; nun nimm eine be- 
liebige Seite c des Vielecks N , so findet 
inan die derselben homologe Seite r, wenn 
man zu den Längen b, a, c die vierte 
geometr. Proportionale construirt (No. 22). 

Denn bezeichnet man den Inhalt des 
zu verwandelnden Vielecks mit F, so 
hat man 

F: = «» : i* 

Soll nun das Vieleck von der Seite 
x~F werden, so hat man ebenfalls 
NiF=c*.x* 

hieraus a*x.c^ = b^'K x* 
oder a X c = 6 Xx 

oder b i a = c : X 

112) Ein A ABC in ein Trapez zu ver- 
wandeln, welches zu einer der parallelen 
Grundlinien eine der Dreiecksseiten AB 
hat, und von deren anliegenden Winkeln 


Fig. 421. 



der eine der ,^ABC des A, der andere 
aber gleich einem gegebenen Z ® ist. 

Zeichne Z ABD = x, ziehe CD 4-- JB, 
zeichne über CD den Halbkreis, AE^ BD, 
errichte in E die lothrechte Ordinate EF, 
zeichne aus D mit DF den Bogen FG, 
ziehe GH -\z AE, HI -^AB, so ist Trapez 
ABHI das verlangte. 

Es ist zu zeigen, dafs 

A Äff/ = A CKH 
oder dafs A BHI = A HBC 
Nun ist 

AÄ/// ' ISKAB - HI :AB 
t^CHB:C^,HAB = CH-.AH 
= CG ; GE 

- CD -DG ‘.DG- DE 

Da nun 

CD ; DG= DG . DE 

so ist 

CD- DG ; DG ~ DE = DG : DE 
= HI ; AB 

oder A CHB : HAB =: HI . AB 

folglich ^BHI CHB 

113) Ein Trapez in ein anderes Trapez zu 
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TervandelD , welche« mit ihm eine pa- 
rallele Grundlinie und einen daran lie- 
genden Z gemeinschaftlich hat, de.ssen 
iweiter anliegender Z aber einem gege- 
benen Z ^ gleich ist. 

Verwandle das Trapez in ein Dreieck 
mit der beiziibehalten ürimdlinie und dem 
heiznbebaltenden Zi "nd dieses nach 
No. 112 in das verlangte Trapez. 

lU) Zwei oder mehrere gegebene Qua- 
drate A, deren Seilen a, i, e . . . , 

also ebenfalls gegeben sind in ein einzi- 
ges Qnadrat zu verwandeln. 
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Verlängere eine Seite des einen Qua- 
drats .4 um die Seite 4 des zweiten Qua 
drals, ziehe die Hypolhenuse x, so ist 
das Qnadrat über x = .4 -f B ; setzt man 
an X unter einem flZ <üe Seite c des 
dritten QuadraUs, so erhält man in der 
othenuse y die Seite des Quadrats 
-(- B -I- C u. s w. 

1 lö) Ein Quadrat zu zeichnen, welches 
leich dem Quadrat A weniger dem Qua- 
rat B. 


Fig. 423. 



Beschreibe über einer .Seite de« Qna- 
drat.« .4 einen Halbkreis , trage die Seite 
de« Quadrats B als Sehne ah ein, so ist 
die andre Sehne hd die Seite des verlang- 
ten Quadrats; zeichnet man also ans d 
mit db den Bogen, so ist das über de 
beschriebene Quadrat C da* verlangte 
.4 - B. 

IIB) Ein Qnadrat zu zeichnen, welche« 
»mal einem gegebenan Quadrat A = ist. 

Die Seite ab des gegebenen Quadrats 
verlängere bis d, so dafs ad = ifab, be- 


Fig. 424. 



schreibe über ad den Halbkreis, verlän- 
gere hj bis zur Peripherie in f, zeichne 
aus a den Bogen fe, so ist ae die Seite 
des verlangten Quadrats eh. 

Denn 

.1 ; 0cä = ab* : ae* = ab* : af* — ab* lab-ad 
=: ab ad = i : n 

117) Ein Quadrat zu zeichnen, welche» 
eines gegebenen Quadrats B ~ ist. 

Es sei ad die Seite des gegebenen Qua- 
drats, so beschreibe über ad den Halb- 
kreis, nimm ah t: — ad, errichte die 
n 

rechtwinklige Ordinate hf, beschreibe aus 
a den Bogen fe, so ist ae die Seite des 
verlangten Quadrats. Denn es ist 

□ nrf:Qae= ad*:ae* = ad*:af*=a<l*:ab • nd 

= : o6 = n : 1. 

118) Ein Qnadrat zu zeichnen, welches 
— eine» gegebenen Quadrats A — ist. 

Ist in > n, so »ei ab die Seite des gera- 
benen Quadrats, theile ab in n gleiche 
Theile, verlängere o4 bis d, «o dafs ad 
= m solchen Theilen ist, die übrigen 
Constrnctionen wie No. 117; dann ist ae 
die Seite des verlangten Quadrats. Denn 

□ o4 : □« = o4* ! o«*= o4* : aP 

= a4^ I ad • ab — ab : ad n i m 

woraus Qae = — Ua4 

Ist m< n ; ad die Seite des gegebenen 
Quadrats, so theile ad in n gleiche Theile, 
nimm ab = m derselben, construire wie 
vorher, so ist ae die Seite des verlangten 
Quadrats. Denn 

O od : Da« = ad* ae* = ad :ab = n-.m 

woraus Qae = — Qad 

n 

119) Aehnliche Figuren nnd Krei.se 
werden summirt, suhtrahirt, vervielfacht 
und getheilt, wenn man mit ähnlich lie- 
genden Seiten oder Diagonalen nnd mit 
Halbmessern oder Durchmessern so ojie- 
rirt, wie in den vorigen 3 Constractionen 
No. 1 14 bis No. 1 1 8 mit den Quadratseiten. 

120) Ein Quadrat zu zeichnen, welches 
313 OFufs enthält. 

Da 313 eine Primzahl ist, so dividiie 
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mit 10, and man erhält 313 = 31,3x10. 
Nimm nun ad = 31,3 Fufs, ah - 10 Fufa, 
construire wie vorher, so hat mau ae als 
die Seite des verlangten Quadrats. Denu 
•s ist 

«* = o4 X ad = 10’ X 3,13' = 313 DFufs. 

121) Von einem C^ARD ein A abru- 
achneideu, welches sich zu dem gauzeu 
A verhalt wie zwei gegebene Zahlen m, m. 


Fig. 423. 



Beschreibe über einer Seite z. B. ÜB 
den Halbkreis, theile DB in n gleiche 
Theile, errichte in dem inten Theiipunkt 
von U ab, in E die rechtwinklige Ordi- 
nate ER, beschreibe aus Ü mit DF den 
Bogen FO, ziehe G II b AB, so ist 
A DGH : A DAR Denn es ist 

A DGH : DAR - DG ‘‘ : DB' = DF* i DB* 
= DE- DB : DB* - DE : DB = m : n 

122) Auf dieselbe Weise theilt man 
auch andere mdlinige Figuren. Z. B. 
Von dem Fünfeck ABCDE ein ähnliches 
abfuscbueiden, welches die Hälfte des 
Ganzen beträgt. 


Fig. 426. 



Zeichne über einer Seite z B. AE den 
Halbkreis, halbire AE in F, errichte die 
rechtwinklige Ordinate FG auf AE, be- 
schreibe aus A mit AG den Bogen Ar, 
ziehe aus A die Diagonalen AD, AC, 
cd :b ED, de :b DC, c6 .-b CB, so ist das 
Fünfeck Akrde das verlangte. 

123) Ein A zu zeichnen, welches dem 
gegebenen A ABD ist und ein beliebig 

Vielfaches, z. B. das — fache desselben 

m 

beträgt. 

Theile eine beliebige Seite z. B. AD 


Fig. 427. 



in m gleiche Theile, verlängere sie und 
trage noch (a — m) derselben Theile hinzu, 
so dafs die I.änge AE n gleiche Theile 
enthält, beschreibe über AE den Halb- 
kreis, erriohte in D auf AE die recht- 
winklige Ordinate DG, zeichne aus A den 
Bogen GF, ziehe FH b BD bis in die 
Richtung von AB, so ist J^AFII das 
verlangte. 

124) Ein Dreieck, Viereck, Vieleck kauu 
in eine beliebige Anzahl (n) gleicher Theile 
getheilt werden, so dafs die homologen 
Beiten mit einander b laufen, wenn man 
nach No. 121 und 122 verfährt, indem 
die Seite, über welcher man den Halb- 
kreis zeichnet, in n gleiche 'l'heile theilt, 
in den Tlieilpuiikten rechtwinklige Ordi- 
naten errichtet und für die Parallelen 
aus der geniein.schaRlichen Spitze (<4 Fig. 
426) die Bogen beschreibt. 

123) Innerhalb eines A den Punkt zu 
bestimmen, von dem ans 3 gerade Linien, 
eine nach einer Erke, die beiden anderen 
b den der Ecke anliegenden Seiten das 
A in drei gleiche Theile theilen. 


Fig. 428. 



Theile eine Seile z. B. AD in 3 gleiche 
Theile DE, F.F, FA, beschreibe über AD 
den Halbkreis, errichte in einem Theii- 
punkt F. die rechtwinklige Ordinate EG, 
zeichne aus D den Bogen GH, ziehe 
III + HD, halbire III in K, ziehe AK, 
KL b AB und KH b AD, so sind die 
Trapeze ABLK, ADMK und das ALA'.W 
die 3 gleichen 'Theile. 

Denn es ist 

HK* = DH* = DG*= DKxAD=\AD* 
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daher AtKM = {A^«0 
und Trapei 

.4ÄtA = Trap. ADMK = \(:^AliD 
126) E.<i ist ein l3reieck/l/ttt gegeben, man 
soll den innerhalb desselben liegenden 
Punkt C durch Construction finden, von 
welchem aus nach den 3 Ecken gerade 
Linien gezogen das A in 3 Dreiecke ge- 
theilt wird, die sich wie gegebene Zahlen 
n ; 4 ; r z. B. 4:5:7 verhalten. 


Fig. 42P. 



Theile eine Seite des Dreiecks in dem 
Verhältnifs der gegebenen Zahlen, ziehe 
aus den Theilpunkten mit den ihnen zu- 
nächst liegenden Seiten Parallelen, so 
giebt deren Durchachnittspnnkt den ver- 
langten Punkt. 

Ist nämlich 

AK : KF: AB = a : 4 : c = 4 : 5 : 7 
EG -p AU, EH + BU, und man zieht von 
deren Durchschnittspunkt C die I.inien 
CA, CB, CD so ist auch 
A /ICü : A ACB : A BCD = o : 4 : r 

= 4:5:7 


Da nun £^AEC= 5A^SC i| 
so ist A clßF= ^^^ABC. folglich Viereck 
BCIIE ebenfalls = yAciAC. 

f’3) Das A ABC von demselben Pnnkt 
I) :in:- in 3 gleiche Theile zu tlieilen. 


Fig. 431. 



Ziehe DC, theile AB in 3 gleiche Theile, 
ziehe aus den Theilpunkten E, E Paral- 
lelen EG, EH mit DC, ziehe DG, DH 
so ist C^ADG = A BDH - Fünfeck EGCHD 
= {CiABC. Beweis wie No. 127. 

129) Jedes A ABC ist von demselben 
Punkt D ans in eine beliebige Anzahl ■ 
gleicher Theile zu theilen. Man zieht 
DC, theilt AB in n gleiche Theile, zieht 
aus sämmtlichen Theilpunkten Parallelen 
mit DC und von D ans nach den in AC 
und BC erhaltenen Durchschuitt-spunkteii 
gerade Linien. 

130) Ein f\ABC von einem innerhalb 
desselben beliebig gelegenen Punkt D iu 
zwei gloicbe Theile zu theilen. 


Es erhellt dies sogleich, wenn man DE 
und DE zieht, denn man hat i^ADE 
— ACU u. s. w. 

Ferner A ADE : A E.DE •• i\EUB = n : 4 ; r 
=4:5:7 

127) Ein CitABC von einem in einer 
Seite z. H. AB belegenen Punkt D aus 
iii 2 gleiche Theile zn theilen. 


Fig. 430. 
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Ziehe durch eine beliebige Ecke z. B. 
A durch D die gerade Linie AE bis zur 
gegenüberliegenden Seite BC, halbire BC 
in E, ziehe EG + AC bis in AE, ziehe 
DC und aus G die GH + DC, ziehe DH, 
so ist Viereck /4C/fD= Figur ADHBA 


Ziehe DC nach der gegenüberliegenden 
Ecke, halbire AB in E, ziehe EF + DC 
und DE, so ist AADF = Viereck BCDE 
= iAAßC. 

Denn zieht man EC so ist 


^enn wenn man noch CG zieht, so ist 
5AAßC = AAFC = AACC 

= AACD -i A OC« = A ACD + A ßCH 
= Viereck ACDH 


A EEC = A EFD 
hierzu A E.EA = A EEA 

giebt AA£C=AADF 


131) Ein A ABC von dem Punkt D 
innerhalb in 3 gleiche Theile zu theilen. 
Ziehe von A durch D die AE, ferner 
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DB und DC, theile ItC durch F und h'* 
in 3 gleiche Theile, ziehe (wie Fig. 429) 
FG^AC^ F*G'4=ABi ans G die Linie 
GH^DCy aus G’ die G'il'4=DB, ziehe 
DH und DH', so ist Viereck AU HC 
= Viereck ADH’B = A UHW = ^C^AHC. 

132) Jedes A ABC läfst sich Ton einem 
innerhalb beliebig gelegenen Punkt U aus 
in eine beliebige Anzahl («) gleich« Theile 
tbeilen, wenn man wiederholend construirt 
wie No. 131. 

133) Kin Parallelogramm gleich der 
Hälfte eines gegebenen Vierecks ABDE 
zu zeichnen. 


Fig. 434. 



Ualbire die 4 .Seiten in F, G, H, I, 
Terbinde die Halhirnngspunkte, so erhält 
man das eerlangte 4^. 

Denn denkt man sich die Diagonalen, 
so hat man 

1) ans BF:FA = BG -.GD 

FG t- AD 

ans El : f.4 = EH -. HD 
Hl 4 ^ AD 
also FG 4- Hl 
ebenso Fl + GH\ 

2) CiDGH = {C^UBF. 

A AF!^ iAil^ß 

hieraus 

U,ÜGHFC^AFI=\ Viereck ABDE 
ebenso 

A BFG 4 A EHI= i Viereck ABDE 
#FCH/ = i Viereck ABDE 

134) Ein Quadrat durch 4 gerade Li- 
nien so zu zerschneiden, dafs die Stücke 
geeignet zusammengesetzt, 5 gleiche Qua- 
drate geben. 


Fig. 435. 



Ilalbire die 4 Seiten und aioho von den 
Ecken nach den Ualbirungspnnkten , so 
dals je 2 und 2 mit einander + werden, 
so ist die mittlere F'igur ein Quadrat und 
j^es der kleinen Dreiecke wie Eh\ setzt 
sich mit dem iiehenliegenden Trapez wie 
EHU mit EHMHiu einem Quadrat AD.H IV 
zusammen. 


Denn 

A ABC so A DAH 

daher 

ABG = z DAH 

und 

^ AGB = z. DHA 

hieraus 

A AGK ~ A AHD 

folj^lich 

^ AEG = ^ ADH = H 

SD sind 

auch /., IH, N rechte Z- 

Aus 

AAGK ev> A AUM 

und 

AG = iAD 

folgt 

AK = i AM : KM = 


= LN = 


so dals KLIHX ein Quadrat ist. 

Dafs bei Verlängerung tou iVH bis 0, 
wo die Normale EO aus E trilll, A F//V 
<v A EHO folgt leicht und eben so dafs 
NO ein dem mittleren gleiches Quadrat ist. 

IS.’i) F.ineii Kreis in eine beliebige An- 
z.abl gleicher Theile der .Art zu tbeilen, 
dafs der Umfang jedes Thells dem Ilm- 
fang des Kreises gleich ist. 


Fig. 43G. 



Soll der Kreis in n gleiche Theile ge- 
theilt werden, so theile einen Durchmes- 
ser AE in « gleiche Theile, hier bei- 
spielsweise in 3 Theile AB = BD = DE. 
Beschreibe über AB, AD oberhalb, über 
ED, EB unterhalb Halbkreise, so ent- 
stehen 6 Flächenräume, von denen je 2 
und 2 einander w sind; a mit a, k mit b, 
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c mit c. Die drei gleichen Theile sind 
in den beiden äufsereu (/* + r) in dem 
mittleren 2fc. Dafs diese einander gleich 
sind, erhellt aus dem Folgenden. 

Bezeichnet man den Inhalt des Kreises 
mit 2/, den des Halbkreises also mit /, 
so ist jeder Halbkreis über AB und DE 
= a = (l)*i = 5 / ; jeder Halbkreis über AD 
und EB = fl -i- l» =: (V*f = Ui also c 
= Q-l)f= U und & = = 

Mithin sind die Theile a + c = -f J)/ 
= §/ und der mittlere Theil 2*6 = 2*|/ 
c=§7; die 3 Flächenräume also einander 
gleich. 

Die Umfänge der Halbkreise verhalten 
sich aber wie deren Durchmesser, der 


von AC auch DE, AG u. s. w. nfach .so 
grofs werden. Für den Fall, dafs AC — 1 
KSt, heifst DE der Sinus (iin) von a, DF 
der Cosinus (co») von n, AG die Tangente 
(jg) von «, Btl die Cotangente {cot) von 
n, CG die Secante (*ec) von a, CH die 
Cosecante (cosec) von a, und die Linien 
DE, DF u. 8. w. mit der Linie AC ver- 
glichen, geben bildlich Verhältnifszahlen 
zu der Zahl 1. Setzt man /lC = r so ist 
offenbar DE — sin i»; DF — r>cos n 
u. s. w. d. h. sie sind wirkliche Längen, 
die mit der Länge r in gewis.sen Verhält- 
nissen stehen, und diese zunäch.st sollen 
hier für die vier Figuren, welche sämint- 
liche Fälle enthalten, construirt werden. 


ganze Halbkreis, also der um r = F ge- 
setzt, ist der Halbkreis um o = i F; der 
um A = ’ F. 

Der Raum a + r hat also den Umfang 
F+JF+ 5F=2F; der mittlere Raum 
2A hat den Umfang 2x JF-f 2 X 3 F = 2F 
= dem Umfang des ganzen Kreises. 
Theilt man den Kreis allgemein in ri 

Theile, so Ist der erste Theil ^ /; der 
’ »r 


zweite = I ; der 3te = ^ — :r I 


fr 


der letzte = / 

Von diesen setzt sich der obere erste mit 
dem unteren letzten, der obere zweite mit 
dem unteren vorletzten u. s. w. zusam- 
men; die n Theile sind al.so 



u. s. w. 


I. Fälle von dem Endpunkt D des be- 
weglichen Schenkels Cu ein Loth DE 
auf den festen Schenkel AC, so ist DE 
= r • sin «. 


Fig. 437. 



II. Fälle von dem Endpunkt D des 
beweglichen Schenkels CD auf den festen 
Schenkel BC des Complements- Winkels 
BCD ein Loth DF, so ist DF =r-cos n. 

Für DF kann auch die ihr gleiche Linie 
CE gesetzt werden. 


n 

und mau ersieht , dafs die Construction 
allgemein gültig i.st, da auch die Umfänge 
sich als gleich grofs und gleich dem Kreis- 
umfang sich ergeben. 

Gonstractionen, trigonometrische. In 

den Fig. 437 bis 440 .sind die Kreise mit 
gleichem Halbme.sser AC be.schrieben, in 
4 Quadranten getheilt, die wie Fig. 437 
mit 1. dem ersten bis IV. dem 4t eu Qua- 
drant bezeichnet sind. Es ist al.so ^ ACB 
= 90°. Der Z f^CD = « wird von dem 
festen Schenkel AC ans construirt; 
der bewegliche Schenkel CD liegt 
Fig. 437 im ersten, Fig. 438 im zweiten, 
Fig. 439 im dritten und Fig. 440 im 
vierten Quadrant. Der Complementswin- 
kel zu f< ist in Fig. 437 = -f Z BCD in hig 
438, 439 und U0-- ^BCD. 

Alle Linien wie DE, AG u. s. w. ste- 
hen mit dem Halbmesser .<4C iu geradem 
Verhältuifs, so dafs mit dom n fachen 


Fig. 438. 



III. Errichte auf dem fe.sten .Schenkel 
AC in de.s.sen Endpunkt A ein Loth AG 
bis in die Richtung des beweglichen Schen- 
kels CD, so i.>it AG = r . tg «. 

IV. Errichte auf dem festen Schenkel 
BC den t’omplementswinkel BCD in des- 
sen Endpunkt B ein Loth BH bis in die 
Richtung des beweglichen Schenkels CD, 
so ist BH = r»coi u. 
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Fig. 439. 437 nnd 440 positiv, io Fig. 438 u. 439 

negativ. 

Die Laf^e der Tangente {AG) kann nur 
entweder über dem Schenkel AC oder 
unter demselben sein, folglich ist tg n 
in Fig. 437 u. 439 positiv, in Fig. 438 
u. 44u negativ. 

Die Lage der Cotangente {BH) kann 
nur entweder links von BC oder rechts 
von BC sein, folglich ist eot tt in Fig. 

437 n. 439 positiv, in Fig. 438 u. 440 
negativ. 

Die Lange CG des howeglichen |iie Secante (CG) kann nur entweder 
Sohenkels TD zwischen dem .Scheitel- der Schenkel des Winkels rr oderdes- 
punkt C’ des Winkels « und <ieni Knd- aon Verlängerung sein, folglich ist 
puukt 6 der Tangente von n ist r*sec « g^c » in Fig. 437 u. 440 positiv, in Fig. 

438 und 439 negativ. 

Fig. 440. Die (’osecanto (L7/) kann nur entweder 

der .Schenke) des Winkels u oder des- 
sen Verlängerung sein, folglich Ut 
rosec n in Fig. 437 und 438 positiv, in 
Kig 439 und 440 negativ, 
ilan hat also 




VI. Die Länge CH de.« hewcgliclien 
Schenkels CDzwi.schen dem Scheitelpunkt 
C de.« Winkels « nnd dem Endpunkt // 
der Cotangente von it ist r^eosec n 

2) Die Figuren sind absichtlich .so ge- 
leichnet, dafs die Linien AC und CD 
einerlei Neigung haben , also denselben 
spitzen Winkel (e) mit einander bilden, 
so dafs wenn die Winkel in den 4 Qua- 
dranten mit CT,; tr,; n, ; «, bezeichnet 
werden : 

«a - ISO’’- a, 

nj = 180'' + ft, 

rtj — 360® — ce , 

Sämmtliche gleichnamige trigonome- 
trische Linien sind einancier gleich, und 
da nun zu jede.smal vier verschiedenen 
Winkeln dieselben trigonometrischen Li- 
nien gehören, so bat man auf deren Lage 
zu achten, und diese mit positiv 
und negativ zu bezeichnen. Man setzt 
fest, dafs sämmtliche trigonometrische 
Linien für alle Winkel im Isten Quadrant 
positiv sind. 

Die Lage des .Sinus (OE) kann nnr 
entweder über dem Schenkel AC oder 
nuter demselben sich befinden, folglich 
ist sin f( in Fig. 437 und 438 positiv, in 
Fig. 439 und 440 negativ. 

Die Lage des ('osinus (DF) kann nur 
entweder links von BC oder rechts 
von BC sein, folglich ist cot u in Fig. 

U 


Quadranten. 


I 


Zinns . . 

Cosinus . 
tnngente 
cotangenle 
secanle . 
cotecfinfc 


II 


HI I IV 


+ i - 


+ - 

I 


3. Aus dem Vorstehenden ist klar, dafs 
man nur nöthig hat, fernere trigononie- 
tri.sche C. für Winkel des ersten Qua- 
dranten (für spitze Winkel) zu zeigen. 

Ehen so können C. für Winkel von 
90®-«; 90®+«; 270®-«; 270°+« 
übergangen werden, « gehöre gleichviel 
welchem Quadranten an. Denn 
sin, f^, tec von (90® — #f) sind cos, ro/, 
cosec von « 

cos, cof, cotcc von (90®- n) sind sin, tg^ 
sec von « 

si», tg^ sec von (90®+«) sind + cos, — co/, 

— cosec von « 

cos, CO/, cosec von (90® + «) sind — sin, 

— /^, + sec von « 

sin, tgy sec von (270®—«) sind —cos, 
+ col, — cosec von « 
cos, col, cosec von (270° — «) sind — sin, 
+ /^, — sec von « 

C 
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tin, Iji itc Ton (270®+**) *ind — coi, 
— cotj + coiec von « 

C 05 , cotf costc von (270® + n) sind +*i« « 
tg tty — tec von « 

4 ) Soll man die tu trigonometrischen 
Linien gehörenden Arcus auflragen, so 
hat man für diese, da sie als al»stracte 
Zahlen erscheinen, immer in der Form 

-I ü venn a und b Linien sind. 

6 


Fig. 441. 



I. Are ^siN = ± zu finden. 

Zeichne den rechten ^ A ß(\ nimm 
einen Schenkel AH — dem Zähler A, 
schneide von A aus den anderen Schen- 
kel mit dem Nenner AC = 0 in t\ ziehe 
ACy beschreibe aus (' mit dem llallnues- 
ser CD = 1 einen Kreis so ist 
Bogen DE und Bogen EE ^ 

= Are ( «n rt + -) 
Bn^en EOOF nnd Bogen DGfE 

= 4rc { ri« = - -) 

II. ± zu finden. 

Zeichne den rechten ^ AHCy nimm 
einen Schenkel HC — dem Zähler e und 
schneide von C aus den andren Schenkel 
mit dem Nenner = r,l = « in /4, ziehe 
CAy beschreibe aus C mit dem Halbmes- 
ser CD — 1 einen Kreis, so ist 

Bogen DE nnd Bogen DGFE 

= Are ^ coi = + 

Bogen EF und Bogen EDGF 



III. Are = -t zu finden. 

Zeichne den rechten S AH(\ nimm 
einen Schenkel AH-by den anderen B(' 
= Cy ziehe C I; in (\ dem Kudpunkt des 
Nenners, beschreibe den Kreis vtnn Uull»- 
inesscr = 1, so ist 


Bogen DE nnd Bogen EDGF 

Are= |(j = + -^) 
Bogen EF und Bogen DGFE 

IV. Are {eol = * t) S"''«»- 

Han verfahre wie ad III, nur dafa man 
den Kreis aus dem Endpunkt des Zäh- 
lers e beschreibt; daun ist 
Rogen DE und Bojren EDGF 

= Are{^col = + -l) 
Bogeq EF und Bogen DGFE 

= .4rc^r«( r: - -^) 

V. i4rc ^ jec = ± j in finden. 

Zeichne den rechten /i ABC, nimm 
einen Schenkel |{C= dem Nenner c und 
schneide aus C mit dom Zähler = a den 
auderen Schenkel in Ay ziehe ACy be- 
schreibe aus dem DurchschniUspunkt C 
von Zähler und Nenner den Kreis mit 
dem Halbmessern 1 so ist 
Bogen DE und Bogen DGFE 

= = + v) 

Bogen EF und Bogen EDGF 

- /Ire ^ sec = - 

VI. Are ^roitec = + Ä ) finden. 

Zeichne den rechten .S^AHCy nimm 
einen Bcbenkel AB -dein Nenner/* und 
schneide aus A mit dem Zähler n n den 
anderen Schenkel in C, aus diesem Punkt 
C beschreibe den Kreis mit dem Halb- 
messern 1 , ziehe AC so ist 
Bogen DE und Bogen EF 

n Are ^cosec — + 
Bogen EDGF nnd Bogen DGFE 
= Are ^cosec = — 

5) Die Linien r itn * 0 , r co« r tg * 0 , 
r cot *a, r tec * 0 , r cotec **< zu zeiebneu. 

I. Nimm Fig. 442 den einen Schenkel 
von rr, z. B. AC = ry fälle das Loth AB 
von A auf den zweiten Schenkel CB, aus 
B wieder das Loth BD auf den ersten 
Schenkel CA, so ist AD-r sin *n 

Denn es ist 

AD = Aß • sin ABD— AB -sin a 
Da nun i4Ä= ä4C.sin rm r.si« 0 
so ist n r.sin n • sin u n r.siN *a 

II. Verfahre wie ad 1 so ist 
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CD = r . eos •« 
denn CD = BC ■ coi « 

BC = AC • cos « = r. cos n 
folgUcb CD = r.cos a • cos n = r.cos 


Fig. 442. 



III. Trage auf einen Schenkel von n 
z. B. auf CA (las Stück CD — ty fülle in 
D auf CA das Loth DB bis in die Rich- 
tung des anderen Schenkels CB, errichte 
io B auf diesem zweiten Schenkel CB 
das Loth BA bis in die Richtung des 
ersten Schenkels Cd, so ist AD = r tg*n 

OeuQ es ist 

AD^ BD»tg ABD= BD.tg a 
ferner BD = DC .tga=.r’tgn 
daher AD = r.ig n^r.tg 

IV. Verfahre wie ad 3, so ist 

AC= r.iec *ff| 
denn es ist AC^ BC»sce n 

BC = CD.src tt = r.sfc a 
daher AC — r» sec n • sec fr = r sec •« 

V. Errichte Fig. 443 im Scheitelpunkt 
C Ton n auf einem Schenkel z. H. CB 
ein Loth CF, nimm auf demselben CE 
= r, ziehe ED 4= CB bis in die Richtung 
CA des zweiten Schenkels, fälle das Loth 
DB auf den ersten Schenkel CA, zeichne 
aus C den Qnadrant Bh\ ziehe ans F bis 
in die Richtung CA die Idiiie FA 4 CB 
so ist i4F=r cot V 


Fig. 443. 



Denn es ist AF^ CF.cot CAF 

= CF cot fr = CB ■ cot H = DE • cot a 
da nun DE ^ CE •cot CDE — CK* cot n 
= r cot n 

so ist AF = r.cof a *col a = r • cvl *a 


VI. Errichte Fig. 444 in C auf einem 
Schenkel CB yon n ein Loth CF, nimm 
auf demselben das Stuck CD = r, ziehe 
ans D bis in die Richtung C>4 des zwei- 
ten Schenkels von n DF 4 CA, zeichne 
aus C den Hogen FF, ziehe FA 4 CA, 
so ist CA = r cosec *a 


Fig. 444. 



Denn es ist 

CA — CF’Cotee C.4F= CF. cosec a 

= CE cosec ft 

aber CF= CD cosec CED= CD.rofcc n 
= r.rosec « 

folglich CA = r. cosec n • cosec n = r.cosec*n 
6) Die Bogen: drc^*in*= ”^; Are 
(«.«=“); Arc(,s*= “); Arc\rol* = ^^ 

dre^ser* =-^ drc^cojcc* = ^ jzuzeich- 
nen. (Vergl. No. 4.) 

I. Für Are zeichne Fig. 446 

über dA = dem grüfseren Kenner 6 den 
Halbkreis, nimm ton einem Knduunktd 
aus auf dem Durchmesser den kleineren 
Zähler dC = a, errichte in C das Loth 
CD bis in die Peripherie, ziehe von D 
nach dem anderen Endpunkt B des Durch- 
mes.cers DBy so ist der an.s A mit dem 
Halbmesser = 1 zu beschreibende Bogen 



Denn es ist, wenn man dD zieht, 
a=iAC^AD.sin ADV^AD sin « 
und dD = dA*f«n ff = fl 


6 * 


Digitized by Google 




Constructionen, tri^nom. 

daher a= h.tin a<$in a = b.sin ’a 


84 


Constrnctionen , trigonom. 


II. Für Are ( 


ronstruire wie 


■ t o 
woraus nn 

r («.»= “-) 
ad 1, so ist der Bogen zu dem /i BAD 
= /S = are ^co«*= ^ 

Denn es ist 

a = AC= AD • cos ß 
aber AD = AB. cot ß^h cos ß 
daher a~b cos ß • cos ß ^ b. cos *ß 

und fü« V = T" 
b 

III. Für Are ^ setze eine prado 

Linie AB aus AC = a und BC = b^tn- 
sammen, beschreibe über AB den Halb- 
kreis, errichte in C die Ordinate CD und 
zeichne die über ßC = dem Nenner ü lie- 
gende Sehne BD^ so ist der Bogen zu dem 

^ DBA = n = arc ~ 

Denn es ist, wenn man noch AD zieht, 
a = AC=rCD»tg ADC = CD. lg « 
und CD = BC lg a = b.tg n 
daher a = b tg a*tg a=^b>lg*<t 

woraus tg *a = ~r 


IV. Für Arc 


construire wie 
: dem Zähler a 


ad 3, ziehe die über AC - 
liegende Sehne A D, so ist der Bogen zu 

dem ^ DAB = ß = are 

Denn es ist, wenn inan noch BD zieht, 
a = AC — DC-col ß 

DC = BC cot CDB = b cot CDB = b cos ß 
woraus a = b*col ß*col ß^ b cot 

1 • 

nnd cot V = x 


V. Für i4rc ^»ec*= nimm i4ß=dem 

grofseren Zähler a, trage anf demselben 
ein Stück AC = dem kleineren Nenner b 
ab, errichte in C die Ordinate CD, ziehe 
die über dem Nenner b liegende Sohne 
AD, so ist der Bogen zu jl BAD ^ß 

= are(.«‘ = .i) 

Denn es ist 

a = AB = AD sec ß 
AD = AC sec ß = b sre fl 
daher a = b. sec fl . sec ß^ b. sec *ß 

woraus sec 

VI. Für 


v=: 

ilrc^roser* = ^ ) construire wie 


ad 5, ziehe die Sehne BD, so ist der Bo- 


gen zu ^ ./IBÜ = « = arc ^rojec* = 

Denn es ist 

a = AB = AD cosec r 
AD = AC^cosec ADC= AC.cosec a 

= b COSOC tt 

woraus a = b cosec n^cosec a = b.cosec^n 
also co»ec *« = -?- 


7) Die Linien r sin r cos *n, r tg *<r, 
r cot r sec r rosre zu zeichnen. 
I. Für r sin V zeichne ^ ACB = tr. 


nimm den einen Schenkel /IC' = r, fälle 
das l.nth BA auf den anderen Schenkel, 


von A das Loth Ai) auf den ersten Scheu- 
kel nnd endlich das Loth DE auf das 
Loth AB, so i.st BE = r sin’« 


Fig. 446. 



Denn c.s ist 

DE + AC, daher ^ BDE= a 
also BK = BD sin tt 
aber auch /_ BAD = a 
daher BD^ AB sin n 
folglich BE = AB >sin o • sin n = >4B.sin*it 
Nun ist v4i^ = BC sin r = r »stn n 
also BE =: r sin a . sin V = r.sin *re 

II. Für rTos *« construire wie ad 1, 
nur fälle (statt DE) das Loth Df' auf den 
zweiten Schenkel AC, so ist CF = r*«os 

Denn es ist 

yir= BC.cos « = r«cos « 

CD = AC «cos tt — r^cos n »cos n 
= r cos *a 

endlich CF = CD cos « = r»cos *r«cos « 
= r cos *ft 

III. Für r fg zeichne Z. ACD = tr, 
nimm den einen Schenkel CD = r, errichte 
in D auf demselben das Loth DA bis in 
die Richtung des anderen Schenkels CA, 
in A anf (TemseU>en Schenkel CA das 
Loth Aß bis in die Richtung des ersten 
Schenkels CD, in B ein Loth BG auf 
dem Loth AB, verlängere AD ins iu die 
Richtung diese.s l.oths, so i.«it 

DG = r * tg 

Denn es ist 

AD = CD.tg a = r.tg n 
BD — AD tg BAD = AD tg a 
folgt BD r.tg a •tg n :sr tg^a 
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ferner DG = BD lg GBD = BD lg n 
also DG = r tg • tg a ^ r tg^a 

TV. Kür r cot *« hat man (Kijj44:i) 
AF=r-cot *ff. Kalle min das Loth AGj 
aeichne den (Quadrant GUg ziehe UJ 
bis in die Hichtmij^ vun CAg so ist 
ItJ = r cot *<« 

l>enn es ist 

HJ = CH cut i< = CG • cot ff =: AF cot rr 

= r Cf)/ •« • cot ff = r CO/ *ff 

V. Kür r *er *« nimm (Kijf. 446) das 
Stück CF eines Schenkels von « = r, er- 
richte in F auf diesen Schenkel das Loth 
FD bis in die Kirhtun(( des anderen Schen- 
kels CD; errichte in D auf demselben 
Schenkel das Loth DA bis in die Riefatunj^ 
des ersten Schenkels CF und errichte in A 
auf diesem Schenkel das Loth AH bis in 
die Richtung des 2ten Schenkels, so ist 

HC = r jcc 

Denn es ist 

BC = AC • tcc tt 
AC sz DC-sec n 

folglich BC = DC.iec a*tec a= DC-sec *n 
DC — CF sec n 

daher BC=CF-$ec ffsec *« 

= CF sec = r.sec 

VI. Kür r cosec *a hat man (Kig. 444) 
CA — r cosec V, zeichnet man nun aus 
C den Bogen AG bis in die Richtung von 
CFg zieht GH + BC bis in die Richtung 
von CAg so ist CH = r. cosec *a 

Denn es ist 

CH = CG cosec a = CA cosec n 

“ r cosec . cofcc n = r coicc *ff 
Die Linien r itn o • sin ß 
r sin n • cos fl 
r sin n • tg fl 
r-sin tt • cot fl 
r stn ff • sec fl 
r sin u • cosec fl 

zu zeichnen. 

I. Für r sin re . sin fl zeichne an der 
Linie AC als {remein.schaftnchem Schen- 
kel z. A('B = fl und ^ ACD = tt nach 
einerlei Richtunir, errichte im Scheitel C 
anf AC ein Loth CK, nimm den zweiten 
Schenkel CD des «r:r, falle das Loth 
DE auf CK, zeichne aus C den Bogen 
EB his in die Itichtuiig des zweiten Schen- 
kels CB von fl und falle da.s Loth BA 
anf den Schenkel AC so ist 
AB = r iin a ■ 5t» fl 

Denn denkt mansich von Dein Lothanf .ir 
so ist dies = ('D sin rr = r • sin rt — CE 

daher auch BC = r ■ sin n 

aber AB zzBC-sinfl 

folglich .1// = r* sin re sifi 


Fig. 447. 



II. Für r sino coi ß construire wie 
ad 1, so ist AC = r . sin n . cos ß. 

Denn es ist BCz:CE^r»s%n a 
folglich AC = BC»cos ß = r .sin n ■ cos ß 

Hiermit Ist zugleich die Linie r **— 
® see ß 

constnürt. 

III. Für r.sina.tgß construire wie 
ad 1 und 2, aber zeichne .statt des Bo- 
gens EB den Qnndrant EBF, errichte 
nun das Loth FG hU in die Richtung CB 
des zweiten Schenkels von ß, so ist 

FG = r . sin a . tg ß 

Denn CE, al.<o auch CF ist = r sin n 
folglich FG = CF • tg ß ■ 5in (t - lg ß 

Hiermit ist zugleich die Linie r.--— ** 
” cot ß 

construirt. 

IV. Für n cot fl nimm wieder 

CD = r und ziehe aus D die Linie 
DH 4= AC bis in die Richtung des zwei- 
ten Schenkels CB von ß; falle das Loth 
HJ auf den gemeinschafllichen Schenkel 
CA so ist JC — r • sin a»cot ß 

Denn es ist HJ = CD sin « = r-zin o 
folglich JC = HJ-cot ß = r» 5in « cot ß 

Hiermit i.st zugleich die Linie r. ****-- 

*9 ß 

constmirt. 

V. Für r sin a. see fl construire wie 
ad 3, so i.st Tfr = r iin n sec fl 

Denn cs ist 

CF ^ CE = CD-sin « =r r.*in rr 
und CG = CF sec fl ^ r sin a • sec fl 

Hiermit ist zugleich die Linie 

cos fl 

construirt. 

VI. Für r sin n. cosec fl construire wie 
ad 4 , .so ist CH = r • sin tt. cosec fl 

Denn cs ist 

HJ = r.sin a lind CH = HJ cosec fl 
folglich ist CH = r • sin tt • cosec fl 


Hiermit ist zugleich die Linie r 
coostriürt- 


cosec fl 


Hiermit ist zugleich die Linie r 
con.struirt. 

0} Die Linien r>cos tt>cos fl 
r>cos tt»tg ß 
r»eos a cot ß 


sin ß 
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r«c«i tt.t€e ß 
r*coi a»cotec ß 

tn zeichnen. 

I. Für r*coi n.cM ß zeichne ^ ACI> 
:±a, ACB = ßt nimm den zweiten Schen- 
kel CD Ton n = r, falle das Loth DE 
auf den gemeinschaftlichen Schenkel AC^ 
zeichne aus C den Hogen EB bis in die 
Richtung CB des zweiten Schenkels von 
ßj falle das Loth BE auf den gemein- 
schaftlichen Schenkel AC^ so ist 
CF = TTOI «TO# ß 


Flg. 448. 



Denn es ist CE = CD cos a = r*coi « 
daher BC = CE = r cos a 
Da nun CF = BC cos ß 
BO ist auch CF = r-co# n.cos ß 


Hiermit ist zugleich die Linie 

® sec ß 


construirt. 

II. Für r«co# a.tg ß zeichne die beiden 
/' rt und ß, nimm f’D = r, falle auf den 
gemeinschaftlichen Schenkel AC das Loth 
DK, 80 ist das zwischen beiden Schen- 
keln von ß Hegende Stück desselben = 
r.ro# a.tgß 

Denn es ist CE = CD cos n = r.cos a 


also EG = CE tß ß — r-cos a»tg ß 


Hiermit ist zugleich die Linie r- 
construirt. 


cos n 
cot ß 


UL Für r • CO# « . cot con.Htniire wie 
ad 2, errichte im Scheitel C auf dem ge- 
meinschaftlichen Schenkel .ff’ das Loth 
r/f, zeichne aus C den Quadrant K/ff/, 
ziehe aus // die Parallele HJ mit AC bU 
in die Richtung des zweiten Schenkels CB 
von ßt falle aus J das Loth JA auf At\ 
so ist AC= r.cos tt.cot ß 
Denn es ist 

CH ^CE^CDcot « ssr.co# n 
Nun ist AC = HJ = CH ■ cot ß 
woraus AC = r cos n» cot ß 


Hiermit ist zugleich die Linie r* 


cos n 
tßß 


construirt. 

IV. Für r • CO# rt . sec ß construire wie 
ad 2, so ist der durch aas Loth DE auf 


dem sweiten Schenkel von ß abgeschnit- 
tene Theil CG = r cos n soc ß 

Denn es ist CE = CD cos « = r.cos o 
und CC = CK #«c;5 = r.co#«*#ec/J 

Hiermit ist zugleich die Linie r * ^ 

cos ß 

construirt. 

V. Für r eo# «.co#M ^ construire wie 
ad 3, so ist das von der Parallele HJ auf 
dem zweiten Schenkel von ß abgeschnit- 
tene Stück CJ = r co# « • cosec ß 
Denn es ist 

CJ = CH cosec HJC = CH-cosec ß 
CH = CE = CD cos n — r cos « 
folglich CJ = r eo# o • cosec ß 

Hiermit ist zugleich die Linie r-^f* ” 

* #tf# ß 

construirt. 

10) Die Linien r tfig ß 
r lg a*cot ß 
r.tg tfsec ß 
r.tg u • cosec ß 

zu zeichnen. 

I. Für r»ig n>tg ß zeichne ACD = «, 
.ICK = nimm auf dem gemeinschaft- 
lichen Schenkel AC das Stück CE = r, 
errichte in K auf AC das Loth ED bU 
in die Richtung des zweiten Schenkels 

Fig. 449. 



von «, errichte in C auf AC das Lulh 
CK, ziehe DF bis in die Richtung von 
CF die mit .4C parallele DF, zeichne 
aus C den Quadrant K.4, errichte in .4 
auf .4C ein Loth v4// bis in die Richtung 
des zweiten Schenkel.« von ß, so ist 
AB = r»tg tftg ß 

Denn es ist AB ^ AC lg ß 
AC = CF- DE = CE lg a = r lg n 
folglich AB = r-tg a>tg ß 

Hiermit ist zugleich die Linie r-— ^ 

col fi 

constrnirt. 

11. Für r.tg n • cot ß nimm wieder CE 
= r, errichte auf A(' das Loth ED bis in 
den 2ten Schenkel von «, ziehe DG 4 - i4f- 
bis in die Richtung des zweiten Schen- 
kels von ßf fälle das Loth C//tanf A(\ 
so ist CH = r*co# n cot ß 
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Denn es ist CB = GB»e«t ß 

GB = DB = CE- lg tt 

folglich CH = r-tg a col ß 

Hiermit ist zugleich die Linie r* 

coostruirt. 


lg n 

tgß 


lU. Für r*lg a - $ee ß construire wie 
ad 1 , so ist das von dem Loth Aß auf 
dem zweiten Schenkel von ß abgeschnit* 
tcne Stück CB = r.tg n*sec ß. 

Denn es ist BC = AC*sec ß 
AC= CFsz DE = CE. lg a = r lg a 
/btglich BC = r tg ff sec ß 

Hiermit ist zugleich die Linie ^ 
® cos ß 

constmirt. 


IV. Für r • ff roMc ^ construire wie 
ad 2, so ist das von der Parallelen DG auf 
dem zweiten Schenkel von ß abgeschnit* 
tene Stück CG^r,tg a cosec ß. 

Denn es ist CG = GH »cosee ß 
GH = DR = CE lg tt= r. lg n 
folglich CG z:r lg n cosee ß 

Hiermit ist zugleich die Linie r-*?— , 
^ im ß 

construirt. 

11) Die Linien r.colfccot^ 
r cot tfsec ß 
r cot (fcosec ß 

zu zeichnen. 

I. Für r.col wcot ß errichte im Schei- 
tel C auf dem gemeinschaftlichen Schen- 
kel .IC ein Loth (’F, nimm TF= r, ziehe 
ED f. AC bis in die Richtung des zwei- 
ten Schenkels von ff, falle das Loth DE 
auf A(\ zeichne aus V den (Quadrant F7, 
ziehe JK -^ AC bis in die Richtung des 
zweiten Schenkels von falle das Loth 
KL auf A(\ so ist da.s von AC dadurch 
ahgeschnittene Stück CL s= r»cot n.col ß 

Denn es ist 

CL — KL. cot ß Ä CJ.cot ß = CE.cot ß 
aber CE — DE*col « = CF cot r cot tt 
folglich CL = r^cot tfcol ß 


Hiermit ist zugleich die Linie r> 
construirt. 


cot f< 
tgß 


II. Für r = cot reife ß nimm wieder 
CF=rt ziehe FD^' AC bis in die Rich- 
tung des zweiten Schenkels von rt, fälle 
das Loth DE auf ACt so ist das dadurch 
von dem zweiten Schenkel ßC von ß ab- 
geschnittene Stück CH = r cot n*sec ß 
Denn es ist CH = CE>sec ß 
CE = DE cot n = CF. cot tt sir . cot n 
folglich CH = r cot u»sec ß 

Hiermit ist zugleich die Linie 

^ cos ß 

construirt. 

HL Für r,coi a^cosec ß construire wie 


ad 1 , 80 ist das von JE auf dem zweiten 
Schenkel BC von ß abgeschnittene Stück 
CK = r*cot re • cosec fl 

Denn es ist CK ^ KL cosec ß 
KL = CJ = CE= DE-cot n ~ CF. cot « 

= r.col cc 

folglich CK =T.coi ff cosec ß. 

Hiermit ist zugleich die Linie 

® zm ß 

construirt 

12) Die Linien r.acca»ifc/9 
r»sec a'cosec ß 
r»coiec tfcosec ß 

zu zeichnen. 

1. Für r ifcwzfc^ zeichne ^ ACD 
= Cf, ^ACB = ß^ nimm auf dem gemein- 
schaiftlichen Schenkel AC ein Stuck CE 
= r, errichte in E auf AC ein Loth ED 


Fig. 450. 



bis in die Richtung des zweiten Schen- 
kels von ff, zeichne aus C den Rogen 
DA, errichte in A auf ir das Loth .\B 
bis in die Richtung des zweiten Schen- 
kels von ßy so ist das von «lemsolben ab- 
geschnittene Stück CB dieses Schenkels 
= r • *fc ff • sec ß 

Denn es ist CB = CA.ser ß 
CA = CD — CE»*ec n = r-*ec a 
folglich CB = r sec a*secß 

Hiermit ist zugleich die Linie 

^ cos ß 

construirt. 

11. Für r-ifc ff Tozfc /? nimm wieder 
CE = r^ errichte das Loth ED bis in die 
Richtung des zweiten Schenkels von ft, 
errichte ferner im Scheitel C anf dem- 
selben Schenkel AC ein Loth CF, zeichne 
ans C den Bogen DF und ziehe aus F 
die mit AC parallele Linie E'G bis in die 
Richtung des zweiten Schenkels von ß, 
so ist das dadurch anf dem Schenkel ab- 
geschnittene Stück CG -r sec a cosec ß. 

Denn es ist 

CG — CF cosec CGF — CF cosec ß 
CF = CD — CE sec n = r.sec n 
folglich CG^r^uc a. cosec ß. 
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Hiermit ist zucleich die Linie 

^ $tn {i 

constrnirt. 

11t. Für r»coffc n»co$ecfl errichte im 
Scheitel C auf dem gemeinschaftlichen 
Schenkel AC ein Loth ('h\ nimm auf 
demselhon vom tScheitcl C aus ein Stück 
ziehe aus H eine mit .IC paral- 
lele nh bis in die Richtiiiiß: des zweiten 
Schenkels von a, zeichne aus (■ den Hö- 
pen I)h\ ziehe aus F eine mit AC pa- 
rallele FG bis in die Richtung des zwei- 
ten Schenkels von /?, so i.*<t das von 
demselben abpesebnittene Stück CG = 
r • cotec « . cojtec ß 
Denn es ist 


CG = CF ectee CGF = CF coiee ß 
CF = CD= DE cosec n = CH-coscc a 
= r cosec a 

folplich CG = r coaec ffcosec ß 

Hiermit ist znpleich die Linie r/***^^ ” 

StA ß 

construirt. 

13) In D und F werden die Bopeii 
construirt, wenn deren trigonometrische 
Functionen durch den Quotient zweier 
Linien pepeben werden. Aus G und L 
entspringen Aufgaben für die Constructio- 
neu von Hegen, deren trigonometrische 
Functionen durch trigonom. Functionen 
zweier bekannten Winkel gegeben sind. 
Als zu zeichnen: 


u. s. wr. bis 


/ . . sin tt 

arc \ stn = sin rr • sin ß^ ■ — = 

\ cosec ß 

arc {cos = stn rr • sin ß ~ n. 8. w.) 
arc {tg = sin rr • sin ß = U. s. w.) 


1 

cosec u • cosec 


i) 


( cosec n 1 

cosec = cosec a • cosec d = - . , - = — r ; — 

sin ß sin a *sin ß< 


Im Ganzen 6x21 = 126 Aufgaben. 

Von diesen sollen hier beispielsweise 
einige gelüst werden. 

I. Zu zeichnen nre (fin = — 

V sin ff/ 

Die Auflösung ist möglich wenn ß< o, 
weil sin immer ein achter Bruch ist. 
Zeichne ACH = ß, /_ACD = Uy nimm 
den gemeinschaftlichen Schenkel AC bei- 
der 2. = dem Itadiu.s = 1 , falle da.s Loth 
AD auf den zweiten Schenkel von n, 
zeichne aus A den Hogeii DH bis in die 
Richtung des zweiten Schenkels von ff, 

Fig. 451. 


w 

^ 






> 

k 




ziehe Aff, so .sind die ^ ADC (j*) und 
AHF{x') die / der verlangten Hogen. 

Denn es ist Aff, also auch Aff = 
AC sin rr = sin rr 

Ferner ist das von A auf den zweiten 
Schenkel von ß zu denkende Loth 


AE sowohl = AC sin ß = sin ß 
als auch 

= AB‘Sin X = sin rr «sin x = sin n «sin x* 
daher ist 

sin /9 = sin n-sin x = sin n*sin x’ 

folglich sin x und sin x* = *!" ~ 
sin rr 

II. Zu zeichnen rtrc(ros = l! — I 
\ 5tn rr/ 

Auch hier mufs wie in 1, ß< » sein. 
Nimm rr, ß und .IC wie in 1, falle die 
Lothe Aff, AfC, beschreibe aus A den 
Hogen ffff, ziehe 6'A, so sind die GAK 
= y und dessen Brpnziing zu 4 Rechten 
die Zentriwinkel der verlangten Hogen. 
Denn es ist 

Aff = AC sin rr = siM rt 
also auch AG sin rt 
ferner AE = AC.sin ß = sin ß 
und zugleich 

.'IK = A(7-cos i; = sin a»cos y 

folglich cos y= 

® sin rr 

TII. Zii zeichnen arc(tn = 

\ * sin rt' 

Nimm die gerade Linie .lC=dem Ra- 
dius = l, zeichne an C den Z -dCÄ = rr, 
und von AC aus nach der anderen Rich- 
tung den ^ A(*ff = >■?, zeichne die Sinusse 
Aff = sin IC und .-lff = stn ß, aus A die 
Linie AE 4= dem zweiten Schenkel dos 
Winkels ß im Zahler, ans A den Hogen 
ßff, ziehe fffc', so ist ^ AED = i der 
Centriwinkel des verlangten Bogens. 
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Fig, 452. 


Denn es ist AK = AH ^ un n 
AK.tg i=^ AI)^$inß 

folglich /ff » = 

^ sin K 

IV. Zu teicbnen arc (cot = 

V sin «f 

Bei derselben Constrnction (Fig. 452) 
ist ^ ADE = u der verlangte Centri- 
winkel. 

V. Zu zeichnen rtrcf*cc= 

Nimm 0^4 = 1 , zeichne an C von CA 
ab zu beiden Seiten die Z. ACH =:a und 
ACD = ßf falle die Sinns AB = iin a und 
AD=sin ßt zeichne ans A den Bogen 
DE bis in die Richtung von CB, ziehe 
AE so ist Z BAE = e (fcr verlangte Cen- 
triwiiikel. 


Fig. 453. 



Denn es ist 

AB »sec t^AE=AD — sin ß 
AB = «in a 
- , , lifi ß 

folglich «ec c = ' 

sin R 

Wenn AD< AB so schneidet der Bo» 
gen DE innerhalb AH und die Aufgabe 
ist unmüglicb, denn sect ist immer > 1. 

VI. Zn zeichnen <irc (eosec — 

V sin aß 

Bei derselben Constrnction (Fig. 453) 
ist z AEB = to der verlangte Centri- 
winkel. 


14) Die ConstmctioD folgender Bogen 
führt zu interessanten und für die ganze 
Trigonometrie höchst wichtigen Gesetzen, 
nämlich die Constrnction von 

1. nrcfsin = sin a cos ß + cos n sin ß) 
II. arc(ros = cos a-cos ß — sin n.sin ß) 
Man findet für alle mnglichen Werthe 
von ft und ß, dafs der verlangte Bogen 
für beide Aufgaben derselbe ist, und zwar 
= nrc (a -f- ß), wie nachgewiesen werden 
soll. 

1. Wenn die Schenkel von ß beide im 
ersten Quadrant liegen. 


Fig. 454. 



Zeichne z ACH = n und z BCD = ß, 
beschreibe mit v4C = 1 den Bogen ABO, 
so ist dieser Bogen, also arc (n + ß) der 
verlangte. 

Denn fällt man die Lothe DE auf BC, 
EG nnd DH auf AC, EF auf DH, so ist 
erstens: ./FDF=a 

FH — EG — CE sin n ~ cos ß*sin a 
DF = DE’ cos EDF^sin ß»cos a 
DH~ sin (« ß) = FH + DF 
oder I. sin(a + /?) = sin n»cos ßAcos a«sin ß 
Zweitens ist: 

CG = CE • cos ff = cos ß*cos a 
GH = KF = DE »sin EDF = sin ß*sin a 
CH -_cos (ff i ß) =^G - GH 
oder II. cos (« + /?) = cos ß — sin «»sin ß 
II. Wenn der eine Schenkel von ß im 
ersten, der andere im zweiten Quadrant 
liegt. 


Fig. 4.’)5. 
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Es ist wieder der Bogen rn dem Cen- 
triwinkel (« + ß) der verlangte. Denn 
bei derselben Construction wie in Fig. 454, 
wobei die Lothe f)E^ EG und EE auf 
die VerUngcrungen von ßC, ^tCund DH 
fallen, hat man: 

Erstens EDE= ^ DEG = jl ECG = n 
ra = EG - CE . «in ECG = CE^Cin « 
CE =- co$ DCE = cos (180'^ — ß) 

= — ros ß 

folglich EH — - sin n • co» ß 

Noch ist DE = DE-cos EDE = DE^*cos a 
DE = siti DCE sin{\^(C — ß)~ sin ß 
folglich DE ^ sin ß>cos « 

Nun ist lin (« 4* ß) = DH = — EH -J DE 
folglich 

1. si/i (« + /J) = lin «TOI ß cos u • «in ß 
Zweitens ist 

CG = CE • cos EICG = — cot ß • coi m 
und (iH — EE = DE, sin EDE — tinß^tin rc 
und CH = — cot {a ß) = CG 4 GH 
oder ^ CO* (rt -f ß) 

— — cot n • ros ß 4 »*»• n • »»« ß 
oder II. cos (n 4 ß) 

■= rot ffcos ß ^ sin <t«*tn ß 
111. Wenn der eine Schenkel von ß im 
ersten, der amlore im dritten (Quadrant 
liecl. 

Der Dogen zu dem Centriwinkel =(»» 4,S) 
ist der verlangte. Denn bei derselben 
Construction wie in Fig. 456 hat man 
Erstens: />// = iin DCH 

= sin (« 4 ^ — 180“^ = — *in (« 4 ß) 
oder lin (« 4 = — DH = - {DE-i- EH) 

Nun ist EH = EG = CE . sin ECG 

= cot DCE «lin ECG 
Oller EH = coi (d — 180^ lin n 

= — cos ß sin n 
ferner ist DE = DE •ros EDE 
= sin(i-l80^*cos EDE — — sin ß.cos EDE 
aber EDE = Z ECG = €t 
also DE = — lin ß'Cos u 
folglich 

EH 4 de = — C05 ß • lin a — sin ß • cot n 


Fig. 45G. 



oder I. im (« 4 /?) = — (l^/f 4 DF) 

= st» n»eot /9 4co* a.iin ß 

Zweitens ist CH -cot DCH 

= COI (rt 4 d ~ 1 = — COI (a 4 ß) 

oder cos{n-i-ß) = -CH-- {CG - GH) 
aber CG = CE-cos ECG 

= COI (d — 180°) COI « = — cos ß'cot n 
ferner ist GH = KF= DE sin EDF 

= fi» (d~ 180 °). sin « = — lin /J*im a 
folglich 

CG — GH — — cot ß» cos «4 sin ß • *»» « 
und II. COI (« 4 d) = ~ 

= COI a »cos ß lin n «lin ß 
IV’. Wenn ein Schenkel von ß im er- 
.sten, der andere im vierten Quadrant liegt, 
arr (u 4 ß) ist der verlangte Bogen. 

Denn constrairt man wie in Fig. 456, 
so hat man 


Fig. 457. 



Erstens DH = sin DCH 

— sin [360° - (« 4 d)3 = *■ •*" (« + /!) 
Nun ist DH = DE 4 EH 
ferner ist EH = EG^CE tin ECG 

= COI (d“ 180°) • lin rt = — COI ß»sin « 
und DF= DE'Cos EDE 
;-*iHOJ-180°)*roi KDG = ~ sinß^eot EDF 
= — lin ß»cos ECG = — lin /?• coi ii 
folglich I- — D// = iin(«4d) 

:=iinR*coi d 4 COI rr*iin ß 
Zweitens ist CH = — CC 4 HG 
aber C6' = rK*coi ECG 

= COI (d - 180°) »cot ß> cot a 
and HG = EE = DE • sin EDF 

= iin(d— 180 °) »lin n = — lin d*«» « 
folglich 

II. CD=coi(o4d) = coi tt‘Cosßsin(t>siHß 
V. Wenn beide Schenkel von ß im 
zweiten Quadrant liegen. Constrairt man 
wie in Fig. 454, so ist wieder arc {a 4 ß) 
der verlangte Bogen; denn man hat 
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Entens DU = FU — DF 
aber FH = EG = CE. tin ECO 
= C£- fi» (ISO” — n)=coj /S-j«ii(l80'’— n) 
= co$ ^.iin ft 

und DF = DE. cot EDF — lin ß • cot EDF 
— lif» ß • cot ECG = rin ß • cof (180”—a) 
= — «in ß-cot o 
folglich 

I. DH=tiH{tt + ß) =»in a-cotß + cottt-tinß 
Zweiten« ist CU — cot DCH 

= cot [180° — (o + jj)] = — eoi ( n + (9) 
nnd zngleich CH = CG + GH 
aber CG = CE ■ cot ECG 

= eot ß-cot{lS0°—o) = — cot a.cot ß 
nnd GH=EF= DE tin EDF 

~ fin ß > «in (180° — n) = «in ß • «in rr 
folglich 

li. — Cff = co«(«+^)=co« ft *co«,i- «in« •lirtj'? 

VI. Wenn ein Schenkel Ton ß im zwei- 
ten, der andere im dritten Quadrant liegt. 
arc(n + ^ Ut der verlangte Bogen; denn 
constniirt man wie in Kig. 458, «o hat man 


Fig. 4.5!). 



Ersten« DH = «in DCH = «in (n + /» - 1 80°) 
= - «in (ft + ß) 

zngleich DH = DF- FH = - FH + DF 
aber FH = EG = CE «in ECO 

= cot ß-tin (180° — ft) = CO« ß-tin n 
und OF= DE -rot EDF=tin ß-cot EDF 
— tinß * cot ECG = «in ß • rot (180°— n) 
= - tin ß- cot ft 


also DH = — «in « • cot ß — cot a • «in ß 
folglich 

I. —DH =«in(n-b/J) = «in a-cotßß-coia.tin ß 
Zweiten« i«t CH = cot DCH 

= CO« (ft -f- /9 — 1 80°) — — cot (ft -b ß) 
zngleich CH = CG + GH 
aber CG=CB cot ECG 

= cot ß • cot (I80°— ft) = — cot ß • cot ft 
und GH = EF=DE.tin EDF 

— tinß^tin (I80°— ft) = «in /?• «in « 
daher CH — «in r - «in ß — cot a ■ cot ß 
folglich II. - CU = cot(a + ß) 

— cot B • CO« ß — «in B • «in ß 

VII. Wenn ein Schenkel von ß im 
zweiten und der andere im vierten Qua- 
drant liegt, arc (« + ß) ist der verlangte 
Bogen, denn construirt mau wie Fig. 459, 
«o hat man 

Erstens DH = «in DCH = [360° -(«-)- /*)] 
= - «in (ft + ß) 
zugleich ist DH = DF.^ FH 
aber FH = EG = CK «in GCE 

= CO« (180°-;») -«in (180°- n) 

= — cot ß.tin n 
und DF = DE. cot EDF 

= «in (180° -,■»)• CO« GCE 

— «in ß • cot (180° — ft) = — «in ß • rot « 
also DH = — («in ft • cot ß 4 cot rt • «in ß) 
folglich I. — DH = «in (« + 

= «in R* CO« ß + cot n-«in ß 



Fig. 4C.0. 


Zweitens ist CH — cot ACH 

— cot [360° — (ft -b ß)] = cot (rt -b ß) 
zugleich ist CH = CG — GH 
aber CG = CE cot ECG 

= CO« (1 80° - ;!)• CO« (1 80°- ft) 

= (- cot ß) (— cot ft) = CO« ft • CO« ß 

und GH = EF= DE tin EDF 
= «in(180°-/») »in (180°- n) 

= «in ß- tin n 
folglich IL Cif — cot (ft ß-ß) 

= cot II ’cot ß — «in II • tin ß 
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VIII. Wenn beide Schenkel von ß im 
dritten Quadrant Hepen. arc (« + ß) ist 
der verlanp^e Hojjen; denn construirt man 
wie in Fig. 460, .so hat man 


Fijx. 461. 



Ersten.s DU = sin DCIl = «i« (« -|- /3— 180*^ 
= — sin (« -i ß) 
zugleich Lst 1)11 ~ DF + FH 
aber FH = EG = CR-sin ECG 

= CK -sin (rt — 180") = — CE »«in a 

— — cos ß • sin n 

und DF = DE. ros KDF = DE- cos ECG 
= DE - cos («t — 1 80°) = — DE • cos a 

— — sin ß*cos tt 

folglich I. — DH = sin (n + ß) 

= sin a.cos ß + cos o «sin ß 

Zweitens ist CH — cos DCH 

= cos (o + /? - 180°) = - cos (« + ß) 

zugleich ist CH = CG — GH 

aber CG — CE • cos ECG 

— cosß- cos (« — 1 80°) = — cos (t • cos ß 

und 67/ = EF = DE - sin EOF 

= sin ß • sin (n— 180°) = — sin a • sin ß 

also CH = — cos ft • cos ß + »in « • »in ß 
folglich II. — CH = cos (ff -f ß) 

= cos ff • cos ß — sin a • sin ß 

IX. Wenn ein Schenkel von ß iin drit- 
ten, der andere im vierten Quadrant liegt, 
nrc (ft + ß) ist der verlangte Hogen, denn 
construirt man wie in Fig. 461, so hat man 


Fig. 402. 



Erstens DH = »in ACD = sin [360°— (n +ß)] 
= - sin («. 4- ß) 

zugleich ist DH = DF + FH 

aber FH = EG = CE sin ECG 

= cos ß • sin (ff - 180°) = - cos ß • sin n 

und DF= DE • ros EDF = DE • cos ECG 
= DE - cos ('t - 180°) = — DE • cos a 
= — sin ß - cos a 

folgt l. — DII = sin (ft -f ß) 

= sin ff - cos ß -f- cos n • sin ß 
Zweitens ist CH = cos ACD 

= cos [360° — (rt -|- /?)] = cos (n -h ß) 

zugleich ist CH = -CG+GH 
aber CG — CF^-cos ECG = CE. cos (n— 180°) 
= CE - cos K = — cos ß • cos fl 

und GH=EF= DE. sin EDF 

= DE -sin (rt — 180°) = — DE -sin a 
= — sin ß- »in rt 

folglich li. CH = cos (rt + ß) 

= cos (t - cos ß — sin rt • sin ß 

X. Wenn beide Schenkel von ß im 
vierten Quadrant liegen, arc (« + ß) ist 
der verlangte Bogen; denn construirt man 
wie in Fig. 462, so hat man 


Fig. 463. 



Erstens DH = sin ACD 

= sin [360° - (rt 4- ,3)] = - sin (« 4 ß) 

zugleich ist DH = FH - DF 

aber FH = EG = CE sin ECG 

= CE - sin (360° — rt) = — CE sin « 

= — .sin rt • cos ß 

und DF = DE. cos EDF = DE cos ECG 
= DE . cos (360°- rt) = DE. cos a 
= sin ß.cos rt 

folglich 1. — DH = sin(fti-ß) 

= sin ft cos ß -{■ cos rt.sin ß 

Zweitens ist CH = cos ACD 

= cos [360°- (rt 4- /?)] = cos (ft 4- ß) 

zugleich ist CH = CG 4- GH 

aber CG - CE. cos ECG = C£>co» (360° - r.) 
= CE cos rt = cos ß . cos ft , 

und GH= EF-DE.sin EDF 
^ = sin ß ■ sin (360° — o) = — »in ß • si«^ 

folglich II. CH = cos (ft 4- ß) 

= cos ft . cos ß — sin n . »in ß 
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Mit den vorstehenden 10 Constmetionen 
ist mithin die Allgemeingültigkeit der bei- 
den Sätze 

I. «in(« + ^) = »in n.co» roi n.iin 

II. cos(a-f ^) = coi R.cos ,'t — sin R.zirl 
nachgewiesen. 

lö. Die Construction folgender Dogen 
sind für die Trigonometrie von eben sol- 
cher Wichtigkeit, wie die in No. 14. 

III. orcfsin = sin n.cos ,1 - cos n.sin ß) 

IV. are{ro$ =cos n cot ß + sin « sin ,9) 
zu zeichnen. Man findet für alle mög- 
lichen Werthe von a und dafs der ver- 
langte Bogen für beide Aufgaben derselbe 
i.st und zwar = arc (« — ß) wie nacbgewie- 
sen werden soll. 

I. Wenn die Schenkel von ß beide im 
ersten Quadrant liegen. 

Zeichne z -d CD = n, /_BCD = ß und 
mit dem llalbines.ser AC = 1 aus C den 
Bogen AH, so ist die.ser Dogen, also 
arc (« — ß) der verlangte. 

Denn lallt mau die i.othe Hh' auf CI), 
Fd und BH auf AC. IIJ auf FG und FF 
auf die verlängerte IUI, so hat mau 
Krstens BH = EH - BE 
aber EH — FG = CF.tin « = cos ß.tin n 
und BEct BF*cot EBF = sin ß.cot EBF 
= sin ß-coi a 

föipch“ni.*fiÄ- BE^Bir= sin (o - ß) 
= sin «.cos ß — cot a ■ sin ß 


Fig. 464. 



Da nun ^ EBF= ^FCG = - n 

so ist cot EBF=z cot (180° — n) = — cot a 
daher ist BE — — sin ß cot a 
i. BH — sin (« — ß) 

= sin n ■ cot ß ~ cot a . sin ß 


Fig. 465. 



Zweitens i.st CH - CG f GH 
aber CG = CF cot FCG 

= cos ß • cos (130° - «) = — cos ß,cot ft 
und GH = F,F= BF t\n EBF 

— sin ß‘ sin ( 1 80° — «) = sin ß •tin « 
folglich 1 1. CH = cos (« — ß) 

= cot n - cos ,4 -b sin « • sin /? 

VI. Wenn der eine Schenkel von ß im 
ersten, der andere im <lritten Quadrant 
liegt, arc (a-ß) ist wieder der verlangte, 
denn man hat bei der Construction wie 
Fig. 465 

Erstens BH — EH + BE 
aber EH = FG=CF.tin FCG 
= cot (180°-/!) . sin (« - 180°) 

= (— cos ,4) (- sin ft) = cos ß. sin « 
ferner BE = BF cot EBF 

=sin(180°- ^).cos EBF—tinß.cot EBF 
da nun Z EBF = ^ FCG = « - 180° 
so ist BE = sin ß • cot (n - 180°) 

= — sin ß.cot ft 

folglich III. £// = sin (ft— /!) 

= sin n.cot ß — cot n.sin ß 


ß folglich 


Zweitens ist CH = CG + GH 
aber CG ^CF cot n = cos ß • cos « 
nnd GH = BJ = BF.tin BFJ = BF tin a 
= sin ß- tin n 

folglich IV. CH = cos (.a-ß) 

= cos II . cos ß 4- tin ft • sin ß 
II. Wenn ein Schenkel von ß im ersten, 
der andere im zweiten Quadrant liegt, ist 
arc(a — ß) der verlangte Dogen. Denn bei 
der Construction wie in Fig. 464 hat mau 
Erstens BH= BE+EH 
aber BH=FG= CF sin FCG 

= cos ß.tin (180° - n) = cos ß ■ sin r 
ferner BE= BF. cot EBF —tin ß.cot EBF 


Fig. 466. 
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Zweitens ist CH = CG — GH 
aber CG = CF. cos FCG 

= coi (180°-^). CO» (rt-180®) 

= (— cos ft) (— CO» tt) =: COS a . cos ft 
Qud GH= KF= BF sin EBF 

= »ii» (180®-/9) . »in (ir-180^ 

= sin ft (— »in «) = — »in n »in ft 
fulgUch IV. Cii = cot{n — ft) 

= COS n.cos -f »in n . »in ft 

IV. Wenn der eine Schenkel von ft im 
ersten, der andere ira vierten Quadrant 
liegt. arc(«— /5) Ut wieder der verlangte 
Bogen; denn bei der Constnietion wie 
Fig. 4G6 hat man 
Krstens BH s EH + BE 
aber EH^FG=CF sin FCG= CF.sin ACU 
= CO» OJ- 180°) . »in (360'*-«) 

= (— cos ft) (— »in «) = »in a cos ß 
und BE= BF cos EBF 

= »in iß — 180°)» CO» EBF 
= — »in ft. cos EBF^— »in ft. cos FCG 
= ~ »in ft. cos (360°— «) = — co»«.»in/J 
folglich 111. BH = sin(n — ft) 

= sin a . cos ft — oostt. »in ft 


Fig. 467. 



Zweitens Ut CH = — CG + GH 
aber CG“ CF. cos FCG 

= fo» (/i - 180°) ■ cos (360°- «) 

= (— cos ft) cos « = — cos « • cos ft 
und GH:=EF= BF. sin EBF 

= »in ()}- 180°) . »in (360°- o) 
s= (— »in ft) (— »in «) = »in « ■ »in ß 
följHch"! V. CH = CO» (n - ft) 

= cos « . CO» ß 


Fig. 468. 



V. Wenn beide Schenkel von ß im 
zweiten Quadrant liegen. arc(n-^) ist 
der verlangte Bogen ; denn construirt man 
wie Fig. 467, so hat man 

Krstens BH = BE^ EH 
aber EH = FG = CF . »in FCG 

= cos ft. sin (180° — «)= cos ft . »in « 
und BE = BF. cos EBF = BF . cos FCG 
= »in ft ■ cos (180° — «) = — »in ft. cos tt 
folgliclT lU. BH = sitt {n — ft) 

= »in « . cos ft — cos n • »in ft 
Zweitens Ut CH ~ cos BCH = — cos BCA 
= — cos (« — ß) 

und zugleich CH = CG — <?// 
aber ('6' = CF ros FCG 

= cos ft . cos (180° — ft) = — cos ft. cot a 
uud GH = EF = BF »in EBF 

= »in ft »in (18 0° — r » ) = »in »in « 

daher CH = - cos (« — /sj 

= — cos a-cos ft — »in cc »in ft 
folglich IV. co»(n — jS) 

= CO» ft • cos ft + »in a . »in ft 

VI. Wenn ein Schenkel von ft im 
zweiteu, der andere im dritten Quadrant 
liegt arc(a^ft) Ut der verlangte Bogen; 
denn constmirt man wie Fig. 468, so bat 
man 

Krstens BH = »in BCH = »in BCA 
= »in (ft— /?) = — EH 4- BE 
aber EH = FG = CF sin FCG 

= Cf', »in (a— 180°) = ro» /J (- sin n) 
= — »in ft cos ft 

und BE — BF cos EBF = BF. cos FCG 
— »in ft ros (« — 1 80°) = *- »in ft cos n 
folglich III. BH = sin(a — ft) 

= sin a cos ft — cos u.sin ft 


Fig. 469. 



Zweitens Ut CH = ro« BCH 

— cot [180° — (ft - /!)] = — ro» (« — ft) 

zugleich Ut CH — CG GH 
aber CG = CF cos FCG 

= ros ft cos (n - 1 80°) ro» ^ ( - cos a) 
= — cos ff ros ß 
und GH = EF ~ BF »in EBF 

= »in ;^-»m (« — 180 °) = — »in «. »in ft 
folglich IV. — CH = cos {a — ft) 

cos a .cos ft + sin a • sin ft 
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Vn. Wenn ein Schenkel von ß im 
zweiten, und der andere ini vierten Qua- 
drant liefift. örr(a — ist der verlangte 
Bogen ; denn construirt man wie Fig. 469, 
80 oat man 


Fig. 470. 



Erstens BH = sin BCU - sin BCA 
= nn (ff — /S) 

zugleich ist BH = HE - BK 
aber W£= Fß= CE^sin FCG^CE.sin ACD 
= roi(180''-,‘#) sin (360''-«) 

= (— ros fl) (— sin «) = sin «.ros fl 
und BE ~ BF • ros KBF= HF . ros Ft*G 
=s4n(180°— ros(360^— «)=stn/?.r«s ff 
folglich III. BH=sin(a-fl) 

= sin ff. res fl — ros n sin fl 

Zweitens ist CH = cos BCH = - cos BCA 
= — cos (ff — fl) 
zugleich ist CH = CG + GH 
aber C'(7= CF. cos FCG 

= ros (1 80° - yj) . ros (360° - «) 

= (— ros fl) . cos re s: — ros ti • rus fl 
und GH s KF- BF. sin KBF± BF. sin FCG 
= sin (180°-^) . si» (360°- «) 

= sin fl (- sin «) s — sin ff ■ sin fl 
folglich IV. — CH = cos (rt — ß) 

s ros ff . cos fl *1 sin ft . sin fl 

VIII. Wenn l^eide Schenkel von fl im 
dritten Quadrant liegen. arr{n^fl) ist 
der verlangte Bogen; denn construirt man 
wie Fig. 470, so erhält man 


Fiff. 471. 



Erstens Äff = si» BCH 

= sin (n — ß — 180'^ = - sin (n-/J) 
lugleirh ist Äff = EH - EB 
aber EH = EG = CE. sin ECG 

= ros ^ . sin (a - 180°) = rosß {- sin n) 
= — sin ff • ros fl 

und BE= BEcns EBF^ BE cos ECO 
= BE. cos (n - 180°) = - IIE . cos » 

= — ros ff ■ sin ß 
folglich III. BH = - sin (a-fl) 

= — sin ff ros fl + <*os rt . sin fl 
und sin (« — ;#) = sin n.cos fl — ros n si« fl 
Zweiten« ist CH = ros BCH 

= ros (ff — /J — 180°) = — ros (« ß) 
zugleich ist CH ^ CG + GH 
aber CG = CF cos (« — 180°) 

— ros fl (— ros «) Ä — cos tt cos fl 
und 67/ = EF^ BF sin EBF 

— »iff fl-sin (ff— 180°) s — sin fl sin ff 
also CH ~ — (r/»s « ros fl | sin «.sin /t) 
folglich IV. - CH = ros (« — fl) 

= cos tt.cos fl -|- sin o.fiii ß 
IX. Wenn ein .Schenkel von fl im drit- 
ten, der andere im vierten Quadrant liegt. 
ffrr(ff— /9) ist der verlangte Bogen; deiiu 
construirt man wie Fig. 471, soerhäit man 

Fig. 472. 



Ersten.« BH — sin(tf— ,‘?—l 80°) = — sin (« ~fl) 
zugleich ist BU — RE-\- EH 
aber EH = FG =r CF sin FCG 

= CF sin (360°- a) = ~CF. sin a 
— — cos ft . sin « 

und HE=BF. cos EBF = BF cos I^TG 
= BF . cos (360° — «) = BF . cos « 

= sin fl . ros « 

daher tll —/?// = sin (« — ,^) 

= sin n.cos fl — ros « - sin fl 
Zweitens ist CH = cos BCH 

= cos (ff — /J — l.S0°) rt* — ros (ff fl) 
zugleich CH — — f'6’ GH 
aber CG = C.F ros FCG = CF.cos (360° «) 
“ CF ■ cos fr ;= ros fl ■ cos « 
und GH = KF “ BF sin EBF 

— BF. sin FCG - BF sin (360° - «) 

~ BF . { sin «) T sin fl ■ sin « 
daher CH = — ros « . cos fl - sin « . sin fl 
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folglich IV. roi (rt — ß) 

= ros n ■ ros ß + sin n ■ sin ß 
X. Wenn beide .Schenkel im vierten 
Quadrant liegen. arr(«-,t) ist der ver- 
langte Bogen; denn construirt man wie 
Kig. 472, iO hat man 


Fig. 473. 



Erstens Bll = sin ACH 

= sin [3GO’ - (iT - ,t)] = - «in (« - ß) 
zugleich i.st Bll = BE + Eli 
aber Ellos EG = CE sin EGG 

= CEsin (3GO’ - t.) = CE ■ (- »in i>) 

= — cos fl. sin ft 

und BE = BE cos EBE- BE ros ECG 
= BE. ras (3CO°- n) - BE.ros a 
= «in ß ■ ros rt 

folglich 111. — BH = sin(,a~ß) 

= sin n . ros ß — cos a ■ «in ß 
Zweitens ist CH = ros ACB 

= ros peo“ -(«-/?)] = ros (n - ß) 
zugleich ist CH = CG — GH 
aber CG= CE ros ACD= CE. ros (360° - nl 
= CF. cos tt-=ros ß ■ ros « 
und GH= EE= BE. sin EBE= BE sin ECG 
= BE.sin (360°-n) = - BE sin n 
= — sin ß ■ «in « 

folglich IV. CH = ros(a~0) 

= ros « . ros ß + sin a- «in fl 
Kit den vorstehenden 10 Constructio- 
nen ist mithin die Allgemeingültigkeit 
der beiden Sätze: 

III. sin(a-ß) = sin a.ros ß - ros n sin ß 

IV. CO« (n — (!) = CO« « CU« /} + «in n.«iif^ 
nachgewiesen. 

Pie folgenden Constructionen sollen wie 
in No. 14 u. 15 als synthetische Beweise 
der sonst analytisch 'entwickelten trigo- 
nometrischen llauptforiucln gelten ; die- 
selben sind mit laufenden römischen Zah- 
len bezeichnet. 

IG. arr(sin = 2«in n ros a) zu zeichnen. 
Man erhält den Bogen (2(0; denn es 
sei /_ ACB = ^ BCE-n, also ACE 
= 2(1, so zeichne aus C mit dem Halb- 
messer AC ■= i den Kreisbogen ABE:, 
ziehe die Sehne AE, welche CB normal^ 
in D schneidet, und fälle die Lothe UE' 
und EG, 


so ist ABE oo [;,DCE oo AEG 
daher z ADE= ^DCE= ZAEE= n 
und DE:EG = AD-.AE=l-.2 
folglich EC (= «in 2(() = 20f' 
aber 

ÜE— .ßD-cos ADF=AD.cos a—sin n.eat it 
folglich EG = «in 2n = 2 «in n cos n V. 


Fig. 474. 



17. (irc ((v»«=co«^(t-«irt-(() zu zeichnen. 
Man erhält den Bogen (2n); denn 

fällt man Fig. 474 noch das Loth UH 
auf EC 

so ist A DAE pj A KöW 
daher AE= Bll = EG 
und somit CG = CE~ EG = CE — AE 
Es ist aber CE —CB cos a 

— ros n.cos n = cos *(« 
und AE' = AB. sin ABE— AB • »in n 
= «in n*»in n = «in V 
folglich CG — cos 2(r = cos — sin *« VI. 

1 8. orc (co« = 1 - 2 «in ’a) zu zeichnen. 
Mau erhält den Bogen (2n), denn es ist 

CEszAC-AE 
also CE-AE = AC-2AE 
da nun CE'— AE' = CE ~ EG = CG 
so ist CG = AC — 2AE' 
oder nach 18, cos (2n) = 1 - 2 »in ’a VII. 

19. orc (co« = 2 CO« ’(» - 1) zu zeichnen. 
Man erhält den Bogen (2(t), denn es ist 

AE=AC-CE 

daher 

CE-AE=CE-(,AC-CE) = 2CE-AC 
al.so nach No. 17: CG = 2CF—AC 
oder co« (2n) = 2 co« V — 1 \III. 

20. arcllQ = zu zeichnen. 

V l-tg*a I 

Man erhält den Bogen (2n); denn zeich- 
net man Z KCE = Z ACB = n, be- 
schreibt aus C mit dem Halbmesser j 4C= 1 
den Bogen .4/iE, errichtet in A auf AC 
das Loth AE' bis in die Richtung CE, 
verlängert CB bis D in AE, errichtet in 
B auf CB das Loth GH bis in die Rich- 
tungen CE und CA, macht AK = AH, 
zieht GK und DK, > 
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Fig. 476. 



so üt A DKA as A DHA 
also DK = DH 

da nnn A CDG s A CDH 
also auch DG = DH 
so ist auch DK = DG 
folglich ^ DKG = z DGK 
Nun ist C^ADH c« A ACO 
daher /_ADH = z. ACD 
also auch FDG = « 
und Z ADK = o 
daher 


ywn — n 

z GflÄ = 180°- 2a 

folglich Z OKG + Z DGK = 2a 

Z.DKG = ^ DGK = a (ans 1 ) 
Kn ^ Ae 7Z:7a^ 


und 


folglich KG #: AF (aus 2) 

Fällt man nnn das I.oth DL auf GK 
so ist LG= LK = AD 

daher GK = 2AD 

Nun ist CK : KG = CA : A F 

In dieser Proportion ist: 

CK= AC - AK= AC - AH 

-AL- AD -lg ADH 
= AC - tg a-tg tt = 1 — lg >a 
KG— 2AD = 2 lg a 
AC=1 
AF — lg (2o) 
daher hat man 

l-tg ’a : 2 lg a= li lg (2a) 

oder «g(2a)=-- ^-f “ IX. 

1 ^ tg *a 

Anmerk. Für a > 46° fällt 2a in den 
zweiten Quadrant, und wird negativ, aber 
es wird auch a > 1 , also um so mehr 
lg und der Ausdruck für lg (2a) 

J gleichfalls ne«tiv. In der Zeichnung 
allen dann E und K rechts von C, F 
fällt unterhalb in die Verlängerung von 
EC, CK wird=AK — AC, und 1ür+ <g(2a) 

entsteht — ~ — — Auch für alle übri- 
ig tt — 1 

g en Quadranten, in welche a’ und 2a 
egen, wird nach obiger Voischriil con- 

n 


struirt , und man erhält die Allgemein- 
güiligkeit der Formel IX. wie in No. 14 
und 15 für die Formeln I. bis IV., und 
wie sie bei den noch einfacheren Formeln 
y. bis VIII. No. 16 bis 19 noch leichter 
sich ergeben. 

, / , cot *a — 1 \ 

21. orc^^co»= in zeichnen. 


Man erhält den Bogen (2a), denn 
zeichnet man z KCB = z ACB = a , be- 
schreibt aus C mit dom Halbmesser AC 
= 1 den Bogen ABE, vollendet den Qua- 
drant ACD, errichtet das Loth DG auf 
CO bis in die Richtung CB, verlängert 
CE bis F in DG, fällt das Loth CK auf 
die verlängerte CA, zeichnet ans C mit 
CK den Quadrant KL, zieht die mit DG 
parallele LM bis in die verlängerte CM, 
und fällt das Loth MH auf die verlän- 
gerte CK, so hat man 

Fig. 476. 



Z n = Z CCK =,z FCC = Z FCC 
daher FC = FC 

Da nnn Z CDF=B, also zCFC stumpf ist 
CC* = FC* -b FC* -t- 2FG-DF 
= 2FG* + 2FGDF 
oder CC* -|- C/)* = 2FC(FC + DF) 

= 2FG-DO (1) 
= 2(DG-DF)DG = 2DC* - 2DF-DG 
daher CD* = OC* - 2DF. DG 
oder fl C*- CD*=2DF-DG (2) 

Es ist aber 

CD:DG = CL:LM 
und da CL = CK= DG 
auch CD:DG = DG:LM 

oder DG* = CD-LM 

Diesen Werth in Gl. 2 gesetzt 
giebt CD-LM - CD* = 2DF-DG 
oder CD(LM - CD) = 2DF- DG 
<^t_2DG-.LM-CD = CD : DF (3) 

In dieser Proportion ist aber 
DG = col a 

LM — CL ‘COl a = CK*col a 

— DG'COl a = col a . col a = col *a 

CD = AC=l 
DF = CO* (2a) 

7 
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Diese 'Wertho in 3 substitairt, giebt 
die Proportion 

2 cot tx X cot *0 — 1 “ 1 : cot (2«) 

roJ *« — 1 « 

oder cot(2a)= 2co«a' 

An merk. Für a > 45® fallt 2« in den 
iweiten Quadrant und rol (2o) wird ne- 
gativ, aber es wird auch col«<l, also 
um so mehr «I ’o < 1 und der Ausdruck 

für -f cot (2k) wird dann — - — ; denn 

2 cot it 

in der Zeichnung würde dann F links 
von CD, und der Punkt M innerhalb 
CG fallen. Vgl. Anmerk, zu No. 20. 

/ col n — to n \ 

22. arc Icol = — l 

zu zeichnen. 

Uan erhält den Bogen (2k), denn zeich- 
net man z. EC B = Z. ^C B = a, be- 
schreibt aus C mit dem Halbmesser AC 
= 1 den Bogen ABE, vollendet den Qua- 
drant ACD, errichtet das Loth DG auf 
CD bis in die verlängerte CB, und das 
Loth AN auf AC bis in CG, verlängert 
CE bis A'in DG, und fällt das Loth GK 
auf die verlängerte CA, so hat man wie- 
der wie No. 21, (tl. 2: 

DG^-CD* = 2DF- dg (1) 
Nun St CATAN=CK : KG 
oder CD:AN=DG:CD 

woraus CD^ = AN ■ DG (2) 

Diesen Werth in 01. 1 substitnirt, giebt 
DG' - AN-DG = 2DF-DG 
oder DG(DG- AN) = 2DF DG 
oder DG-AN = 2DF 

also DF= ~ (3) 

Nun ist DF = cot (2a) 

DG — cot a 
AN= lg a 

Diese Werthe in 3 substitnirt, giebt 


hieraus 


CF-- 


DG + AN 


cot (2h) = 


cot a — tg a 
2 


XI. 


Vgl. Anmerk, zu No. 20 u. 21. 

/ cot a tg K\ 

23. arc ^coiec =: ^ - — \ 

zu zeichnen. 

Man erhält den Bogen (2 r), denn in 
Fig. 476 hat man aus No. 21, Gl. 1 
DG' + CD' = 2FG(FG + DF) 

= 2FG* + 2FG.DF 
= 2CF*+ 2CF.DF 
Ferner ist nach No. 22, Gl. 2: 

CD' = AN-DG 

daher DG'+ AN DG = 2CF' + 2CF.DF 
oder DG (DG + AN) = 2CF(CF + DF) 
= 2CF(FG + DF) 
= 2CF.DG 


Nun ist CF = coiec (2k) 

DG — cot K 
AJV= tg a 

Diese Werthe in den letzten Ausdruck 
substitnirt, giebt 

, , cota + tga 
coicc(a)= 

Vergl. Anmerk, zu No. 20 u. 21. 

/ , j/ 1 - cot a\ 

24. nre lim = ^ 2 

zu zeichnen. 

Man erhält den Bogen denn 

in Fig. 474 ist nach der in No. 16 ange- 
gebenen Con.structiou : 

AE‘ = 2ACAG = 2AC(AC-CG) 
oder 4AD' = 2AC> - 2^C-CC 

oder AD> = ^-^1Z^ 

folglich AD=y-^.^-A^ 

Ist nun Z ^CB = Z BCE = a's® 

Z ACE — K, .4C = 1, so ist 

AD — >in ~ 

AC = t 
CG = cos a 

Diese Werthe ln die letzte Formel ge- 
setzt, giebt 

= XIII. 

Anmerk. Da für jeden Werth von 
H, coj o < 1 ist, so bleibt 

immer positiv. Es kann »•» y auch nie- 
mals negativ werden , weil nur den 

Werth von 0® bis 180® haben kann, in- 
dem K nur zwischen 0® und 360° liegt. 

n« / . I /I + cos K \ 

25. arc (cos =± J/ ^ 1 

zu zeichnen. 

Man erhält den Bogen •ä®"" 

in Fig. 474 ist 

CIF = CK* -DE' = AC' - {AF? 
2AC-AG AC 

-AO-- j = ~Y [2AC-AC] 

Ar 

= ^[2AC-(AC-CG)) 

= ^(AC+CG) 
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oder CD 




AC(AC + CG) 


Nun ist ^ADF=^ACB = 


90° -a 


Ist nun = 1 ; Z ACB = z BCE = 


AD — sin ACB = <iM 


90°-g 
2 


also 


CD cot ~- 


and CG = cos n 
so hat niaii, diese Wertbe in den letzten 
Austlnirk substituirt: 


i-V 


1 + ros rt 
“2 
« , 


XIV. 


Au merk. Da cos — im, 2ten Qua- 
drat negativ, aber für jeden 

Werth von a positiv bleibt, so gilt für n 
Yon O'’ bis 180® die Fonnel: + y, für « 
Yon 180® bis 360® die Formel — Dies 
geht auch ans der Zeichnung hervor: CB 
und Dh" verbleiben im ersten Quadrant, 
wenn CP^\m ersten oder zweiten Quadrant 
Hegt, also wenn n zwischen 0® und 
180® beträgt. Für « von 180® bis 360® 
fallt CE in den dritten oder vierten Qua- 
drant undCßund O/-' fallen in den zweiten 

Quadrant, CE also wird negativ =— ros-— 

daher hat man 

A. Für « = 0® bis ISO® 

« 1 / 1 + cos a 

ros — = + U — !— 

2 r 2 


CG = cos ECG = stn ECK sz sin n 
Diese Werthe in Gl. 1 substituirt, eiebt 
„ . 90'’-« . 90“-„ ® 

2 »m — . sm — - — = 1 - sin re 

woraus si» xv. 

A n m e r k. Hier gilt das positive Vorzei- 
chen der Wurzel nur, wenn n zwischen 0° 
und 90 fallt; für alle anderen Werthe von 
re ist das negative Vorzeichen zu nehmen. 
Denn es ist für jeden Werth von re 
- 'l- sin re . 

— eine positive Gröfso, mithin 

entsprechen die Vorzeichen der Wurzel- 
gröfse dem Jedesmaligen positiven oder 
negativen Werthe von 

. 90“- re . / „ «\ 

Für Y Ton 45° bis 180“, also für re 
von 90“ bis 360“ fällt sin 






2 ' F 2 

Für re = 180“ bis 360“ 

1 -b cos a 
2 


26. arc 
sa zoichnen. 


(,in = i: J/-L 


‘ sm R 
2 


) 


Man erhält den Bogen 


90“-« 


= are denn zeichnet man Fig. 

474 den Quadrant ylCÄ mit dem Halb- 
messer ylC=l, macht z.ECK = «, hal- 
birt den Bogen AE in B, zieht CB, 
so ist 

^ACE=90°-a 

und 

ZdCB = ZßC£=?^^ 

Zeichnet »nan nun die Sehne AE, nnd 
fällt die Lothe EG, DF auf .4C, so hat 
man 

AF.AQ = ADxAE = lti 
also 9AF = AQ 

oder 

9AD . tin ADF = AC - CG ( 1 ) 


die beiden letzten Quadranten, ist ne- 
gativ, lind mithin mufs hierfür auch 

1 / 1 — sin n 

2 sein. 

Dies geht anchausderZeichnnngliervor; 
denn bei der Construction von z (90“- re) 
ist AC, wie immer, der feste Schenkel, 
und der bewegliche geht durch den er- 
sten Quadrant durch B, E, K u. s. w. der 
constante Minuend ist 90“ = z. ACK 
und folglich mufs der veränderliche Sub- 
trahend re, von CK ab, nach -4C bin ab- 
getragen werden, damit AC als Schenkel 
verbleibe. 

Für n = 90° fällt also CE mit CB in 
90® R 

Czl, — ~ — ist = 0, für n von 90“ bis 

270“ bis 360“ fällt CE mit CB in den 
vierten Quadrant, für re = 270“ bis 360“ 
fällt CE in den zweiten, und CD in den 
dritten Quadrant. Für re von 90“ bis 360“ 
ist also der Lage nach 
. 90°-n 

«» — 2 — negativ. 

Daher hat man 
A. Für re = 0“ bis 90“ 

90° — re i/l — sinn 


sm 


2 


= + |/.- 


B. Für « = 90“ bis 360“ 

ttn 


90® — R _ ^ |/ ^ ~ **** ” 

2 V 2 
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/ 1 / 1 — li« o \ 

27. orc(««=± y 2 j 

zu zeichnen. 

Man erhält den Bogen 


90+ g 
2 


90° + g I / I ~ e i n *r ^Vf 

c, _ 2 -=y 2 i'l- 

Ännierk. Für o = 0 bia 90° fällt 

— — in den ersten Quadrant; für g = 
2 „ 

^ , 90« bis 270® fällt "*'• 

477 mit dem Halbmesser = 1 den Halb- jg„ Quadrant, nämlich CE rechts von 

kreis . 4 Bf>, errichtet den lothrechten Halb- o-no i.:. nnn° fillt — ^ 

messer CB, trägt an denselben ln dem CB; für g = 2.0 bis 3GO fallt — 
zweiten Quadrant dea BCG = a , hal- „ . 

birt Z -dt’C (= 90° + g) in E, so ist = 45® + lu den dritten Quadrant, 

y ACE=^ ^ lallt man nnn die I.othe nämlich CE unterhalb CD; in beiileii 
■^2 , 90®+ g 

Oll auf CD, EF auf BC und FK auf letzten Fällen ist rot — — negativ, 
CE, zieht noch die Sehne DG, so ist 


Fig. 477. 



daher bat man; 

A. Für g = 0 bis 90° 

90®+g , I '1 -si« g 

cor— — = + y 2 

B. Für g = 90® bis 3GO® 

90® +g i/l-zigg 


28. orr 
zu zeichnen. 


/ . 1 /I + lin g \ 

= 2 ) 


/_ACB = 5 gestreikter Z ^CD 
hiervon Z A CE = 4 Z ACG 
bleitit Z BCE =■ \ /. DCG 
Nun ist 


Man erhält den Bogen 


90®+ g 


denn construirt man Fig. 


V '» * / 

(*) 477, so bat man nach No. 27 
„ EK^iDII 

y DCG+ yCDG + /iCGD = lS0° also ist 
oder y CDO+2Z.CDG =180° CE - EK = CD-\DH = \AD - IDH 

oder2Z B CE + iZDCO =1 80® = " »«) 

also ZBCE+ Z.CDG = 90° oder CK= {AH 

Es ist aber »och oder CK= %■- - 

^BCE+ = 90® 2 


folglich Z CEF — Z CDO 
mithin A EFK c« A DGB 
und EF:EK=DG.DH 


Aus Gl. 1 folgt aber 

EF=4flC 

daher ist auch EK= \DU 

CD - CH 

oder 2 

Nun ist EK = EF^cos FEK 

= CE cot FEK -cot FEK 

= eoi» FEK = cos* ACE = cot’ 

Cß = l 

CH = cot CCH = cot 90® - g = li« g 
daher ist 


Nun ist CK = CF.tinCFK 

= Cf'-sin FEK = sin FEK ti» FKK 

= tin’ACE = ti»*^^^ 

AC=l 
CH = sin g 

. . . , 90®+ g 1 + sin g 

daher sin* — - — = 


folglich 


90°+g 


= V^- 


+ sin g 


XVII. 


cot 


folglich 


.1 90° + g _ 1 • 
2 ** 


• sin g 

_ 


An merk. Für n = 90® fällt CE in CB, 
,i„ 90'’+« iet_ 1 Für g= 180® fällt CK 

unter 45® in den zweiten Quadrant, für 
a = 270° fällt CE in CD; für g = 3GO® 

wird ?2l+? = 45° + 180®= 225°, C£ fällt 
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7 . 

k 




a' 

w 


also antsr 45° in den dritten Quadrant. 
Daher hat man 

A. Für « von 0 bis 270° 

90° 4-0 _ _j_ **** “ 


stn 


B. 


2 ■ r 2 

Für « von 270° bis 360° 
90° + « i/l+«tnn 


A. 


B. 


Für « = 0 bis 270° 
90°-« 


cos 


■■=+]/- 


+ sin « 


2 ■ 2 
Für « = 270° bis 360° 

90° — « 1 / 1 + sin « 


cos 


stn 


= -!' 




oA ( 1 + »in ft \ 

29. arc ^coj y — — ^ J 

zu zeichnen. 

Man erhält den Bogen 

90° ~ f* _ / n n \ 

“\ T “"2 / 


2 r 2 

30. „rc(/, = * 

\ ^ 1 + *•»» « / 

zn zeichnen. 

Man erhält den Bogen 

^°-« _ 

2 ” V 4 “ 2 / 


Denn zeichnet man Fig. 478 mit dem 
denn nimmt man (Fig. 474); ECK Halbmesser AC = l)C=\ den Halbkreis 

BCE 

Fi«r. 478. 


= «, so ist z ACB = ^ 

W°^ 

‘2 

Nun ist nach No. 26: 

2/1 F= AG 
Da in\n CE=AC-AE 
so ist auch 

2CF=2AC- 2AF=2AC - AG 

= AC + {AC - AG) =AC^ CG 

, AC + CG 

oder CF= 

2 

Nun ist CF ^ CD • cos DCF = cos* DCF 



= cos* 


20° — a ABD, errichtet den lothrechten Halbmes- 

— - — ser CB, trägt an denselben in den ersten 

^ rrn t Quadrant Z. BCE = n, halbirt Z. ACE 

Liß — X 90 ° — « 

nnd CG = cos ACE = cos (90° — «) = sin « durch CJ, so ist Z ACJ = — ~ — , . Er- 

folglich coi* ^ ” = - - richtet man non das Loth AF auf AC 

^ , bis in die verlängerte CJ, fallt das Loth 

nnd cos ” = 1 / I + « ^yjTj EH auf AC, und zieht die Sehnen AE 

2 V 2 ■ nnd DE 


nnd DE 
so ist 

9 qo_'„ aber auch 

26 , dafs « für — - — von DK aus ab- daher 


2^2 
Anmerk. Hier gilt die Anmerk. No. 


Z AED = R 
Z AGC = R 
DE + CG 


zntragen ist. Für « = 90° fällt CE in daher vfie der Z ADE = ACF 

A AED CO A FAC 

DE I AE = AC lAF 

sehen 90° nnd 180° fallt CE mit CJjn ^ aC* : AF» 

den vierten Quadrant und cos — - — da nun DE * : A£* = DH ; AH 


CA, CM ,ird = + 1 i für » zwi- 

« mithin 


bleibt +; für « = 180° fällt CE in die DH : AH = AC* : AF* 

Verlängerung von KC, CB unter 45° in oder CD + CH : AC — CH = AC* : AF* 

9 qo _^ Äfj (JH 

den vierten Quadrant nnd cos — - — woraus AF* = AC* 

= CO» (- 45°) bleibt +. Bei « = 270° fällt 
CE in die Verlängerung von AC, CB in oder 

90°— « 

die Verlängerung von KC, cos — - — 

/ AAO. T,- "Sun ist AF = tg ACJ = tg — - 

= CO» (- 90°) = 0. Für « von 270° bis ' ^ 2 

360° fällt CB in den dritten Quadrant, AC — CD = 1 

cos — - — wird negativ. Daher hat man , , . ^ » • •• 

2 daher hat man 


CD -CH 

AF-AC 

AF-AC 

90°-« 
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90 ° +« 




* — ?^~XIX. Fnr n von 0° bis 90° ist col 

2 » 1 - 1 - ~ ‘ 


L -J* Q 

An merk. Für jeden Werth Ton n ist Quadrant und +. 

(1-ima) nnd (1 + iii« I») positiT, also 90° + « 

die Wunelgröfse ist immer positir. Das Für n von 90° bis 180 ist cot ^ 

Vorzeichen derselben entspricht also im- o 

90°-o TOn 90° bis 135 ^ . a 

mcr dem Vorzeichen von tg — ^ — also im 2 ten Qnadrant ^ 

90° -n Für « von 180° bU 270° ist col — - — 


Für « von 0 bis 90° ist lg ■ 


2 


rt » . Ton 135° bia 180 

von + 45° bis ^ 0, 3 ljo im 2ten Quadrant und — . 

also im Iten Qnadrant nnd +. 90° +n 

90° - o Für o von 270° bis 360° ist col — - — 
Für o von 90° bU 180° ist lg — 5 — 9 

o * von 180° bis 225° 

von ± 0 bis — 45 also im 3ten Quadrant nnd +. 

also im 4ten Qnadrant und jäher: 

Für « von 180° bU 270° Ut Ig?^^ ffir « von incl. 0 bis 90°, und von incl. 

•' 9 o-rno Ki« 


von — 46° bis — 90° 

also im 4ton Quadrant und 

90° n 

Für n von 270° bis 360° ist lg 


270° bis 360' 

col 


90°+« = + 1,/ 1:1 


von — 90° bis — 135° 


2 


•f sifi a 

für n von incl. 90° bis incl. 270° 


90°+ _ 1 / 1 ” 

also im 3ten Quadrant nnd +. 2 r 1 + *•« n 


eot 


Man hat daher für a von incl. 0 bis 
90° und von 270° bis 360° 

>9 - 2- = 'S (t - t) - + K r+7i» « 

Für n von incl. 90° bis incl. 270° 


/ I ' 1 + im o \ 

32 . «rc(co. = * 


zu zeichnen. 

Han erhält den Bogen 


90° 


n 

T 


2 4 2 

Denn constmirt man wie No. 30 nnd 


anO „ /„ L/eUn cuusvtum. man "lo w,/ «um 

I- "2 — ? = (o =_ 1/1 — y* " 31 Fig. 478 nnd zeichnet noch die Nor- 

2 V4 2 / rl+ainn male Bif auf ÄC bis in die Richtnng CJ, 

/ |/ 1 - l ii« nl so ist, da, vrie ad 30 gezeirt 

31- “"(col = ± AAED~AfAC 

sn zeichnen. ebenso ^AED cts ^CßK 

Man erhält den Bogen + “ folgUch AE : DE = AC ■. BK 

2 4^2 A&iBE‘ = BC>:BK 


oder AE» : DE* = EC» : BK» 
denn bei der Construction ad 30 mit Fig. , . . g, . pg, = AH ■. DH 

90°-o also ÄT: öH^C»TßK*“ 

Z ECJ = — ^ oder AC - CH -.CD + CH = BO : BK* 

h ionu ^ BCE = c woraus BK = BC • ^ 

giebt z£CJ + ^BC£ = ^BCJ W°~« 


Nun ist 


V _ 90°-g , 2 o _ 90° + « Nun ist BK = eot ACJ = col — — 
2 2 ~ 2 BC = CD = AC = 1 


AE = col BCJ - col 


nnd CH = sin o 

90 +« , , ,. I . 90 °-« ]/l + iino.p 

folglich col — ^ ^ YSiüV 

/l^mn Anmerk. Dacol®*'^ "mitlj^--" 


2 --0 - 2 r i^sina 

nnd nach No. 30 

AF = AC^'^’=y^^" 

f LD-\-CH r 1 + ,|H a * . . * 

orto 1 / 1 • immer Gleiche \orzeichen hat, so ist nach 

also col = 1/+^:^ XX. No. 30 

2 f 1 + si« a für rt von 0 bis 90° und von 270° bis 360° 

Änmerk. Wie ad 30 gezeigt, kann rot ^ = | 1 / ^ + si» « 

das'^Voneicben der Wurzel nur dem der 2 ' 1 — lii» g 

cot entsprechen. für « von 90° bis 270° 
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33. Are 
za zeichnen. 


90-« - i/l + »iiia 
cot — “ — = ~l' . 

2 1 — nn a 


35. arc 
zn zeichnen. 


( 1 — sin a \ 

cos = 1 

cos a / 


Man erhält den Bogen — 


Man erhält den Bogen = V 

2 4 2 

denn es ist Fig. 478: 

/_ BCJ = Z ACB - A ACJ 

d. h. ^ Bcy = 90" - = 


„ denn bei der Constmetion Fig. 478 hat 


ACB = 90" 


Nun ist BK = lg BCJ — lg 
nnd nach No. 32 


90+« 


daher ZACB-Z-^CJ 

2.90°-(90"-o) 90“ + o 

2 “2 
90" + o 




oder 


Z BCJ =■ 


daher 


90° + « 




+ sin n 


XVII 


Nun ist AF^eot BCJ =z cot 
nach No. 34 ist aber AF = 


90°+o 


1 — sin « 


A 1. T. . 90° + « 90°+« 

Anmerk. Da — - — mit co « — ^ folglich 


col 


90° + n 1 — <in « 


XXIV. 


2 2 

immer gleiche Vorseichen hat, so ist nach , . . 

No. 31 An merk. Hier gilt dieselbe Anmerk. 

für«Ton 0 bis 90° und von 270® bis 360° Ueberein- 

. _ I 1/ 1 + «** a stimiDung der Vorzeichen für cot ^ ” 


_ ^ 1/ 1 + sm tt 
' 1 — sin a 

für tt Ton 90° bis 270° 

90 + « _ l/l + « 


ig?2.pL = .l/j± 

34. arellg = ) 

\ cos n / 


mit 


1 — sin o 


cos a 
36. arc ^ = 

ZQ zeichnen. 


1 + sin a 
cos 


n a \ 
a ) 


90°-« 


Man erhält den Bogen ^ = iL .j. f. 

2 4 2 


Han erhält den Bogen - - - 

. u . . « 2 4 2 denn bei der Constmetion Fig. 478 ist 

denn bei der Constmetion nnd Bereich- schon No. 30 geieigt, dafs 
nnng Fig. 478 stehen die Seiten des AAEDm^FAC 

‘*7 C^^ffAeegmieitig nor- also auch A AF.D ~ ACßÄ 
mal auf einander, folglich ist 
i^CAFcaCiEHA 


also 

oder 


AF;AC = AHiEH 
AF : AC = AC - CH ! BH 
AC-CH 


AF=AC 


Nun ist AF= lg ACJ = lg 
AC= 1 


EH 

90°-o 


da nun auch AAED x ^EHD 
so ist A EHD «j CBK 
mithin EH : DH =BCi BK 
oder EH-.CD + CH = BC.BK 
voraus 

90°+« 


BK = BC—^— 


CU — cos ACE sin BCE = sin « 

EH = sin ACE — cot BCE = cos a 
daher lg XXIII. daher ist lg 

‘Z s«sia rr v 


Nnn ist BK = lg BCJ = ig 

ferner BC = CD = 1 

CH = sin BCE = sin « 
nnd EH — coi BCE ^ cot a 
90° + « 1 + sin « 


XXV. 


2 cos n 

An merk. Der Zähler 1-sin « ist im- ‘''® Anmerk. No 35, nnd da 

mer positiv, der Nenner cos « ist für n 20° + « 
von 0 bis 90° und von 270° bis 360” po- 2 


.. . 90°+« . . , . 

mit col — - — immer einerlei 


sitiv, nnd für « von 90° bis 270° nega- Vorzeichen hat, so stimmen für alle Werthe 
tiv, was anch (s. No. 30) mit den Vor- ■ , 90°+« 1 + sin « 

90°-« . von n anch lg — mit — in 

Zeichen von lg — ^ — öbereinstimmt. 


2 


den Vorzeichen überein. 
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/ 1 + nn a \ 

37. ctre|co»= ) 

V rot a / 

zu zeichnen. 

Han erhält den Bogen 
denn ea iat Fig. 478 

BK ~ col ACJ — cot 


90° - 


2 

90°-a 


dnich CB, errichtet in A an! AC daa 
Loth AF bis in die Richtung CB, ftllt 
das Loth EG auf AC, nnd zieht die Sehne 
ED, so ist 

Fig. 480. 


Nach No. 36 ist aber BK= 

co$ a 

folglich ist rel — r — = XX vl. 

° 2 cot II 

38. arcila = ^ zu zeichnen. 

\ fiti rt / 

Man erhält den Bogen j n 
Denn es sei Fig. 479 ACE = n, so 
zeichne ans C mit dem Halbmesser = 1 
den Bogen AE, balbire denselben in B, 
ziehe CB, enichte das Loth AD auf AC 
bis in die verlängerte CB, ziehe die Sehne 
AE, und fälle das Loth EG auf AC, 
so ist 

Fig. 479. 




Pcripherie.il EDA = i Coutri_ JSC',4 

= ^FCA 

daher DE + CF 

da nun zugleich EG^j^AF 
so ist Ci DEG X ^CFA 

folglich DG EG - AC AF 

oder CD + CG-.EG = ACiAF 


Nun ist 


AF= AC . 
AF=tg- 


EG 

CD Je CG 


und 


EG = rin a 
CG — cot tt 
XC = CD = 1 


Z DAC = R = Z AGE 
ZEAG + zAEG=R = ^EAG+,iiACD (lahor AF=«jy- — 
daher Z ACD = Z GEA 


~^ACD x z GE A 40 arc 

AC-.AD= EG .AG 
AC-.AD = EG.AC~ CG 
AQ-CG 
EG 
AD 

AC=l 
CO = ros « 

EG = sin a 

daher AD = lg-^ = ^ “ XXVII. 


folglich 

hieraus 

oder 

«orans 

Nnn ist 


cos (1 

V* • l+roso/ 


-- XXVUI. 


AD = AC. 


T 


1+ ros I 

zn zeichnen. 

Man erhält den Bogen 
Denn zieht man Fig. 480 noch die Sehne 
AE, so hat man 

Dfi + CF 

Z AED = H = z EAC 

daher A AED oo a FAC 

mithin DE : AE = AC ; AF 
also auch DE* ; AE* = AC * : AP* 

Nnn ist auch 

DE* ■. AE* = DG I AG 


. sino \ DG-.AO = AC*.AF* 

39. arcilj = — ) zn zeichnen, oder DC + CG \ AC - CG = AC* •. AF* 

^ ac-CG 


L + ros 

Han erhält den Bojren i n 
Denn zeichnet man Fi^480 ans C mit 
dem Halbmesser = 1 den Halbkreis AED, 
nimmt Z ACE = a, halbirt denselben 


woraus 


AF^AC.y 


DC + CG 


Nnn ist AF=s lg ACB = Ig-^ 
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AC=DC:^l 
and CO = co« a 

folglich ly XXIX. 

2 »l+r«»K 

Anmerk. Die Wnmel ist fnr jeden 
Werth Ton n immer positiv , die Voriei- 
chen derselben richten sich also nach de- 
nen von ly Im ersten and dritten 

Qoadrant ist die ly msitiv, im zweiten 
and vierten negativ. Im dritten nnd vier- 
ten Quadrant kann ly -j nicht Vorkom- 
men, demnach ist 
ßr « von 0 bis IbO“ 



/I - cot u 

1 + roi H 


für « von 180“ bis 360“ 


= . 1,/iz 
* 2 r 1-1- 


/I — £0^ 

COS 


fl 

a 


41. orc (sin + cos = ± sin o) 
zu zeichnen. 

Man erhält den Bogen = la 
Denn ist Fig. 481 ^AßK = n, so hal- 
bire denselben durch CJ, zeichne ans 
C mit dem Halbmesser = 1 den Bogen 
AJE, zeichne die Sehne AE, fälle die 
Lothe JO nnd EA »nt AC, so hat man 



Fig. 4SI. 


AACE = iAExCL = i.ACy EK 
daher ist ABxCL= AC x EK 

odej 2 ALxCL= ACxEK 

oder 2J0 xCO= AC x EK 

ferner ist JC» -b CC« = CJ» = A(? 
addirt 

JO* -I- CO* -F 2/0 X CO = A C* -I- AC X £K 
also (/0-|-CC)* = AC*-l-AC-CK 
daher JG + CO = VAC*+ AC-EK 
= yÄCjÄC+EK) 

Nnn ist JG = sin 

CO = «s ^ 

AC = 1 


EK = lin n 

folglich 

sin -^ + cos ~ = j/i + ,in ö XXX. 

Für die Untersnchnng über das jedes- 
mal richtige Vorzeichen hat man Folgen- 
des zu erwägen: 

Für n = 0 hat man sin =sin0 = 0 

und cos ~ = cos 0 = 4-1 
mithin auch 

)-t-sino = JlfsinO = y'l-FO=-(-pl 
Für alle übrigen Werthe von tt im er- 
sten Quadrant bis incl. 90° ist 



positiv, folglich auch l'l -F sin n posi- 
tiv, und 

sin -f cos y = + ( 1 -Fsin n 
Für ft = 90“ ist = 45“ 

sin^ -F ros = + 11 +iin 90“ 

= + l/lTl = + l2 

Liegt ft im zweiten Quadrant, so liegt 
im ersten , also auch in diesem Fall 

ist sin -y + cos y = + 1' 1 + sin a 
Für ff = 180“ ist = 90° 
sin = sin 90“ = + 1 ; 
cos y = cos 90° = 0 

I r+ silTn = l'l'+sütTSÖ® = l'l + O = + l'l 
Liegt a im dritten Quadrant, so liegt 

y im zweiten, und zwar innerhalb 90° 

nnd 135°. Wenngleich nnn hier cos 

negativ ist, so ist doch innerhalb der 

Grenzen sin > cos 

2 2 

mithin sin y + «s y 

eine positive Grösse, mithin 

sin-^ + cos y = + l'l + sin ts 

Wenn a in den vierten Quadrant tritt, 
entsteht die Scheide für die Vorzeichen 
± der Wurzel. Denn ßr a = 270“ ist 

= 138°, mithin cos = — sin nnd 

S im 
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lia Y + foi -^ = 0 ; aber auch 

\'i + >i« 270° = I 1 + M)= 0 
lind in diesem Fall 

Winl n > 270'’, tritt also n in den vier- 
ten Quadrant, so lallt zwischen 135“ 

nnd 180“, es wird cos-^>»i«-^ lind 

«» .y + coi wird negativ, mithin ist 
für n zwischen 270“ und 360“ nur 

sin -^ + cos = - J 1 sin n 

Für n = 360“, also für = 180“ gilt 

ebenfalls nur das negative Vorzeichen, 
denn es ist 

sin -^ = sin 1 80“ = 0 
eoi ~ = cot 180“ = — 1 

folglich 

l'l +linTi = V'l-bsin360“ = J-'l -bO = l'l 
negativ, d. h. für n = 360“ ist 

smy-t-cos y = -H 
daher hat man 

für a von incl. 0 bis incl. 270“ 

sin Y + " 

für n von incl. 270“ bis incl. 360“ 
sin — -|- cos — = — 1' 1 -b sin n 

42. orc (cos — sin = ± | 1 — sin n) 
zn zeichnen. 

Han erhält den Bogen ( a 
Denn bei derselben t’onstruction, Fig. 
481, bat man wie Ko. 41; 

2JCxrC = AC^EK 

JG‘ + CG* = CJ' = AC> 

siibtrahirt 

J(fl + CG*-2JGy.CG = AC*-AC\EK 
oder (CG - JG)» = AC(AC-EK ) 
woraus CG-JG=\AC ('^C - EK) 
folglich nach No. 41 : 

cos — sin = I 1-sin n XXXI. 
2 2 ' 

Anmerk. | 1 - liii « i.«t für jeden 
■Worth von « eine positive Oröfse. Die 
Vorzeichen derselben richten sich also 
nach denen von 

a a 


Für n = 0 entsteht 

cos 0 — sin 0 = l'l — sin 0 
d. i. -b 1 - 0 = i/“o 

also “b 1 — + V’l 

Für n = 90“ entsteht 
cos 45“ - sin 45“ = l 'l - sin 90“ 
d. i. -b{F2-(-biF2) = Vl-(+I) 
also * 0 = ± l'O 

Für a zwischen 0 und 90“ ist < 45“ 

. “ ■ <• 

also Y ^ T 

folglich cos - sin positiv 

S i 

nnd = -b b'l — sin a 

Für « = 180“ entsteht 

cos 90“ - sin 90“ = l'^sin 180“ 
d. i. 0-(+l) = l'l-b' 

also — 1=— Fl 

Für n zwischen 90“ und 180“ fällt — 

zwischen 45“ und 90“, also cosy<sin.^ 

folglich cos - sin negativ und = 

2 « 

— sin tt 

Für a = 270“ entsteht 

cos 135“ - sin 135“ = Fl - sin 27 0° 
d. i. - 4l'2 - (-b iV2) = Fl - (- 1) 

- 4i/2-4F2 = -F2 

Für n zwischen 180“ nnd 270“ fällt 
zwischen 90° und 135“; cos y ist nega- 
tiv, Y 

eine negative Oröfse und = — l'l— sin n . 
Für « zwischen 270“ nnd 360“ bleibt 


n 

2 


im zweiten Quadrant, also wie so eben 


— y 1 — «in « 

Endlich für n = 360“ wird -^ = 180“ 


nnd es entsteht 

cos 180“ - sin 180“ = Fl - sin 360“ 
d. i. -1-0 = 11-0 

also — 1 = — l'l 

Demnach hat man 
für n von 0 bis incl. 90“ 

cos - sin = -b Fl — •'* n 
2 « 


für n 700 incl. 90® bis incl. 360® 
a 

cot — — im ■ 


: — j/l “ ftfl a 

43. orc (sin — cos = ± Fl — ®) 


Digitized by Google 



Constractionen, trigonom. 


107 Constractionen, trigonom. 


Man erhält den Bogen )n 
Denn schreibt man in No. 42 für 
JG» + CG» - 2JGx CG = i4C* - ,4Cx F.K 
{JG - Cff)* = ,4C(,4C - EK) 
also JG-CK= yAC(,AC - EK) 
so hat man 

y - e" Y = Kl - am « XXXII. 


Und wenn man die Anmerk. No. 42 
in derselben Reihenfolge durchnimmt, so 
findet man 

für R von incl. 0 bis incl. 90^ 

R R ■: 

»I« — — cof Y “ I ^ ~ ^ 

für R von incl. 90° bis incl. 360° 
*'"y “"’y " + l'l-aiitR 


44. are («n = ± j [v^'l + ai« r ± )/l - »»* n]) an leichnen. 


Man erhält für jeden Werth von r den 

Bogen yi *• »>nd nur die Voneichen in 

jedem einxelnen Fall an bestimmen. 

A. für R von 0 bis incl. 90° hat man 

«»I« Y = i [Kl + »•*«- Kl ~»i" o] 

Y = 1 fl 1 +»•<» R + 1 1 — »•» r] 
Denn man hat Fig. 481 
ans 41: 


CO+JG = eot 2 H-ri» — = K I + «n o 
ans 42: 


CG - JG = cot - — sin y = Kl - sin n 


sin .^ = 4(K1 + ••» “ + Vl~**"« 

cos y = ^(('1 + sin R — Kl“sinR 

denn bei derselben Bezeichnung in Fig. 
482 ist: 

2AACA: = AExCt = ACyEK 
= iALxCL = AC-X.EK 
= 2JGxCG = AC-kEK 
Nun ist Jff> + CG> = CJ’ = AC' 
daher 

JG‘ + CG':t2JGy.CG = AC'*ACxEK 
oder (JG * CG)* = AC( AC±E K) 
also JG + CG = \'AC(AC+ EK) 

und JG~ CG=\>AC(AC-BK) 


wo Y < 46°, also CG > JG ist. Nun ist 

Durch Subtraction entsteht 
2JG = 2sin y = j'l +sin r — Kl -sin r 
Durch Addition entsteht 
2CG = 2cosy = Ki + sin a + {'1 — sin a 
hieraus für r von 0 bis 90° 

sin— I 

„ 2 = 4(l' 1 +»in R T 1' 1 - sin r 


JG=si« y 


CG — cos 
AC= 1 
EK = sin a 

und da / ACJ=y >45°, daher JG>CC 
so hat man 


sin y + cos y = I' 1 + sin R 


a 


B. für R von 90° bis 180° ist 
Fig. 482. 


XXXllI. 


sin Y ~ Y = i 1 ~ *•" " 

Durch Addition , Subtraction und Re- 
ductiou erhält man 



»tn •— I 

„ /= i(ri+«i»R * ri-»>" «) 
”* Tj 

xxxiv. 

C. für R von 180° bis 270° ist (wie 
ad B.) 

sin y = 4 (|'T+ sin R + I 1 — sin o) 
cos y = |(l/l + sin R - V'l - sinn) 
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Dson bei denelben BeieicbnnDg io Fig. 


483 hat man Z. -dCJ = Z - 


die 


Linie JC Terlängert, balbirt also auch 
den hohlen Z ACE und z ACL = z ECL 
und da z OCL der Scheitelwinkel von 
Z ACJ, ao ist auch 


Fig. 48:1. 


* >=i(i I +fiiioi l'l-si» b ) 


XXXV. 


Fig. 4Ä4. 



^ GCL = z ACJ = Z EVJ 
abgezogen Z ECG = Z ECG 
bleibt z 'ECL = Z ACL = z JCG 
und ^ ECL s ^ACL tt £iJCG 
woraus EL = AL = JG 
und CL = CG 

Hiernach gilt der ganze Beweis ton B 
mit Fig. 482 auch für diesen Fall, bis; 
JG + CG = ]/Tc (AC + E K) 
JG-CG=\/AC(AC-EK) 

Für die Bezeichnung der Linien AC, 
JG, CG und EK ist zu bedenken, dafs 
die Gleichungen nur für positive Längen 
Gültigkeit haben, die sie aber zum Theil 
nicht mehr sind, wenn sie als trigonome- 
trische Functionen ausgedrückt werden. 
4- AC als Halbmesser ist und bleibt 1, 
-(- JG als Sinus bleibt -|- li« ■— 

-I- CG als Cosinus wird eine negative 
Gröfse; damit also die Gleichung 
Geltung behalte ist zu setzeu 

+ CG = — cot 

EK als Sinus wird negativ, für die 
Gültigkeit der Gleichung ist also zu 
setzen 

-f- EK = — sift n 

Daher entstehen die beiden Gleichungen 


sin -y - cos y = V 1 - sin n 


sin ^ y = V'l -b sin n 

nnd da z -^CG = 180° - y > 45° 
so hat man 


D. für tt von 270° bis 360° ist 

sin y =- ^(l 1 t sin n - 1 1-sino) 

cos 5(1 14 sin « 4 - 1 1 -sinn) 

Denn bei derselben Bezeichnnng in Fig. 
484 hat man Z ACJ = Z ECJ = die 

Linie JC verlängert, halbirt zugleich den 
hohlen Z ACE = 360° ~ b, z ACL = 
Z ECL = z JCG nnd A -4Ct ss A ECL 
^ Ci JCG. 

Also auch hier gilt der Beweis ad B 
bis zu dem Satz 

JG* 4- CG* * 2/G nCG = AC*±ACxEK 
Da aber JCG^= 180°- y)<45° 

so ist CG'j^JG. 

Daher fährt man also fort: 
mithin (CG± JG)* = AC{AC EK ) 
CG+JG= \‘~ÄC{ÄC+ EK) 
CG- JG= \'Aa.AC - EK) 
Nun ist hier und aus denselben Grün- 
den wie ad C zu setzeu 
für AC der Werth 4- 1 

füi JQ der Werth 4- ssn-y 

für CO der Werth - cosy 

für EK der Werth — sin n 
daher entstehen die beiden Oleichnngen: 


- cos y 4 - sm y = V 1 - sin o 


— cos y ~ y ~ FT+sin« 
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«onus durch Subtraetion, Addition und Rednction 

“1 

»III —I 

„f = -T[l'l + »i»«Tl 1 -»TT^J XXXVI. 



4i. arc (.in = 

V 2 ros fl ) 

ZD zeichnen. 

Man erhalt den ßogen et 

Fig. 485. 


Denn es sei (Fig. 485) 

ZACD = a, z.DCB = ß 
so nimui Z.BCE — ^DCH^ zeichne aus 
C mit dem Halbmesser = 1 den Bogen 
AEDBj ziehe die Sehne BEy welche den 
Halbmesser CD in F schneidet, falle die 
liOthc EH, FG, BK auf BC uud das f»oth 
EM auf BK, so bat man 

FL : BM = EF: EB 
Da nun 2EF~ EB 
so ist auch 2FL = WM 

auch ist 2GL_=MK-{^EH 

daher 2(FL + GL) = BM ^HK j fJT 
oder 2F(; = BK + EH 

oder FG = {{BK + IC«) 

Nun ist FG = FC sin n = cos a 

BK - sin (ft + fl) 
und EH s stft(ft - fl) 


folglich ist cos fl* sin o = } [lin (« + ;*) -f (« - i*)] \ 

oder ,in„- »i>» (« + < » )+ «io («- /» XXXVII. 

2ce$ß ) 


46. 


' (cot =“»(" + Ä - »iw (n - fi )\ 

■ \ 2 »i» ä / 


2 »IN ß 

zu zeichnen. 

Han erhält den Itogen n 
Denn lallt man noch die Normale FN also 
auf BK, 

so bat man BN : BM = BF: BE 
und da _ 2BF = BE 
BÖ"iat aäc)riBN= BM = BK-^EH 


also B\ = i(BK-EH) 

Nun ist BF normal auf CF, BK nor- 
mal auf CO, nnd FN normal auf FO, 
daher £^FBN FCG 

Z.FBN = ZFCG = n 
Aber BN = BF cot FBN = »in ß^cot n 
BK = »in (o + ß) 
nnd 

EH= »in (n — ß) 


folglich ist tin ß • cot a = [»in (<t -f- /*) — »in (n — ß) : 

oder + XXXVm 

Q «ft« A 1 


47. arc (cot = t 

V 2 CO» ß ) 

zu zeichnen. 

Han erhält den Bogen n. 

Denn Kig. 485 bat man 

CK+IIK= CH 
hierzu CK = CK 

giebt 2CK+ HK = Cff-I- CK 
Nun ist 

BF : BE = FN : EM = GK : HK 


aber BE = 2BG 

daher auch HK = 2GK 

daher ist 

2CK + 2GK = 2(C/f -b GK) = CH+ CK 
oder 2CG = CH + CK 
woraus CG = \ {CH CK) 

Nun ist CG — CF cot a — cot ß* cot a 
CH = cot(a-ß) 

CK = cot{tt+ß) 
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folglich 

oder 


coi ß’cot a = 
co$ a = 


i [co* (o + /») + eo» (o - /»)] 
fO»(« + ^) + CO« ( n — ^ 
2 CO« ß 


XXXIX. 


48. orc (.in = f 

V 2$>nß J 

zu zeichnen. 

Man erhält den IJopen ft. 

Denn Fig 485 hat man No. 46 nnd 47 
2/' A = K W = HK = CH - CK 
daher KA = .!(<’«- <-'A) 


Nun ist nach No. 46 

Z KäA = z KCO = a 

daher 

KA = BF »i« ti = liit ß-sin n 
CH = COI (re — ß) 

CK = CO« (re + ß) 


daher 

oder 

49. 


«in ß • lin re = j [co« (re — — co« (re + /?)] 

CO« (re — i!) — co« ln 4- ß) 
ttn a = i ^ — 

2 sin ß 

arc ^«in = 2iin — ^ • co« — *•" ? j zeichnen. 


XL. 


Fig. 486. 



Han erhält den Bogen re. 

Denn zeichnet man (Fig. 486} Z ACB 
= re, innerhalb dessellien an einen Schen- 
kel, z. B. AC den ^ACD = ß, halbirt 
Z BCD durch CK, zeichnet aus C mit 
dem Halbmesser =1 den Bogen ADF.B, 
zieht die Sehne BD, und flillt die Lothe 
BK, FH und DG auf AC, so hat man 
BK+DO = 2FH 
Nun ist BK = «in re 
DG = «in ß 

nnd FH — CF$in FCH — cot BCE'tin FCH 
Nun ist /_ BCE = IfZ. BCD = S,{n — ß) 
und Z FCH = Z DCE + / ACD 

= i(«-/») + /» = U« + /») 

daher FH = cot - • »in 


folglich 

oder 

50. 


. . , „ . n-f/S a — ß 

«in n -1- n« = 2 «in — — • cot — y- 

„ . re + Ä a — ß 

«Ina = 2 «in • cot —~ 

2 2 

I ■ n tt + ß . a — ß , 

arc I sin = 2eo» — y • «in ^ -F sin 



/) j zu zeichnen. 


XLI. 


daher 

nnd 


Han erhält den Bogen re. 

Denn zeichnet man (Fig. 487) Z ACB 
= re, an den einen Schenkel AC dessel- 
ben den Z ACD’ = ß ausserhalb, und an 
den anderen Schenkel den Z BCD = ß 
innerhalb, halbirt /_ACD=^{a—ß) durch 
C K. zeichnet aus C mit dem Halbmesser 
= Iden Bogen BED', zieht die Sehne 
BD', aus D" mit j4C die Parallele D'K’, 
fällt auf j4Cund D’K' die Lothe £K-F KIC, folglich auch 
FH -f HH’ und D’G, so hat man 


Bogen BD = Bogen AD’ 
. DB= . AE 


Bogen BE = Bogen D’K 


daher auch 


BF = D’F 


BD’ = 2D'F 


BK’ = 2FH' 
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oder 
also 
folglich 


BK+ KK' = 2FH + 2HH' 
BK=2FH + HII' 
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Fig. 487. 


BK- HH' = 2FH 
Nun ist 

FH = CF-si» ACK = CF- lin ' 
= cof BCE-nn 


= ™»[ ^ 
n + /S . n-/i 


n-,4 


= rot — ~ • tut 


und 


BK = JIM a 
HH'=ü'G = iin ß 



daher 

o<ler 


si« o - st» ß = 2cot ÜjLE. . lin 

2 S 


sin n = 2 cos • sin 2_ A 4. li« 


ül. are 


^ros = 


„ n + ,'? n — ß 
2 fos — — • cos - 

2 2 


-cot ß ^ 


zu zeichnen. 


XLII. 


Man erhält den Bogen <t. oder CG CK = 2CH 

Denn Rllt man in Fig. 486 noch die ». . . 

Lothe FL nnd DH auf BK, so hat man f 

DF — BF CK = cos a 

also HD = 2BF und CH = CF-roi FCH=coi BCF-rot FCH 

daher anch DM=.2FL 

= cos . cot {FCD + ACD) 


oder 

hiemi 

giebt 


GK = 2HK 
2CK=2CK 


= _ tt-ß (a~ß,\ a-ß <t 

GK+2CK = 2HK+ 2CK - cot -\-ßj-eoi-^eot- 


2 


folglich 

oder 


cos ß-\^ cot tt = 2cos . cos ** 


A 0 + 8 

cot a = 2 cot — • cos 


2 

a-ß 


— cos ß 


2 ■ 2 

52. arc^cos = cot ß - 2 sin . sin zn zeichnen. 

Han erhält den Bogen n. 

Denn anf Fig. 486 hat man nach No. 51 : 

GK=2FL 
also anch CG — GK = 2FL 
Nnn ist CO = cot ß 

CK — cot tt 


nnd 

folglich 

oder 


FL - BF -sin FBL = BF- sin FCH = tiii sin 

2 2 


<•01 ß — cos n = 2iin — ~ 
2 


= cos 8 - 2 sin — 


• ”-ß 1 

•-- 2 - 1 

n + ^ . n — /» f 


XLIIl. 


XU\'. 
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Z tTCF = z tVlC = K 

und ^ F CK = z ÄCO 

daher A FCK «> A flAC 


53. ««(<,= 

V, ' l- if ti-tg ßi 

zu zeichnen. 

Kan erhält den Ro|;en (« + ß). 

Denn setzt man Fig. 488 die Z. ACB 
= n, BCI) = ß zusammen, zeichnet aus C 
mit dem Halbme.sser = 1 den Rogen ABD, 
errichtet in 6 auf BC das I,oth BF + BE 
bis in die Richtungen Ton f'.l und CU, 
ferner in A auf AC das I.oth AG bis in 
die Richtung von CD, und ßllt das Loth 
F.K auf .4C, welches den Halbmesser BV 
in H schneidet, so ist 


innerhalb r an dem einen Schenkel BC 
liegend = ^; zeichnet man nun mit dem 
Halbmesser =1 den Rogen ADB, errich- 
tet in A auf AC das l.oth AG bis in die 
verlängerte CU, in B auf BC das I,oth 
BF bis in die verlängerte CA , welches 
die CG in E schneidet, fällt von F auf 
die verlängerte CG, das Roth FK + KU 
bis in die verlängerte CB, so hat man 

Fig. 489. 


Fig. 488. 


EFK + Z FEK =R=ZBUE + FEK 
daher zEFK= ZBHE + ZCIIK 
hierzu ^ EKF=: / F.BH — Z. CKU — B 
giebt C^EFKo^ C^EUB 'X' l^CIIK 
und Z BEH = z ACB = « 
daher ist 

EF-.EK=CH.CK 


mithin 1. CK : FK = AC : AG 
F.erner ist 

EFK + z FEK = ZBFU+ ZBUF=B 
also ^ FKK = z CUK 

WerzH _ Z_ FKE = Z CKH = Ä 

giebt A FFK <x> A UCK 
mithin EF-. FK = CH : CK 


oder nmgestellt 

EF-.CH = EK-.CK 
Es ist aber anch 

AO-.AC = EK-.CK 


oder nmgestellt 

11. CK : FK = CH ■. EF 


daher ist vlfi : AC = EF : CH 

oder AG-.AC= BFJt BE-.BC- BH 

, ÄC-AC 

also AG - AL 

Nun ist AG = Ij(r -I- ß) 

AC=BC=l 
BF = 1$ a 
BE=lgß 

und 

BH= BE lg BEH=BE lg a = lg ß- lg a 
folglich .,(« + /.) XLV. 

54. nrc (tj = /f 

V ' l + lg tt-lg ß/ 

au zeichnen. 

Kan erhält den Rogen (r - ß). 

Es sei (Fig. 489) ZitCfi = R, zBCD 


rücksicbtlich 1. ist also 

CH ! EF= AC -. AG 
oder CB + BHiBF+BE = AC:AO 
,„BF-BE 

woraus 

Nun ist AG = lg (n — ß) 

AC=CB=l 
BF =lg a 
BE = lg ß 
und 

BH=BF-lg BFH= BF-Ig BCD= lg a-lg ß 
folglich = XLVl. 


/ cola'Colß — \\ 

55. orc I col = — - — ; — -T- ) 

V cola + colß / 

zu zeichnen. 

Man erhält den Rogen {a + ß) 

Denn zeichnet man Fig. 490 z ACF 
+ FCE = a + ß, beschreibt aus C mit dem 
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Constructionen, trlgonom. 
BG= cot ß 


Halbmesser = 1 den Bo^n AFE und toU- 
endet den Halbkreis, errichtet den loth- folglich 
rechten Ilalhuiosser CH, macht in dem , cottt-eolß—\ 

zweiten Quadrant ^ßC« = /j, errichtet = - 

in B auf CB das Loth «//+ Äß hU in cot ß+coi a 

die Richtungen Cf'' und CH, fällt das ec 

Loth HL auf die verlängerte CA, leich- ' V cot ß — cot a ) 
net ans C den Quadrant iß', niid zieht zu zeichnen, 
die mit ß ß parallele ß’ ß' bis in die Man erhält den Rogen (a — ß) 

Richtung Cß, verlängert CK bis A’ in f/ß " •• 


XLvn. 


Fig. 400. 



so bat man 

^hllC = ^GHC = tt 
Z KCH = . 


daLer 

mithin 

woraus 

A KCH cc a Cß/f 
HK-.HC= HC-.HG 
HK-HG = HC* = BH*Jr BC* I. 

Nun ist 

HK-HG = {HB- BK)- HG 


= HB -HG- BK- HG 


= //ß(//ß + ßß) - BK - HG 


= //ß»4 HB- BG- BK-HG 


woraus in Verbindung mit Ol. 1. 

Bin ) ßC> = Bin + ß’C. ßß - BK ■ 
woraus BC* + BK- IIG = B'C-BG 
Nun ist B’C:lt'G' = ßC : ßß * 
daher B'C-BG - B 'G'- BC 

folglich aus II: 

BC>+BKHG = B'G'-BC 
oder umgestellt 

BK -HG=B'G'-BC- BC* 
oder BK - HG = BC -(B' G' - BC) 
oder BK (BG + Bll)- BC{B'G' - BC) 
woraus BK = BC 

BG+ BH 

Nun 


HG 

II. 


B'G' 


ist ßA'= cot («+,») 
ßC= 1 
ß’C cot CG'B' = B'C cot ß 


= BH-col ß : 
Bll = cot n 

u 


cot a-cot ß 


und 

= Ci cot ß folglich 

cot (a — ß) 


Denn zeichnet man Fig. 491 mit dem 
Ualbnie.sser= 1 aus C den Halbkreis 
ABI), errichtet den lothrechten 
Halbmesser CB, zeichnet an dem 
horizontalen Halbmesser A C des 
ersten Quadrant den Centriwinkol 
ACE = n, und an de.s.sen zweiten 
■Schenkel innerhalb n den Winkel 
ECF=ß, und construirt im Uebri- 
geii wie in Fig. 490, so bat man 
auch hier 

A HCKk>c^ II GC 
daher HK : HC = HC : HG 
und HK-HG-HC* 

= Bin f BC* 

endlich HK-HG = 

BH*+_HBBG BK-HG 

daher 

Bin + BC* = Bin + BH-BG - BK-HG 
oder 

BC* = BH-BG - BK(,BH + ßß) 

oder 

BC* =ß//ßß-ß//ßA-ßß.ßA 

oder 

BC* T BG-BK = ß//.(ßß - II K-) 
oder 

BC* + BG-CB'= BH{BG-BK) 

Nun ist 

CB' B'G' = BC -. BG 
daher 

BG-CB' = BC : B'G' 
folglich 

BC**tBC-B'G' = BH-{BG- BK) 
oder 

ßCKßC+ß’ß') = BH-{BG-BK) 
woraus Bll = BC- f 

DÜ — lih 

Naii ist /?// = coJ (ff— 

I 

B'G' = CÄ'-col ß = BU.cot ß 

= cot u»cot ß 

BG = cot ß 
BK — cot n 


_ cot a*col ^-f 1 
cot ß— cot a 


xLvrn. 
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Fl(f. •40!. 


57. arc [»i» = cot u • cos ß{!g a ! < J 
lu uichnen. 

Man erhält den Bogen (n + W Denn 
leichnet man Kig. 492 ZACB +2. B('D = 
n + ß, ans C mit dem Halbmesser = 1 den 
Bogen AHD, errichtet in H auf BC das 
Loth BE + BF bis in die Richtungen CA 
und CDj zieht OL + FKy fällt die Lothe 
00 und HK auf AC 


58. 

arc[_nH=eot a-e»sß(tytt—lgß)] 
zu zeichnen. 

Man erhält den Bogen {<s~l0 
Denn zeichnet man Vig. 493 
^ ACO = (t und an einem 
•Schenkel CO desselben in- 
nerhalb den ^ OCB = ß, l>e- 
schreibt ans C mit dem Halb- 
messer = 1 den Bogen A B O, 
errichtet in O auf CO das 
Loth OF his in die Richtung 
CA , verlängert C ß his K 
in OF, zieht durch B die mit OF paral- 
lele OL, und flUlt die I.othe BH und 
OK auf AC, 

so hat man CB : CE = CO : CD 
ebenso CB : CE = BL : EF 
daher ‘ CO t CD = BL : EF 
Nun ist AL«M~ACCK 
daher CK-.CG = BU -.Bl 


Fig. 402. 


hierzu Gi. I. giebt 

CK:CD = BHtEF 



so ist ^CHL~B = ^ChH 
daher 

^ CHK + ^LIIK = n = ^ CHK + HCK 
also ^ L // A' = Z WCA'_ 

folglich LHK co l^HCk 

mithin CK ■. CH - HK ■. HL 


oder CK ■. CO - BH ■. OF- DE 

woraus OF - DE — CO-[ 

( I\ 


Fig. 49!!. 



aber auch DO : OL — HK: HL 
folglich CK : CH = OG rÖL 

ferner ist CH ; CB = DLj EF 

folglich CK -rCB = DO ; EF 
oder CK .CB = DG: BE + BF 

DG 

woraus BE + BF CB • 

Nun ist BE = lg a 
BF = lg ß 
CB = l 


DG = lin (n + ß) 

und CK = CH -cos n = cos ß-rot n 

sin (n+Ä) 

folglich lgn + lgß= . 

e » ' ratcfcaiß XI IX 

oder 


sin(n+^) = cos a-cotß{lg«Alg ß) 


Nun ist DF = lg a 
DE = lg a 
CD = 1 

BH — sin (a — /S) 

und CK = CG -cos n = cos /J • ros a 

. sin(w — ß) 

folglich ist Ig,.-Igß= — ^ 

oder 

sin (rt - /5) = cos a»cos ß{tg n-tg ß) 

59. arc [sin = sin «»ji» ß(cot a-\-cot ß)] 
zu zeichnen. 

Man erhält den Bogen (ii + ß) 

Denn zeichnet man Fig. 494 aus C mit 
dem Halbmesser = I den Halbkreis ABÜ^ 
errichtet den lothrechten Halbmesser Ctf, 
zieht durch B die mit AÜ parallele HKy 
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Fi(r. 49-1. BC da* Loth BH, verläi^ert 

die Schenkel CO undC£ bU 
// and K in BH, ßllt die 
I.Mhe EF nnd Kl. auf .iC, 
die liOthe Efl und JF auf 
CO, nnd lieht aus F eine 
Parallele mit CO bis A' in 
die verlängerte EH, 
so hat man 

^oeu + ze«o 

= /^FC)l + CilF=n 

macht ^.iCE im ersten Quadrant = /J, da nun y F.MO = y CHF 

^l>CO im zweiten Quadrant = ver- «o ist — > » -i,-/. .1 ~ < 

langert deren Schenkel CE und CO bis , . . . ^ '•EM - htM=ß 

H nnd K in der parallelen HK, zeichnet »t y, ENF = /jCJF = H. 

im ersten Quadrant noch die y|f£= le <lalier i^ENF’x{^CJF 

nnd FCG-ß, fällt das Loth 6’J aufCF, woher EF-NF=NF-JF 

t Ä,". “'«S! S'-’''’ “r»«; „ , 

so hat man ZCJt =^JCA = n _ r 

anch 

Z CJL d- Z U G = y,JOI. +y_U l . = ll 
daher y. CJL oder y JCK = y JGL = n 


JF-.NF=CF.EF 
yG:NF= CF-.EF 
y GNF = y CFE 


bierzn 
daher 
mithin 

oder umgestellt 
oder 
hierzu 
daher 
folglich 
auch war 
Nun ist 
nnd 

folglich A CGJ X A HKC 
daher JL : GM = CB : HK 

oder JL ; GM = BC : BH + BK 


y CXJ = y GL J =Jl 
A CXJ ^ A GLJ 
CJ-.NJ= GJ.LJ 
CJ:GJ=NJ;LJ 
CJ ■. GJ = LM ■. LJ 
y CJG = yJLM = B. 
A CGJ (V A MJL 
y LMJ = z JCG = ß 
y JGM = n 
Z BHC = y .iVH- 
y BKC = ^ OCK z 


oder 
hierzu 

gieht A^f ~ Ä ACtfi 

mithin y XGF = FCE = « 


Fig. 49Ö. 


woraus BH + BK = BC- 
Nun ist 


nnd JL ■■ 


GM 
JL 

BH — cot ß 
BK — cot tt 
BC=l 

GH = sin (n + /9) 

: GJ-tin JGL — GJ-tin n 

- sin fl - sin 

folglich cot n cot ß — f*” (od-^) j 
sin n*sin ß 

oder 

sin («+;») = sin n-.in ß{cot a + c«< 

GO. nre [sin = sin a*sin /S(col /J - cot n)] ~ 

zu zeichnen. 

tian erhält den ßogen (a—ß) 


Nun ist JF 4= EG 
daher ’y JFM = y GEH = ß 
aber ^ GFJ = y NGF= a 

daher ’ GFJ - y JFM = a-ß 
oder yGFE = a~ß 


auch war 
Da nun 
und 

LI. so ist 
folglich 


Z GF.F = ß 


oder 


Denn zeichnet man Fig. 495 mit dem voraus 


Halbmesser c; 1 den Quadrant ACH, macht 
y ACE z=B, y ACO = ß, errichtet iu B anf 


yKCHz=a-ß 
y KHC = ß 
/^KHCzoi^GFE 
HK ■. KC = EG: GF 
KC: KL = GF-.NF 
HK-.KL = EG: W 
BH-BK :KL z=EG:NF 

BH-BK = KL-~ 
NF 


Nuu ist BH = col ß 
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BK = cot ft 
KL = BC = l 
EG = sin (fl—ß) 

nnd . . „ 

NF=EF‘$in NEF = EF-un ß = un «-«im ß 

folglich ’^olß-cota--.^^^.^A 

oder I 

fin(rt - ^) = «»« «‘»in ß (rol/J - rot «)) 

/ . iin *ff — «in V \ 

r I iin = , V ,. — ) 

ZU zeichnen. 


61. arc 


Man erhält den Bogen (« + /?) 

Denn zeichnet man Fig. 496 ACE 
= ff, setzt an den Schenkel CE innerhalb 
und aufserhalb des Winkels die ^ ECB 
und ECD^ jeder = so dafs also Z ACB 
= (« + /*) und Z AC/) = ß). Be- 

schreibt aus r mit dem Halbmesser = 1 
den Bogen ABEB, zieht die Sehne ßO, 
fällt die Lothe OUy EGy EG und BK 
auf ACy das Loth KV auf BKy und 
zieht FK 


oder EG» = FO*+F/V> 

hiervon gF* = BF* 

bleibt EG* - BF* = FO* + FN*- BF* 

= FO*-(.BF*-FN*) 

- PO*- BK* 

oder EG* - BF* = (.FO + BK) (FO - ßiV) 
Fällt man nun das Loth DM auf 
so ist A FDM S A BFK, daher FM = BN 
folglich ist 

EG* - BF* = (FO + BK) (FO - FM) 
oder eg* - BF* = BKy. DH 
Nun ist EG = «in n 
BF = «in ß 
bk = «in (« + ß) 
und DH = «in (« - ß) 
daher hat man 

«in *a - «in V = «•" V« “ 

«i«’,<-«invl’ Liir. 

+ ) 

/ coi *ß — CO« *a\ 

62. orc«in= 


Fig. 496. 



so ist ^ FLB — ^ KLC 

hienu ^ BFL = R = /_ChL 


daher 

AftB~AÄl.C 

mithin 

LC.LK = LB-.LF 

oder umgestellt 


LC.LB = LK-.LF 

zugleich 

/_ BLC = FLK 

daher 

^ FLK 03 A BLC 

mithin 

^ FKL = Z BCL = ß 

folglich auch Z KFO = /J = Z ECF 

hierzu 

^FOK= R = Z. CFB 

daher 

A FKO K> A CBF 

und 

FK : FD = CB .CF 

oder 

FK-.FO = CE.CF 

Nun ist auch 


CJ 

II 1 

folglich 

F:G = FK 

daher auch 

EG* = FK* 


zu zeichnen. 

Han erhält den Bogen (o + /9) 

Denn es ist No. 61, Fig. 496 bewiesen, 
dafs EG* - BF* = BKy DH 
Nun ist EG* - BF* = CF* -CG*- BF* 
= CB* - BF* - CG* 
= CF*-CG* 

daher ist auch CF* — CG* = BK-DH 


Nun ist CF = co« ß 
CG = cos n 

DK Dtl = li« (rt -b ß) sin (« - 
folglich 
cos^ß — cos *n 

oder . ,1 

COf V “ 

«i"(‘' + ^>= '«inTT^ I 


ß) 

LIV. 


( CO« *ß — «in *a\ 

^• = -co.(«-ß)~) 
zu zeichnen. 

Denn es ist in No. 61 mit Fig. 496 be- 
wiesen, dafs 

EG=FK 

daher ist auch 

EG* = FK* = OP + OK* 
dies abgezogen Ton 

CF* = CF* 


bleibt CW^EG* = CF* -OF*- ÖK* 
= CO* - OK* 

oder CF* - EG* =(CO-OK)(CO + OK) 


da nun 
so ist auch 
oder 


DF = BF 
DM = FK 
OH=OK 


r _ ' ' -li 
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mithin i»t CO + OK = CO+ OH = CH 
nnd da zugleich 

CO-OK = CK 

so hat man CF*— EU* — CK-CU 
Nun ist CF = cos fl 
EG — siit a 
CK — cos (« + fl) 
and CH — cot (a — fl) 
daher ist 

cot *fl - sin *o = cot (a-^fl)-cot (a - /9)1 

l T sr 

cos ’fl— sin *nf 1* ’ • 


da nun 
nnd auch 
so ist 
also 


LC=CK+LK 
IC = CH - LH 


2LC=CK+CH 
LC = ;,(jCK + CH) 

Fig. 437. 


cot (a + fl) =■ 


64. orc ^cos = - 
zu zeichnen. 


cot (a 


cot (a — fl) 


Slft* 


Uan erhält den Bogen (a + fl) 
Denn in Fig. 496 hat man 

EG* = CB?- CG* 
oder EG* = CB* - CG* 

dies abgezogen von 

CF* = CF* 



bleibt CF* -EG*=CF*~ (CB*-CG*) 
= CG*-(,CB*-CF*) 
oder CP* - EG* = CG* - BF* 

Nun ist nach No. 59: 

C F*- EG* = CK X CH __ 

folglich ist 

CG* - BF* = CK X CH 
Nun ist CG = cot n 
BF = sin fl 

und CK X CH = cot (n + fl)-ces (« - fl) 

folglich ist 

cos ’ti - sin V = <^ 0 * (“ + />)• cot (n - /t)\ 
oder I 


Daher verwandelt sich die obige Pro- 
portion in 

AG:AC = HDH + BK):i(CK+ CH) 
oder .40 : .10= DH + BK : CK+ CH 

AG DH + BK 

woraus - = ^ — -- 

AC CK + CH 

Nun ist DH = sin fl, BK = sin a 
CK = cos a, CH = cos fl 
AG = lg ACJ = lg (AQD f DCJ) 


!g 


LVII. 


CO» (« + Ä = 


eo9 ■<« — fin ■ 


LVI 


cot (a — ß) 

tin a + fifi 
cos a-j- cot 


cot a + cot ß) 




65. arc ^ tg = 
zu zeichnen. 

Man erhält den Bogen — ^ ^ 

Denn zeichnet man Fig. 497 ACB 
= «, an einen Schenkel AC den z ACD 
= fl innerhalb n, so dafs ^ BCD = n-fl, 
balbirt z BCD durch CG, errichtet in A 
das Loth AG auf ylC, beschreibt mit dem 
Halbmesser = 1 den Bogen ADJB, zieht 
die Sehne BD, und fällt die Lotho DH, 
FL nnd BK auf AC, so ist 

AOiAC = LF.LC 


nnd ylC= 1 

folglich hat man 

n -j- fl tin n + sia fl 
cot rt + cot fl 

66. arc ^ lg : 
zu zeichnen. 

Man erhält den Bogen —5-^ 

Denn zeichnet man Fig. 497 noch die 
Tangente BE bis in die Richtung CG, 
fällt die Normalen FK und DM auf BK 
so hat man z KB'L = /{ = ^ bFC 

hi ervon z KFC = z KFC 

bleibt z CFL = Z BFN 
da nun zugleich 

zbnf=b = zclf 


Nun ist 
folglich 
ebenso ist 


DF= BF 

LF = HDH + BK) 

LH = LK 


so ist A BNFco ^CLF 

daher BF . BN= DF :CL 

oder umgestellt 

BF:CF=BN-.CL 


Nun ist 


ABFC=R = z.EBC 
^.BCF=Z.ECB 
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daher A BCF oa A RCB 

hieraus RF:CF=BEiBC 

daher auch BE : BC = BN : CI, 

Nun ist BF=\BD 
daher auch BN = = \{BK ~ 1)11) 

und nach No. 65 CL = \(CK + 
daher BE •.BC = i(.BK- DU) : ^(t'K + CH) 
BE BK -DH 
woraus ~BC~Ck + CH 

Nun ist BE = tg BCJ = 1$ — ^ 

BK = «in R, DH = jtn ß 
CK = cot ft, CH = cot ß 
und BC= 1 

< — ß sin R sin ß LVIII 

2 ~ cos R + cos ß 

cot ß — cot R 


folglich lg - 


( _ cot ß — cot n\ 
* sin H + sin ßl 


n -fl 


67. arc 
zu zeichnen. 

Han erhält den Hogen 

Denn in Fig. 497 hat man CF loth- 
recht mit BD, FL lollirecht mit DM und 
CL lothrecht mit B)l 
daher ist A FCL <v A BDM 
mithin CL : FL = B!U . DM 
oder umgcstellt 

CL : HM = FL : DM 

daher auch 

2CL : HM = 2FL : HK 

oder 

CK + CH ; HK - DH = HK 4 DH :CH- CK 
^ HK- DH CH -CK 

CÄT CH HK + DH 

Nun ist No 66 bewiesen, dafs 
BK -DU BE 
CK + CH ~ BC 
daher ist auch 

CH -CK _ B_E 
BkTT)H~ BC 
Nun ist CH = cot ß, CK = rot a 
DH = sin ß, BK = sin n 


BE = lg 


n-ß 

2 


folglich lg “ 


und BC — 1 
cos ß — cot R 


sin R + sin ß 

( cot ß — cot R \ 

!g — ___ I 

' sin R — sin ß ) 
zu zeichnen. 

Man erhält den Bogen 

Denn es ist Fig. 497 

BK* = BC^-CK* 


UX. 


und 


DH* = D(?- cm 


daher ÄK» - DH* = CU* - CK* 


oder 

(ÄK4 DH) (HK -DH) 

= (CH + CK) (CH - CK) 

woraus 

BK+ DlhCH + CK=CH-CK:BK- DH 
BK+ DH CH -CK 
"“®'’ CK + CH ~ BK - DH 
Nun ist nach No. 65 

HK + DH AG _ tt + ß 
CK + CH ~ AC~'^ 
daher ist auch 

CH-CI^ o + ß 
BK -DH ~ ^ 2 

R 4 cot ß — rot K 

lg - - - 


2 


LX. 


oder .y — — . . „ 

2 sin R — sin fl 
69. Rrc(sin = Ssin r — 4sin ’n) zu 
zeichnen. 

Man erhält den Bogen 3r 
Denn zeichnet man Fig. 498 Z ACE 
= 3r, theilt ihn durch die geraden Linien 


Fig. 498. 



BC und DC in 3 gleiche Thcile, so dafs 
Z'4t’Ä = Z BCD = Z DCF.tco, beschreibt 
ans C mit dem Halbmesser = 1 den Bo- 
gen ABDE, fällt die Imthe HN n'nd KJ 
auf AC, zieht die Sehne BE, fällt die 
Lothe BH auf CE, BG auf KJ und EF 
auf BC, verbindet F mit H und G mit 
//, so ist 

EM = HM 

ferner 

z EFB = z äHK = « = Z K WC = z BMC 

und 

/ EB F=/.BE H =Z MKC = zMBC 
daher 

A EBF iS A BEH ~ A WEC s A MBC 
mithin Z BEF = z EBH = z MCB = r 
daher EL = HL 

folglich liegt der Durchschnitt L von EF 
nnd HH in CD 
Da nun EF = BH 

so ist auch EF—EL = BH- HL 
oder LF = LH 
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zugleich i*t Z P.I.B = Z HhP 


also 


also 

BE^r FH 

und 

AEFH = ^BEF=a 

Nun ist 

Z geh = 90-0 

hiervon 

Z CEJ = 90 - 3o 

bleibt 

Z JEH = »o 

auch war z PK» = " 
daher ist auch 

/ FEK — n 

aber auch 

Z KFK = n 

mithin 

EK = FK I. 

zugleich ist CiEKFxCiKLB 

daher 

EK :EF= EL : EB 

oder umgestellt 

EK t EL = F.F EB II. 

Nun ist 

Z Kt/I = Z LFH + ^LHF 

daher 

= 2n 

^KLHsz ^BEG 

zugieich ist z PHIL = Z PGP: = It 

daher 

A EHL ~ A BGE 

woraus 

EL : EU = BE : BG 

hierzu II. 

P:K i EL = EF : BE 

Riebt 

EK ■. EH = EF t BG 

oder 

EK : EH = BH : BG 

da nnn 

Z HKK = R-3a 

und ZGBU = R-(z.GEB + /iEBL 


= R-3a 

also 

Z HEK = Z GBH 

so ist 

A HEK <x> A GBH 

woraus 

^EHK=zBGH 

hiervon 

• zEHB = /_BGK= R 

bleibt 

ZÄ«K=zKCtf 

also auch 

Z EFK= z KGH 

oder auch 

Z PEG = z HGE 

daher 

ff 4= GH 

woher 

Z C//A = Z KfA' 

daher auch 

z ghk = z hgk 

foli^lich 
hierzu 1. 

GK=HK 

EK=FK 

giehl 

Nun FHss^ltO, oder wenn man das laoth 

/##» auf Äß fallt, f7/ = 2.tf/’=2(itfK-£fO- 
AberM£:=«m n, nnd EF-HK»sin ENF= 
HE»»in ECD = HK>tin ÜE-iin EBH 

$in n SS BE‘sin ir«sin n = BE' sin *« = 
2<V£*iin ht SS 2 sin tfsin^a = 2jiii’« 
daher ist 

FH ~ 2 (sin n — 2 sin ’t<) = 2sin a — 4sin*» 

also auch 

EG = 2s\n «~4sin *a 

hierzu 

GJ = BK = sin ’n 

ffiebt 

£a/=3iin n — 4sin 
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Nnn ist EJ = sit%(3a) 
folgÜcb hat man 

<in(3a) = 3<in « — 4sin ’n 

70- «rc {com ~ 4cos *« — 3co» «) zu 
zeichnen. 

Man erhält den Bogen 3«. 

Denn zeichnet man Fig. 499 Z ^CE 
=: 3n, theilt ihn durch die geraden Linien 
BC und ÜC in 3 gleiche Theile, so dafs 
Z ACB = Z BCD-^DCE = a, beschreibt 
ans C mit dem llalbmesser = 1 den Bo- 
gen ABIJE, zieht die Sehne BE, fällt 
die Lothe BP und EE auf AC, zieht LP 
so hat man 

^LBC = R-tt = ^PBC 
hierzu BG = BG 

und BL = BP 

Mg\icT~KTlGlls^B'GP 
mithin ^ BGL — BGP = B 

und GL = GP 


Fig. 499. 



Fällt man nun die Lothe GH und LH 
auf AC, und das Loth BK auf EF ■ 
so ist PG : PL = PU : PM 
da nnn PL = 3P/f 
so ist auch PM = 2PU 
Kbenso ist 

BL-.BE=B.\-.BK 
und da BE = 1BL 
auch BK = iBN 

oder PF=3PM = iPH 

daher 3PH=HF 

also 3PH + 3IIF = iHF 
oder 3PF = iHF= iCU ~ U'F 

oder 3PF+iCF = 4CH 
oder 

3PF-|-3CFd-CF=4C// 
oder 3CP+CF=4CH 
oder CF= iCH - 3CP 
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Nun ist CF = CO* (3n) 

CH=iCG‘CO$ f« = CF-coi «-CO* n = CF*co* *a 
= cos a*co* *a 

= cos *n 
CP= cos n 

daher ist cos (3it) = 4 cos — 3 cos a 
Vergl. noch den Art.: Analytische 
Trigonometrie, pag. 71. 

CoDstructioQ geometrischer Formeln 
ist in dem Art.: Analytische Geo- 
metrie, pag. 68, abgebandelt. 

Goutroction der Gleichnngen ist die 
Auffindung der Wurzeln einer gegebenen 
Gleichung mit Hülfe geometriscber Con- 
structionen, indem die Elemente der Glei- 
chung als gerade Linien aufgetragen wer- 
den. Liese Methode der Auflösung von 
Gleichungen hat gegenwärtig und über- 
haupt seit der Zeit, dafs man in der 
Algebra ein bei weitem einfacheres und 
übersichtlicheres Mittel dazu gefunden 
hat, keinen anderen Werth mehr als den 
geschichtlichen, weshalb auch nur davon 
folgende kurze Erläuterungen: 

Eine Gl. dos ersten Grades hat die 
Form: 

a = 0 

woraus x = t fl 

Es ist also bei dieser Gleichung nichts 
anders zu construiren, aU dafs man die 
Zahl a als gerade Linie auflrä^t. 

Eine Gleichung vom 2ten Grade hat 
zwei Wurzeln, vom «ten Grade n Wur- 
zeln, und diese Wurzeln ergeben sich als 
die Ordinalen der Durchschnittspnnkto 
zweier sich schneidenden Linien. Für 
eine Gleichung des 2ten Grades genügt 
also eine gerade Linie nnd ein Kreis, 
weil hier zwei Durchschnittspunkte ent- 
stehen. Für eine Gleichung vom dritten 
Grade ist schon ein Kreis mit einer an- 
deren Curve erforderlich, weil 3 Lurch- 
schnittspunkte verlangt werden, also z. B. 
Kreis und Parabel, die zugleich vom 4len 
Grade genügen, weil beide Curven auch 
vier DurchsÄnittspunkte liefern können, 
wiewohl auch für diese 2 Parabeln, Pa- 
rabel und Ellipse, Kreis und Ellipse 
n. 8. w. gewählt werden können. 

Um die Methode anschaulich zu ma- 
chen, sei als Beispiel die quadratische 
Gleichung zu construiren 

X* "fc ax ik bc = 0 

in welcher x, a, ü, c gerade Linien sind. 
Aus diesem Grunde Kann das bekannte 
Glied nicht durch nur einen Buchstaben 
bezeichnet werden, weil es dann Linie, 
und mit den ersten beiden Gliedern, 
welche Flächen sind, nicht zu addiren 
sein vrürde. 


Für diese Gleichung, je nach den Vor- 
zeichen, genügen zwei Constructioneo, 
Fig. 500 und 501, und zwar 


Fig. 500. 



Fig. 500 für die beiden Gleichungea 
X* ax + 5r = 0 
X* — ax + üc = 0 


Fig, 501. 



Fig. 501 für die beiden Gleichungen 
X* — rtx — 5c = 0 
ax — 5c = 0 

Man nimmt 2 gerade unter einem be- 
liebigen, hier unter einem rechten Win- 
kel sich schneidende Linien AD und AE, 
den einen Schenkel, z. H. AE macht man 
=: dem Coefficionten a von x, den ande- 
ren AD = dem einen Factor z. B. c des 
bekannten Gliedes, und nimmt auf dem- 
selben Schenkel von A aus AB = dem 
zweiten Factor 5, und zwar in Fig. 500 
nach einerlei Richtung mit c, in Fig. 501 
nach entgegengesetzter Richtung; in bei- 
den Figuren halbirt man BD in F, und 
AE in fr, und beschreibt mit BC aus C 
den Kreis, so sind die Ordinalen AX 
und yiA'' die Wurzeln der Gleichung. 

Denn es ist AXxAX' = ABxAD 
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oder AX'^AX' = he 

Sebt man nan AX = x, so ist Fif;. 500 
= AK - EX’ = AE-AX = a-x 
in Fie. 501 

AX' = AE-\-EX' = AE + AX = a->tx 
Sebt man ^A" x, so ist in Fig. 500 

AX = AE - EX = AE -AX’ = a-x 
in Fig. 501 

AX = EX - AE = AX'~AE = x-a 

Man hat also in Fig. 500 die Prodncte : 

tx{a — = 6c 

oder (-«) för x gesetzt 

(— jr) (a+^) = 6c 

in Fig. 501 

Diese 4 üleichungen auf 0 reducirt und 
geordnet geben 

Fig. 500: x‘— <w + Ac = 0 (1) 

*• + ax + 5c = 0 (2) 

Fig. 501: x> + ox-5c:i0 (3) 

X* — ax — 5c = 0 (4) 

woher mit den beiden Constructionen alle 
4 Formen erledigt sind. 

Ans dem Art.: Algebraische Glei- 
ch nngen, pag. 49, ist zu ersehen, dafs 
Ql. 1 zwei {msitire. Gl. 2 iwei negative 
Wurzeln hat, und dafs Gl. 3 und 4 eine 
positive und eine negative Wurzel ha- 
ben. Daher sind in Fig. 500 beide W ur- 
zeln AX und AX' entweder beide posi- 
tiv, oder beide negativ; in Fig. 501 ist 
für die 3le Gl. die kleinere Wurzel AX 
positiv, die gröfsere AX' negativ; für 
die 4to Gl. ist die gröfsere A.V ' positiv, 
die kleinere AX negativ, wie ans der 
Entwickelung der beiden letzten Glei- 
chungen angenicheinlich hervorgeht. 

Wenn Fig. 500 CG= CB ist, so berührt 
der Kreis die l.inie AE in fr, nnd es 
giebt nnr eine, d. h. 2 gleiche Wurzeln. 

Es ist 

CG = AF=AB+BFx'^ • 


= 5-1- 


2 

:h\t 


CB=yci^ + BF^^y{^) 

also es giebt 2 gleiche Wurzeln , wenn 


oder wenn 


• = 6c 


dies giebt anch die Algebra. Denn setzt 
man ^ für 6c^ so hat man 

Gl. 1 n. 2 : x* t oa: -|- —— = 0 


»V=y=0 


Wird CG >BC _ 

oder -^ < 5c 

so enbteht kein Durchachnittspunkt in 
AE, un<l beide Wurzeln sind unmöglich, 
wie auch die Algebra giebt. Denn sebt 
man 


so erhält man 




ln Fig. 501 ist es weder möglich, dafs 
der Kreis die Linie AE berührt, noch 
dals er dieselbe nicht schneidet. Daher 
auch für die beiden letzten Gleichungen 
weder 2 gleiche, noch 2 unmögliche Wur- 
zeln enbtehen können. Die Algebra be- 
weist dies gleichfalls, denn beide Glei- 
chungen 

X * ax — 5c = 0 

giebt x = T-|-±|/-|--t- 5c 

so dafs nnr für 5c = 0, also wenn x’ ± na; 
= 0 oder x ± n = 0 nicht zwei gleiche, 
sondern nnr eine Wurzel entsteht, un- 
mögliche Wurzeln aber wegen der immer 
positiven y nicht existiren können. 


Coutructloa der Werthe einer 6Iei- 
ehang. Setzt man in einer geordneten 
auf Null reducirten Gleichung für die 
Unbekannte eine der Wurzeln der Glei- 
chung, so geschieht der Gleichung Ge- 
nüge, deren Werth ist = Null. Sebt man 
für die Unbekannte irgend eine andere 
Zahl, so ist die algebraische Summe der 
Glieder nicht = Nnll, sondern eine be- 
stimmte Zahl , welche der jedesmalige 
Werth der Gleichung genannt wird. 

Nimmt man von einem Anfangspunkt 
A einer geraden Linie eine Reihe von 
Werthen för die Unbekannte (x) als Ab- 
scissen, die positiven nach einer, die ne- 
gativen nach der entgegengesetzten Rich- 
tung, und bägt die jedesmaligen Werthe 
der Gleichung als Grdinaten auf, so er- 
hält man aus der Verbindung der End- 
punkte dieser Grdinaten in einer Curve 
die graphische Darstellung der Natur die- 
ser Gleichung. 

Für jede Gleichung des ersten Grades 
wird die dieselbe darstellende Curve eine 
gerade Linie. Z. B. die Gl. x - 3 = 0. 

Ist Fig. 502 AA’ die Abscissenlinie, A 
der Anfangspunkt der Abscissen, AB=: 
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BC=CD= DE u. s. w. = 1, so entsteht 
für X = 0 in .4 die Ordinate ylo = — 3 als 
Werth der Gleichung. Für x = AB = 1 
entsteht die Ord. Bb:x- 2; für * = AC 
= — 2 die Ord. Cc = — 1 ; für j = AD = 3 
die Ord. in D = 0; für x = AE = 4 die 
Ord. Ee = + \ u. s. w.; die zusammenge- 
sogene CnrTe abcHe... ist eine gerade 
Linie. 

Für Gleichungen des zweiten Grades 
mögen folgende Jieispiele genügen ; w be- 
deutet den jedesmaligen Werth der Gl. 


Fig. 50?. 



merken, dafs die Höhen mit dem halben 
Län^nmafsstab anfgetragen sind. 

Die Durchschnittspunkte der Cnrre mit 
A'A' geben den Ort der Wurzeln an, sie 
liegen für x zwischen 0 und 1, nahe an 
0, und für x zwischen - 4 und - 5, nS- 
her an — 4. Es könnte diese Methode 
als eine praktische Auflösung von Glei- 
chungen angesehen werden, wenn man 
nicht bei einiger Hebung noch leichter 
durch Rechnung dazu gelangte, und nicht 
nur bei den (jiiadratischen, sondern auch 
bei Gleichungen von höheren Graden, wie 
dies schon der Art.: Algebraische 
Gleichung, pag. 57 bis 60 nachweist. 
Um den Charakter der Cursen näher 
einzusehen, sollen noch 2 Gleichungen 
construirt wenlen, eine mit 2 gleichen, 
und eine mit 2 unmöglichen Wurzeln. 

1 . Die Gl. X* — 2x-bl = 0 

d. i. (x - 1)> =0 

Die beiden Wurzeln sind -t- 1 und + 1. 
Für X = -l- 1 : IT = 0 

„ x = + 2;k = +1 x= 0iw = +l 


X» -1 4x - 1 = 0 
Für X = 0 ist IF = - 1 

■ = + l . IF = -|- 4 
= -(-2 . W = -l-ll 
= -b3 . H = + 20 


u. s. w. 
Für X 


1 , IV = - 3 

2 , IF = - 5 

3 , D’ = - 4 

4 , IF = - 1 

5 , »F = -(- 4 

6 , IF=-t- 9 


Man erhält in Fig. 503 die Zeichnung 
der Gleichung als Curve, wobei zu be- 


Fig. 503. 



, x = + 3;iP = -(-4 x=-l; w=:-F4 

, x = -t-4; ir = -t-9 x = -2;w = -b9 

n. s. w. u. s. w. 

Ans diese* Darstellung ersieht man 
die Symmetrie der Ciirre Ton der Ab- 
scisse (-H 1) an zu beiden Seiten durch 
gleich grofse Ordinaten, folglich wie Fi^. 
504; der Durchschnittspniikt C für du 



Fig. 504. 


beiden gleichen Wurzeln wird Beriih- 
rnngspuiikt mit der Abscissenlinie AA'. 
2. Die Gl. X* — X -b 4 = 0 


Wurzeln !(+l-bF 
und l( + 1 - 

beide unmöglich. 
x = -|.l;ir=:-b 4 
x = -(-2;» = -(- 6 
x= -I- 3; » = -(-10 
x = -(-4; » = -(-16 


-15) 

-15) 

X = 0; » = + 4 

X = - 1 ; » = -b 6 
x = -2; » = -blO 

x = -3; w = -b 16 
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Anoh hier sieht man die .Symmetrie 
zweier Aeste der Ctirre Ton einem Punkt 
zwisrhen den Abscissen = 0 und = +l. 
I.)er Pnnkt für das Uinimnm der Ordi- 
nate ist für = wo die Ordinate = 3J 
wird; man erhäit die Uarsteiinng Fig. 605. 

Die Cnrre hat also keinen Durch- 
schoittspunkt mit der Absrissenlinie XX'. 

So Tiele Wurzeln eine Gleichung hat, 
so viele Darcbschnitt.spunkte hat die Curve 
mit der Abscissenlinie mit Ansnahme 
zweier gleicher Wurzeln, wo ein Berüh- 
mn^punkt wie Fig. 504, und einer iin- 
mö^ichen Wurzel, wo nur ein der Abscisse 
näherer Pnnkt, wie Fig. 505 entsteht. 


Fig. 505. 



Znni Scblnfs des Art. soll die Curve 
der Gleichung, Bd. 1. pag. 57, Z. 1 rechts 
constmirt werden, nämlich 

ar» - 3a:‘ - + 24x’ - 9x 4 27 = 0 

deren Wurzeln sind dort gefunden. 

4 3; 4-3; -3; 4-V- I; -I - t 
die Gl. hat also 2 gleiche und 2 unmög- 
liche Wurzeln. 

Fär X = 0 ist w = 4 27 

x=4 1 , IT = 4 32 
x=42 , «-=425 
x=43 , ir = 0 
x = 44 ■. w = 4 119 
Man ersieht, dals die beiden Ordinalen 
links lind rechts in Entfernung I von 
dem Endpunkt der Ab.«cisse x = 4 3 po- 
sitiv sind. Dafs dies übrigens in noch 
Ml kleinen Entfernungen von derselben 
Ordinate stattfindet, dafs also der .Abscis- 
senpnnkt 4 3 ein Berührungspunkt für 
die 2 gleichen W'urzeln 43 ist, erhellt, 
wenn man in die Gleichung für x den 
Werth (3 ± »} setzt. Mao erhalt als Werth 
die Gleichung 
für x = 3 4 »; 

» = «■' (60 4 46« 4 12»* 4 »ä) 
für x = 3 — «; 

w = ■» (60 - 46« 4 12»* - »*) 


Setzt man nun für n eine noch so 
kleine positive acht gebrochene Zahl, so 
wird jede noch so nahe an x = 3 rechts 
befindliche Ordinate der Abscisse = 34« 
positiv; und da man mit « anch 46« 4 «* 
gegen die Zahl 60 beliebig klein machen 
kann, ebenso die beliebig an x = 4 3 links 
befindliche Ordinate für x = 3 — « eben- 
falls positiv ; für « = 1 wird 

K> = «»(60 4 46« 4 12«’ 4- «*) = 4 1 19 
und w = «»(60 - 46« 4 12«» - «») = 4 25 
wie oben berechnet worden. Die Curve 
berührt also die Abscissenlinie in dem 
Pnnkt, der von dem Nullpunkt 4 3 ent- 
fernt ist, ein charakteristisches Zeichen, 
dafs (4 3) zweimal als W’urzel vorhan- 
den ist. 

Für X = 0 war » = 4 27 

X = — 1 ist I» = 4 64 
x= — 2 , w = 4 125 
x = — 3 „ 10 = 0 
x= — 4 „ to = — 833. 

Von X = 0 bis T = (— 2) steigen die_ po- 
sitiven Ordinalen bis 4 125, und für x 
= (— 3) wird die Ordinate plötzlich = 0, 
ein BeweLs, dals zwischen den Abscissen 
(- 1) nnd (- 3) die Curve eine Abnor- 
mität in der Form erfährt; dafs die fol- 
gende Ordinate negativ ist beweist, dafs 
der Pnnkt der Abscissenlinie (—3) vom 
Nullpunkt entfernt, ein Durchschnitts- 
punkt mit der Curve ist, und dafs somit 
die 1—3 nur einmal als Wurzel ver- 
kommt. 

Cm die Form der Curve von der Ab- 
scisse (- 3) ab nach (- 4) hin summarisch 
festzusiellen , soll der Werth der Glei- 
chung für X = — (3 4 n) ermittelt worden. 
Man erhält 

für X = — (3 4 «) ; 

w = - (360n 4 336«» 4 118«* 4 1 8«» 4 «*) 

So klein nnd so grofs man also « im- 
mer nehmen mag, die Ordinate bleiht 
negativ, nnd wächst mit dem Zuwachs 
von », so dais die Cnrve von x = — 3ab 
und weiter (— ) genommen, weder eine 
Abnormität niK'heincn Durch.schnittspnnkt 
mit der Abscissenlinie -V.V' eriahrt, so 
dafs also hinter der Abscisse x = — 3 die 
Gleichung weder mögliche, noch unmög- 
liche W'nrzeln hat. Für «=l, also x 
= (- 4) entsteht ic = - 833. 

Ans dem obigen Werth 
für X = (3 4 «) ; 

w = «»(60 4 46« 4 12n» 4 «» 
geht dasselbe für die von x = 4 3 ab ge- 
nommene positive Richtung hervor, so 
dafs die noch fehlenden Wurzeln zwischen 
den Abscissen x = (— 1} und x = ( — 3) 
liegen. 

Für die Uotersuchnng der Curve zwi- 
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sehen * = (-2) und * = (-3) hat man » = 125 + 25m - 80*» -56«>-13e*‘-i»‘ 
x = _( 3 _b) gesetzt: An beiden Formeln hat man also (fe- 

ie =+ 360« - 336 b* + 118n* - 18 n‘ + n» genseitige Correctionsrechnungen beim 
für x = -(2-t-m) gesetzt: Probiren. Man erhält: 

für x = -^3 - i)oder = -(2 + ist ir= 32,75621 

•' = = 59,47552 

. x=-^3 - y^)oder = -(2 + ^) ist ie= 80,80263 

, x=-^3 - ^joder = -^2 + ist «e = 97,34144 

, X = - ^ 3 - oder = — ^-2 + ^ j ist «e = 109,65625 

, x = -^^3 - ^)oder = -(2 -1- ist »= 118,27296 

, X = — ^ 3 — oder = — ^ 2 + ist » = 123,68027 

. x = -(3 - i)oder = -(2 + A) ut » = 126,33088 

, x = -(3 - ®-)oder = -(2 -t- ist » = 126,64269 


= - 2 


» = 125,00000 


folglich ist in der Nahe der Abscisee x 
= ~ 2,1 das Maximum der Ordinate und 
der Ort für die beiden unmöglichen Wur- 
zeln. Die Gurre selbst ist leicht aufzu- 
tragen. 

GOQStractiODSft&Ue sind in der Geo- 
metrie Satze, welche eine Constnictiun 
verlangen; diese sind der Forderungs- 
satz (Postulat) und die Aufgane 
(Problem) (s. d.). Die Aufgabe ver- 
langt Gonstructionen , die sich ans Er- 
kenntnis.cen, die durch Lehrsätze gewon- 
nen worden, sich ausführen lassen; der 
Forderungssatz verlangt nur solche Con- 
.«truction, die einer Dehnition gemäfs voU- 
führt werden kann. Als: zwischen zwei 
gegebenen Punkten eine gerade Linie 
ziehen; aus einem gegebenen Punkt mit 
gegebenem Halbmesser einen Kreis be- 
schreiben. 

Costtoolrltcb, stetig, ist so zusam- 
menhängend, dafs keine Theile wahrzu- 
nehmen sind, die nur durch den Gedan- 
ken abgetheilt werden können. Stetige 
Gröfsen sind au.^schliofslich die der Zeit 
nnd des Raumes. Eine Linie, Raumlinie 
oder Zeitlinie, ist ein Gontinunm, .sie 
kann nur durch den Gedanken nnterbro- 
chen werden, ohne dafs also ihre Gonti- 
nuität gestört wird; dieselbe Linie kann 
durch den Gedanken in 2 Orten unter- 


brochen werden; es entsteht eine durch 
Anüing und Ende begrenzte Linie. Zeit- 
linien und Raumlinien unterscheiden sich 
erstens dadurch , daJ’s jene in einerlei 
Richtung, dafs sie eine gerade Linie bleibt, 
während die Haumlinio beliebige Formen 
annehmen kann, von denen die in sich 
geschlossenen Linien als Kreis, Ellipse, 
uontinua zweiter Ordnung bilden, näm- 
lich bestimmte Längeu ohne Anfang und 
Ende. 

Zweitens unterscheiden sich Zeit- und 
Raumlinie darin, dafs diese das Vermö- 
gen der Ortsänderung hat, welche Jene 
nicht hat; der Zeitlinie vermag Niemand 
auszuweichen, wohl aber der Raumlinie, 
und während der Ortsänderung bildet die 
Kanmlinie eine continuirlicbe lUumgrörse 
zweiter Klasse, die Fläche, von denen 
wieder die in sich geschlossenen Flächen 
als die Oberfläche einer Kugel, eines E]- 
lipsoid.s Gontinua zweiter Ordnung, Flä- 
chen von bestimmter Gröfse ohne Anfang 
und Ende sind. Ein Winkel wird gebil- 
det durch 2 Linien, durch 2 continuir- 
liche Grössen, die den gemeinschaftlichen 
Scheitelpunkt zu ihrem gemeinschaftlichen 
Anfangspunkt haben, und entweder in 
Endpunkten begrenzt, oder unendlich weit 
fortgehen können. 

Die Bewegung, welche zugleich der 
Zeit und dem Raume angehört, ist ebenso 
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ein Continnnm, und wenn sie noch so 
kurze Zeit dauert. Die Bewoj^unf; der 
Weltkörper ist ein ununterbrochenes Con- 
tinnnm, die des Pendels eine Summe von 
unterbrochenen Continnis. 

Der Begriff von continnirlich wird je- 
doch auch weiter ausgedehnt. So nennt 
man die Kettenbräche (s. Bruch , p. 435) 
auch continuirliche Brüche; Pro- 
portionen, arithmetische und geometri.sche, 
mit gleichen Mittelgliedern, continuir- 
liche oder stetige Proportionen. 

Continuirliche Brüche, s. d. vor. Art. 
am Schlufs. 

Continnirliche Gröfse, stetige, con- 
crete Gröfse, s. continnirlich, und 
vergl. concrete (iröfse, collective 
Gröfse 

Continoirlicbe Proportion, h. coutinuir- 
lich am Schluis. 

Contraction, Z n s a m m e n z i o h u ng (des 
Wasserstrahls). Diese findet in Oeff- 
nungen statt, aus welchen das Wasser 
fliefst. Wodurch diese C. veranlafst wird, 
ist in dem Art.: Ausflufs tropfbarer 
Flüssigkeiten, No. 4 und 5, mit Fig. 
122, pag. 21 G auseinandergosetzt. Der 
Querschnitt der ausfliefsenden Wasser- 
menee wird also geringer als der der 
Ausnufsöffnung, er vermindert .sich, wie 
Fig. 122 bildlich darstellt, von de auf 
fg; und da das Wasser nicht compressi- 
bel ist, da also das Wasser in dem ge- 
ringeren wirklichen Ausflufsquerschnitt 
nicht dichter wird als vor und in der 
röfseren Ansfiufsöffnnng, so ist die aus- 
iefsende W'assermenge geringer, als wenn 
die C. des Strahls nicht stattfande. 

Die Entfernung des kleinsten Wasser 
querschnitts von der Ausfinfsöffnung be- 
trägt etwa ^ der Weite der Oeffnung, 
bei ganz dünnen Wänden ist sie gerin- 
ger, oei starken gröfse r. 

Die C. des Stranls wird um so gröfser, 
also der wirkliche Ausflufsquerschnitt ge- 
gen den der Ansflnfsöffnung um so ge- 
ringer: 

1) Je enger die Ansfiufsöffnnng 
ist. Denn je gröfser die Oeffnung i.st, 
desto mehr mittlere Strahlen fliefsen aus, 
ohne von der C. mit berührt zu werden, 
während eine Oeffnung so eng sein kann, 
dals .sämmtliche ausfliefsende Strahlen 
bis in die Mitte der Oeffnung durch C. 
abgelenkt werden. 

2) Je schärfer die inneren Kan- 
ten der Ausfinfsöffnung sind. Ab- 

erundete Kanten leiten das Wasser nach 
em Rande zurück, der sodann adhäri- 
rend wirkt, und die 0. vermindert. 


3) Je eckiger die Oeffnun gen sind. 
Dreieckige Oeffnungen geben eine stär- 
kere G. als viereckige, runde Oeffnungen 
geben die geringste C. 

4) Jedünnerdie Wandungen der 
Oeffnung sind. Stärkere Wandungen 
wirken durch Adhäsion, und erweitern 
wieder den contrahirten Strahl. Diese 
Erweiterung des Strahls steigert sich noch 
mehr, wenn die Wandstärken durch an- 
gesetzte Flächen zu Röhren verlängert 
wertlen; jedoch .sollen diese nicht länger 
sein, als 3 Mal der Weite der Oeffnung, 
weil .sonst wieder die Reibung und Ad- 
häsion der Wände mit dem Wasser des- 
sen Geschwindigkeit und Ausflufsmenge 
vermindern. 

ö) Je kleiner die Druckhöhe ist. 
Die Ge.schwindigkeit des ausfliefsenden 
Wassers wächst mit der Höhe des Was- 
serspiegels über der Ausflufsöfl’nung, d. h. 
mit der Druckhöhe (s. .\usflufs etc pag. 
215). Jo gröfser also die Druckhöhe ist, 
desto schneller bewegen sich die mittle- 
ren Strahlen durch die Oeffnung, reifsen 
die ihnen näch.<^ten Seitenstrahlen mit 
fort, und vermindern somit die Anzahl 
der nach den Rändern hin befindlichen 
Strahlen, welche von der C. beeinflufst 
werden, und die Beeinflussung .selbst. 

Man unterscheidet in der neueren Hy- 
drotechnik vollkommene und unvoll- 
kommene oder partielle (’. Es sei 
ABCD der Qrundrifs eines Gefäfses mit 


Fig. 506. 



Wasser; a, b, c, d seien .4nsflufsöffnun- 
gen im Boden, so fliefst aus a das Was- 
ser über alle 4 Ränder aus, und die C. 
ist vollkommen. Aus der Oeffnung h 
fliefst das Wasser nur über 3 Ränder, 
aus c nur über 2, und aus der Oeffnung 
d, welche noch mit einer mittleren Wand 
EF eingefafst ist, fliefst das Wasser nur 
über einen Rand aus. Die C. des Was- 
sers beim Ausflufs durch die Oeffnungen 
6, c, d ist unvollkommen (s. d. folgen- 
den Art.). 

GontractionscoefScient ist dem Wort- 
laut und der Natur der Sache nach die- 
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j«nige abstracte Zahl^ welch« beim Aus> 
flnrs des Wassers aus Oeffnunfren das 
VeThaltnif« des durch Contraction ent- 
standciion kleinsten Wasser Querschnitts 
a' zu dpni der AusHursöffnung a 

also = “ 
n 

Ans dem vur. Art. ersieht mau, dal’s 
dieses Verhältnils in jedem besonderen 
Fall, nämlich je nach Form der Oeffnuntr 
und nach der iirofse der Drnckhühe, eine 
andere Zahl ist, und dafs alle Werthe 
dafür von Versuchen abhanden. 

In der Praxis interessirt vorzugsweise 
die Ausflufsmenge M des aus einer Oeff- 
nung fliefsenden Wassers, und diese M 
ist hypothetisch (s. Ausflufs, No, 4, 
pag. 216), d. h. unter der Voraussetzung, 
dals keine Contraction stattfindet: 

Jf' = 2o-V'j-pÄ 

Hier ist a die AusflursöffDung, folglich 
2yg>}'h die Geschwindigkeit. 

Die wirkliche Ausfiursmenge M des 
Wassers ist offenbar die, welche man er- 
hält, wenn für a der durch Contraction 
erzeugte kleinere Querschnitt a' gesetzt 
wird, aUo ;V s 2«’l fj-\ h 
und zwar, weil das Wasser als incom- 
pressibet in a' nicht verdichtet ist, und 
weil, wenn mau a' in die Dage n ver- 
setzt, die Geschwindigkeit 2r^*VA mit 
der Druckhöhe h dieselbe bleibt. 

Nun ist aber a’ von a abhängig, und 
wünle in jedem besonderen Falle erst zu 

berechnen sein; allein — als Coefficient 
a 

ist aus Versuchen ermittelt; man hat 

ferner d’ = — •« und folglich — = k ge- 
d d 


Qeaehwindigkeit genannt wild, wcDn- 
gleich in heiden Fällen mit und ohne 
Contraction al< Geachwiiidi^keit 

diesellie ldeii)t- 

3) In diesem Siiu,« ist der erste Art. 
(.■) des Wörterbuchs als kurze Erklärung 
der Uedüulung des Coefficient geschrie- 
ben, wobei ich noch bemerke, daß .End- 
geschwindigkeit“ am Schlüsse des 
Art kein Versehen ist, wiie eine Re- 
ceiisiuu angenommen hat: Da Ton dem 
Fallen des Wassers innerhalb eines 
Gefäfses vom Wasserspiegel bis zur Aus- 
fliiCsöffnung dort die Hede ist, so ist An- 
fangsgeschwindigkeit die Geschwindigkeit 
am Wasserspiegel (= Null) und Endge- 
schwindigkeit die in der Ausflnfsöffnung. 
Ebenso sind die Begriffe von hypotheti- 
scher und wirklicher Ansflufsgeschwin- 
digkeit auch in dem Art.: Ausflufsetc. 
No. 4, pag. 2IR, dem Gebrauch gemifs 
beibehalten, und die nähere Erklärung 
diesem Art. Vorbehalten worden. 

4) Die Bd. 1, pag. 2IG aufgeführten 7 
C. von Eytelwein gelten für die vollkom- 
mene Contraction, also für eine Oeffnung, 
wie n, Fig. 506; für die unvollkommene 
C. wächst der Coefficient mit dem Ver- 
hältnifs des eingefafsten Theils zura gan- 
zen Umfang. Ist dies Verhältnifs 
sind Fig. 506 die Oeffmingen Quadrate, 

so ist bei n, -^ = 0 : bei 4 ist -*- = 1 ; bei 

m m 

c ist — = 3 
m 

Der Coefficient ist ” “ 

Für runde Oeffnungen ist nach Bidoue 


setzt: 

j« = 2*i»Us-V* 

2) Es ist v'g die eonatante Zahl ) 153 ; 
2Fj = 7,9057 und der Bequemlichkeit 
beim Rechnen wegen wird k mit 7,9057 
multiplicirt, als ein Coefficient n angege- 
ben, der mit o| A multiplicirt, die wirk- 
liche Wassermenge giebt, .so dafs nicht 
k, sondern 7,9057 x k = r der Con- 
tractions-Coefficient genannt wird. 

Die wirkliche Wassermenge M ist dem- 
nach «-o-lk 

In den Formeln für beide Wassermengen 
die hypothetische M' = 2 a-v) 7 -Fä 
und nie wirkliche M = r*o*j'A 
befindet sich die Ausflnfsöffnung a als 
Factor, folglich erscheinen 2pj-U* und 
nt A als Geschwindigkeiten, und dies ist 
der Grund, dafs so wie 2a 1 yCA die hy- 
pothetische, und nai A die wirkliche Was- 
sermenge heifst, ebenso 2|'j-l'A die hy- 
pothetische, und apA die wirkliche 


0 = 0,128 

für rechteckige Oeffnungen ist uach Bidoue 
0 = 0,152 

für rechtecaige Oeffunngen ist nach Weifs- 
bach p = 0,134 

füi rechteckige Oeffnungen im Mittel also 
p = 0,143 

5) Aufser den Eytelwein’schen Coeffi- 
cienten sollen noch neuere Yersuchsiah- 
len angeroben werden. Die folgende Ta- 
belle enuiält die Versuche von Lebros 
und Poncelet, nämlich die Coefficienteu 

k^= für rechtwinklige Oeffnungen in 

dünnen vcrticalen Wänden bei vollstän- 
diger Contraction und dem Ausflufs des 
VS^ssers in die freie Luft bei 0,2 M. Breite 
der Oeffnungen ; die Uöhen der Oeffnun- 
gen , sowie die Druckhöheu , von dem 
Wasserspiegel bis zur Oberkaute der Oeff- 
nung gemessen, in Metern habe ich lu- 
glei^ iu preuisischeii Zolleu angegeben. 
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Druckhöhen C’oefficienleii k = — für folgende Hohen der OefFnnngen. 

I, ® 




0,20"* 

0,10"' 

0,05"' 

0,03"' 

0,02"' 

0,01*" 

Metar pr. Zoll 

7,647 Zoll 

3.823 Zoll 

1,012 Zoll 

1,147 Zoll 

0,765 Zoll 

0,382 Zoll 

0,01 

0,38 



0,607 

0,6.30 

0,660 

0,701 

0,0^ 

0,76 

0,572 

0,596 

0,615 

0,634 

0,659 

0,694 

0,03 

1.15 

0,578 

0,600 

0,620 

0,638 

0,659 

0,688 

0,04 

1,53 

0,582 

0,603 

0,623 

0,640 

0,658 

0,683 

0,05 

1,91 

0,585 

0,605 

0,625 

0,640 

0,658 

0,679 

0,06 

2 2f) 

0,587 

0,607 

0,627 

0,640 

0,657 

0,676 

0,07 

2,68 

0,588 

0,609 

0,628 

0,639 

0,656 

0,673 

0,08 

3,06 

0,589 

0,610 

0,629 

0,638 

0,656 

0,670 

0,09 

3,44 

0,591 

0,610 

0,629 

0,637 

0,655 

0,668 

0,10 

3,82 

0,592 

0,611 

0,630 

0,637 

0,654 

0,606 

0,13 

4,59 

0,593 

0,612 

0,630 

0,636 

0,653 

0,663 

0,14 

5,35 

0,595 

0,613 

0,630 

0,635 

0,651 

0,660 

0,16 

6,12 

0,596 

0,614 

0,631 

0,634 

0,650 

0,658 

0,18 

6,88 

0,597 

0,615 

0,630 

0,634 

0,649 

0,657 

0,30 

7,65 

0,598 

0,615 

0,630 

0,6.33 

0,648 

0,655 

0,25 

9,56 

0,599 

0,616 

0,630 

0,632 

0,646 

0,653 

0,30 

11,47 

0,600 

0,616 

0,629 

0,632 

0,644 

0,650 

0,40 

15,29 

0,602 

0,617 

0,628 

0,631 

0,642 

0,647 

0,50 

19,12 

0,603 

0,617 

0,628 

0,630 

0,640 

0,644 

0,60 

22,94 

0.604 

0,617 

0,627 

0,630 

0,638 

0,642 

0,70 

26,76 

0,604 

0,616 

0,627 

0,629 

0,637 

0.640 

0,80 

30,59 

0,605 

0,616 

0,627 

0,629 

0,636 

0,637 

0,90 

34,41 

0,605 

0,615 

0,626 

0,628 

0,634 

0,635 

1,00 

38,23 

0,605 

0,615 

0,626 

0,623 

0,633 

0,632 

1,10 

42,06 

0,604 

0,614 

0,625 

0,627 

0,631 

0,629 

1,20 

45,88 

0,604 

0,614 

0,624 

0,626 

0,628 

0,626 

1,30 

49,70 

0,603 

0,613 

0,622 

0,624 

0,625 

0,622 

1,40 

53,53 

0,603 

0,612 

0,621 

0,622 

0,622 

0,618 

1,50 

57,35 

0,602 

0,611 

0,620 

0,620 

0,619 

0,615 

1,60 

61,18 

0,602 

0,611 

0,618 

0,618 

0,617 

0,613 

1,70 

65.00- 

0,602 

0,610 

0,017 

0,616 

0,615 

0,612 

1,80 

68,82 

0,601 

0,609 

0,615 

0,615 

0,614 

0,612 

1,90 

72,65 

0,601 

0,608 

0,614 

0,613 

0,612 

0,611 

8,00 

76,47 

0,601 

0,607 

0,613 

0,612 

0,612 

0,611 

3,00 

114,70 

0,601 

0,603 

0,606 

0,608 

0,610 

0,609 


Die folgende Tabelle enthält die ans der vorigen hererhneten Coeflicienten 
n =7,9057-k für dieselben Druckhöhen und Äusöufsöffnungen. 




Coefficienten n = 

= 2*15 = 7 

,9057*11 für folgende Hohen 

Druckhöhen 



der Ocffnun^jon. 





0,20'" 

0,10"' 

0,05'" 

0,03"* 

0,02” 

0,0 1"" 

Heter 

^pi.Zoll 

7,647 Zoll 

3,823 Zull 

1,912 Zoll 

1,147 Zoll 

0,765 Zoll 

0,382 Zoll 

0,01 

0,38 



4,799 

1 4,981 

5,218 

5,542 

0,02 

0,76 

4,522 

4,712 

4,862 

1 5,012 

5,210 

5,487 

0,03 

1,15 

1,53 

4,569 

4,743 

4,902 

5,044 

5,210 

5,439 

0,04 

4,601 

4,767 

4,925 

5,060 

5,202 

5,400 

0,05 

1,91 

4,625 

4,783 

4,941 

5,060 

5,202 

5,368 

0,06 

0,07 

2 29 

4,641 

4,799 

4,957 

5,060 

5, UM 

5,344 

2,68 

4,649 

4,815 

4,965 

«'>,052 

5,186 

5,321 

0,08 

3,06 

4,656 

4,822 

4,973 

• 

5,044 

5,186 

5,297 
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1 

‘ Coefficienten a = 

2*l/j = 7 

9057.» für 

folgende Höhen 

Druckhöhen 



der Oeflhnni;en. 





0,20'" 

O.IO"" 

0,05'" 

0,03'" 

0,02’" 

0,01'" 

Meter = 

j>r. Zoll 

7,647 Zoll 

3,823 Zoll 

1,91 2 Zoll 

1,147 Zoll 

0,765 Zoll 

0,382 Zoll 

0,09 

3,44 

4,672 

4,822 

4,973 

5,036 

5,178 

5,281 

0,10 

3,82 

4,680 

4,830 

4,981 

5,036 

5,170 

5,265 

0,12 

4,69 

4,688 

4,838 

4,981 

5,028 

5,162 

5,241 

0,14 

5,35 

4,704 

4,846 

4,981 

5,020 

5,147 

5,2 1 8 

0,16 

6,12 

4,712 

4.854 

4,988 

5,012 

5,139 

5,202 

0,18 

6,88 

4,720 

4,862 

4,981 

5,012 

5,131 

5,194 

0,20 

7,65 

4,728 

4,862 

4,981 

5,004 

5,123 

5,178 

0,25 

9,56 

4,736 

4,870 

4,981 

4,99<> 

5,107 

5,162 

0,30 

11,47 

4,743 

4,870 

4,973 

4,996 

5,091 

5,139 

0,40 

15,29 

4,759 

4,878 

4,965 

4,988 

5,075 

5,115 

0,50 

19,12 

4,767 

4,878 

4,965 

4,981 

5,060 

5,091 

0,60 

22,94 

4,775 

4.878 

4,957 

4,981 

5,044 

5,075 

0,70 

26,76 

4,775 

4,870 

4,957 

4,973 

5,036 

5,060 

0,80 

30,59 

4,783 

4,870 

4,957 

4,973 

5,028 

5,036 

0,90 

34,41 

4,783 

4,862 

4,949 

4,965 

5,012 

5,020 

1,00 

38,23 

4,783 

4,862 

4,949 

4,965 

5,004 

4,996 

1,10 

42,06 

4,775 

4,854 

4,941 

4,957 

4,988 

4,973 

1,20 

45,88 

4,775 

4,854 

4,933 

4,949 

4,965 

4,949 

1,30 

49,70 

4,767 

4,846 

4,917 

4,933 

4,941 

4,917 

1,40 

53,53 

4,767 

4,838 

4,909 

4,917 

4,917 

4,886 

1,50 

57,35 

4,759 

4,830 

4,902 

4,902 

4,894 

4,862 

1,60 

61,18 

4,759 

4,830 

4,886 

4,856 

4,878 

4,846 

1,70 

65,00 

4,759 

4,822 

4,878 

4,870 

4,862 

4,838 

1,80 

68,82 

4,751 

4,815 

4,862 

4,862 

4,854 

4,838 

1,90 

72,65 

4,751 

4,807 

4,854 

4,846 

4,838 

4,830 

2,00 

76,47 

4,751 

4,799 

4,846 

4,838 

4,838 

4,830 

3,00 

114,70 

4,751 

4,767 

4,791 

4,807 

4i822 

4,815 


6) Die vorstehenden Tabellen haben 
nur Werth für dieselben Dimensionen 
der Oeffnuneen und Druckhöhen, welche 
darin begriffen sind und für die, welche 
dazwischen liegen ; die ersten Columnen, 
also filr Schutzoffnungen zu Wasserrä- 
dern, wenn man von deren Wandverlän- 
Mrungen absieht, durch welche die Con< 
&action unvoHkommen wird. 

Die Aenderungen der C. für einerlei 
OeiThung bei zunehmenden Druckbuhen 
zeimn lein Gesetz; aufserdem ist er- 
sichtlich, dafs in den beiden ersten Co- 
lumnen für die gröfseren OelTiiungen mit 
dem Wachsthum der Druckbuhen auch 
die C. wachsen, in den 3 letzten Colum- 
nen für die klein.sten Oeffnungen findet, 
dem 5teu Gesetz des vorigen Art. ent- 
gegen, das Cmgekehrte statt, und in der 
dritten Columne wachsen die C. von der 
kleinsten Druckhühe bis zu einer mittle- 
ren, und nehmen von da bis zur gröfs- 
ten Druckhübe wieder ab. Eben.so auf- 
fallend, und dem Uten Gesetz des vor. 
Art. entgegen ist die Erscheinung, dafs 


für einerlei Druckhöfae die C. mit der 
Abnahme der AusflufsofTnung wachsen. 

Beide regelwidrige Wirkungen lassen 
sich nur dadurch erklären, dafs die von 
den sehr naben gegenüberliegenden Rän- 
dern entgegentretenden Wasserstrahlen 
heim Begegnen sich stofsen, sich gegen- 
seitig nach ihren Rändern hin zurück- 
treiben, und damit den kleinsten Quer- 
schnitt wieder vergrofsern. 

Aus diesen Gründen ist es unmöglich, 
von den tabellarisch geordneten 0. so 
kleiner Oeffnungen auf die C. gröfserer 
Oeffnungen zu scbliefsen. 

7) Liegen die Oeffnungen 
Fig. 607. unter Wasser, so bleiben 

B die Tabellen gültig, nur hat 
man zur DruAhohe die Dif- 
ferenz der beiden Hohen 
(//-//') zu nehmen, welche 
= ist der Höhe h zwischen 
den beiden Wasserspiegeln. 

8) Ist die Contraction unvollkommen, 
so bleiben die Tabellen gleichfalls gültig, 
weun man nur die C. nach der Formel 
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Contndlamator. 


No. 4 abindeit. Für die hier stattfin- 
denden rechteokifren Oeffiinngen iit im 
Nittei p = 0,143; folgiicb hat man statt 
a den Werth 

(i + 0,143.£-)«; 


wo m den ganzen Umfang, und • den 
Theil desselben bedentet, der durch Wan- 
dungen eingefabt ist, und keine Con- 
traction Teruisacht. 

9} Bei ToUkommener Contiaction in 
Oeffnnngen Ton 1”' Wandstärke fand 


Bossut(1775) ä = 0,6174 

Michelotü (1767) k = 0,6111 

Bidone (1833) t = 0,6316 

Brindley und Smeaton (1800) ä = 0,6313 
Dies giebt im Mittel k = 0,61785 

Ejteiwein hat gefunden k — 0,6176 

woraus r = 7,9057-0,6176 =4,88356 


oder wenn man 3) = 7,91 setzt, n = 4,885 
wofür unterNo.7, pag.3 1 6 a=4,89 gesetzt ist. 

Vergleicht man alle übrigen von Hy- 
dratechnikern angestellteu Versuche, so 
fiodet man Abweichungen, und zwar bei 
AusflufsülTnungen ailer in der Praxis ror- 
kommenden Hauptformen. Erwägt man 
ferner, dafs g ebenfalls nicht genau 15} 
Fnfs, also 3pg nicht genau 7,9057 Fnfs 
ist, so kann man die mittleren Werthe 
der Eytelwein'schen Ooefücienten a (nag. 
316) io alien Torkommenden Fälien ^ne 
weitete Bedenkiichkeiten und ohne sich 
nach anderen Coeflicienten nmzuseben, 
an wenden. 

Coatndlameter ist die Abscissenlinie 
für eine Ourre, welche die Beschaffenheit 
hat, dafs wenn Ton einem bestimmten 
Punkt ans die Ahscissen in gleichen Ent- 
fernungen links and rechts genommen 
werden, die Ordinaten auf einer Seite 
oberhaib, auf der anderen unterhalb ge- 
nommenen gleich grois sind. 

Die Oleichung für die Curre in Bezie- 
hung auf die gedachte Abscissenlinie kann 


Fig. 508. 



U 


also nur Ton der Beschaffenheit sein, dals 
wenn man (— ») für « und (-y) für g 
setzt, alle Glieder entweder dieselben 
Vorzeichen oder alle Glieder die entge- 
gengesetzten Vorzeichen erhalten. 

Z. B. eine Curre ron der Form : 

g*-i-oij-h j* = 0 

wo für — y nnd — t der Gleichung die- 
selben Vorzeichen Terbleiben ; 

eine Curre ron der Form 

y* -I- a=g* -I- kx*y + x‘ = 0 
wo für — y und — x sämmtliche Glieder 
minus weraeu. 

Der Kreis und die Ellipse lassen, wie 
die Natur dieser Linien anschaulich macht, 
Contradiameter zu, und zwar sind deren 
Durchmesser die Abscissenlinieo, und de- 
ren Mittelpunkte die Anfangspunkte der 
Abscissen. 

Die Gleichung für den Kreis ist 
r* — X* — y* = 0 

für — y und - x bleiben die Vorzeichen 
dieselben. 

Sind a und c die halben Azen der El- 
lipse, a die grobe, e die kleine halb« 
Axe, so sind die Gleichungen 

y* = .J (««-*•) 
y,> = jJ (c«-*») 

— y fnr y und — x für x gesetit, rerblei* 
ben dieselben Vorzeichen. 

Bezeichnet man mit rt den Winkel, 
den ein Dnrchmesser der Ellipse mit der 
grofsen Axe bildet, die Toin Mittelpunkt 
auf diesem Durchmesser genünunenen 
Abscissen mit x, die Ordinaten nnter dem 
zu <t gehörenden Coordinatenwinkel mit 
y, so ist die Qleichnng 

a* sin *a + c* eos ^ 

Vc« - -** = 0 

9 


t-.y CjOOgIc 



CoDtrageometnioh« Proportion. ISO 


Convex und Concav. 


für y und — * für » f esotat, ver- 
bloiben doe (iliedern dieselben Vorzeichen. 

CoDtrageometrische Proportion ist die 

Proportion zwischen den IHfferenzen ein- 
facher Glieder nls Vorder^Ueder, und den 
ein&chen Gliedern als Uinterglieder, letz- 
tere in entgegengesetzter Ordnung mit 
der, welche eine stetige Proportion er- 
giebt 

Wenn nämlich a:b =b:c 
so kann gebildet werden 

a — b:b — c=:a:b = b:c 
die contrageometrische Pr. ist aber 
entweder a— b:b — c=b:a (1) 

oder a— b:b — c = c:b (2) 

In beiden Fällen existht keine Propor- 
tion zwischen o, b und c. 

Z. B. es sei 6 = 8, c = 4, .so ist bei der 
zweiten Proportion 

a-8:8-4 = 4:8 
nur möglich, wenn a= 10 ist 
Aber 10, 8, 4 stehen nicht in stetiger 
Proportion. Dieselben Wertho in die erste 
Proportion ge.setzt, ergiebt wieder keine 
Proportion, es ist nämlich 

10 - 8 : 8 - 4 nicht = 8:10 

Proportion 1 existirt, wenn 

b = \ (c — a ± V c’ — 2ac -f 5«*) 

I 

oder wenn c = 6 -f a y 

Proportion 2 existirt, wenn 

6 = i (a — c -t l'a’— 2ac -f 5r^) 

C" 

oder wenn <i = 6 -|- c — j- 

0 

Aus der 2ten Formel für b ersieht man, 
dafs wenn « = 10, c = 4 verbleiben, a 
auch = — 2 gesetzt werden kann. Es ist 
10-(- 2):(- 2) = 4:(-2) 

ContraharmoDische Proportion ist die 

Proportion zwischen den beiden Differen- 
zen zweier von 3 Gröl’sen als Vorderglie- 
der, und den beiden in jenen Differenzen 
nur einmal vorkoinmonden (Iröfsen als 


Hinterglieder, letztere in entgegengesetz- 
ter Ordnung mit der, welche eine harmo- 
nische Proportion ergiebt, so dafs der 
Huhtrahend der zweiten Differenz das 
dritte und der Minuend der ersten da» 
vierte Glied bildet. 

Die harmonische Proportion ist 
a— b:b — c = a IC 

^ftC 

das Mittelglied b = 

o -j- c 

die contrahannonische Pr. ist 
ö — b’. b — c = c:a 


das Mittelglied b = 


-f r-‘ 
<1 -f- c 


Oonvergenz (von vergäre, neigen) wird 
von geraden Linien gesagt, die in einer- 
lei Ebene befindlich einem Punkte sich 
nähern; desgleichen von Reihen, dereu 
folgende Glieder immer kleiner werden, 
also dem Nullpunkt sich nähern. Der 
Gegensatz von C. ist Divergenz; Li- 
nien in einerlei Ebene divergiren, d. h. 
nach der .Seite hin, wo sie sich immer 
weiter von einander entfernen; Heiheu 
divergiren, wenn vom ersten Gliede ab 
die nachfolgenden Glieder immer grüfser 
werden. 

OODTOZ und €tmeay (erhaben und 
hohl) sind an Linien und Flächen für 
die Form das, was für die Richtung po- 
sitiv und negativ, rechts und links ist, 
nur mit der Einschränkung, dafs man 
convex und concav nicht wie positiv und 
negativ, oder durch Umkehrung des Ge- 
genstandes nicht wie rechts und links 
mit einander vertauschen kann. 

Fig. 409 u. 410 sind ÄEB 2 kramme 
Linien, in A und li, Fl) und GD Tan- 
genten an deu.sell)en. Die Form der Li- 
nie nach den Tangenten hin, oder von 
einem Standpunkt aus gesehen, in wel- 
chem die Tangenten vor der I.inie lie- 
gen, heilst convex, erhaben; die Form 



I 


A 
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von der Tangente abwärts oder von einem 
Standpunkt aus gesehen, in welchem die 
krumme Linie vor den Tangenten lie^ 
beiist concav, hohl. lUan erklärt aucli: 
Eine krumme Linie {AKB)j welche von 
einer geraden Linie (HB) in 2 Punkten 
(A, B) geschnitten wird, heilst nach der 
Richtung der Sehne (AB) hin concav, 
nach der Richtung deren Verlängerung 
(AH) bin, convex. Eine entsprechendere 
Erklärung ist wohl; Eine krumme Linie 
(AEB) heilst nach der Richtung hin, in 
welcher 2 nahe liegende Tangenten (A IJ, 
BD) sich schneiden, convex; nach der 
Ricfatnng hin, in welcher die zugehörigen 
Normalen (AC, BC) sich schneiden, concav. 

Die Winkel, welche die aufeinander fol- 
mnden Normalen (AC, BC) mit einer 
Abscis.senlinie (XX^ nach einerlei Rich- 
tung und nach dem Anfangspunkt der 
Abscissen hin gemessen, wie Z. AJX, 
Z BKX, werden bei der concaven Linie 
immer gröfser, bei der convexen immer 
kleiner. 

Eine Linie kann nach einerlei Rich- 
tung hin betrachtet die convexe Form mit 
der concaven vertauschen; der Punkt tP 
(Fig. 510) in dem dies geschieht, heifst 
der Wendungspnnkt. Weil bei Be- 
stimmnng der Form einer Curve in einem 
bestimmten Punkt E derselben ein sol- 
cher Wendungspnnkt in der Nähe sein 
könnte, mnfs der dafür zu untersuchende 
Bogen AB unendlich klein genommen 
worden. 



Fig. 511 n. 512. 


ImCalcül ist oft ein untrügliches Kenn- 
zeichen erforderlich, ob einet'nrve in einem 
ihrer Punkte convex oder concav ist, nnd 
die Differenzialrechnung giebt das Mittel 
dazu. In dem Art.: Berührende I,i- 
nie, Rd. I, pag. 34A mit Fig. 216 i.st 
nachgewiesen , dafs die trigonometrische 
Tangente des Winkels (n), den die geo- 
met^cbe Tangente (BT) an einem Punkt 
(B) der Curve mit der Abscissenlinie (8H) 
bildet, =lst dem (Quotient des Differen- 
zials der Ordinate (i^) de.s Punkte.s (B) 


durch das Differenzial der Abacisse (x) 
für denselben Punkt (B), nämlich For- 
mel (2) daselbst 




Bx 


und zwar ist dieser Werth allgemein gül- 
tig, nnd unabhängig davon, ob die Curve 
nach der Abscisse Tun convex oder concav 
ist, ob nämlich der Punkt S links oder 
rechts von dem Punkt T der Tangente 
lallt, und der z HBL < oder > als b 
ist. Fig. 511 und 512 sind die Fort- 
setzungen von Fig. 216, und wie das erste 

mit Hülfe des rechtwink- 


Differenzial ^ 
Sx 


ligen Dreieclu OBL, dessen Catheten 
A* nnd Ast angenommen worden, abge- 
leitet ist, so soll hier das zweite Diffe- 
renzial aus dem folgenden zweiten Drei- 
eck JVC/H, dessen Catbeten A’* und AS 
angenommen sind, abgeleitet werden ; nnd 

zwar weil f als das Difforeiuial von 

OB* 


lg a 


Bx 


ein characteristisebes Merkzeichen für die 
Form der Curve abgiebt. 

Es ist Mr lg i< uämlich die Absci.sse 
X in X -H Aa; und die Ordinate g in 
y + Ajr umgeändert worden. Aeudert man 
nun A* in Aj: + A*» und Ajf in Ajt -I- A*» 

/\ U 

so entsteht statt der Quotient 

Ab 

Ay + A’y_ 

A-C i- A’-C 

Fig. 511, wo die Curve concav ist, wird 
ZfiHM<zHBL, 

üdglich i.«t 

A-J: A-c 

also auch 

A-c -I- A** oj: 

und der mit dem Zuwachs von A-c und 
Ay entstehende Zuwachs der Function 

Ay +AS _Ay,.,rtsubtractiv. 

Ab -I- Ab A» 

Da nun mit dem Zuwachs der Urver- 
änderlicben Ab eine Abnahme der Func- 
tion geschieht, so i.st das Differenzial ne- 
gativ, 

^ ft e D * « . 

also o ist negativ. 

Fig. 512, wo die Curve couvex ist, wird 
ZNC.M > Z GBL, 

Ab -I- A'b A» 

mit dem Wachsthum der Urveräudetli- 
cben Ab geschieht ein Wacbstbiim der 

»• 
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d’f 

Function, und das Differenaial ist 
positiv. 

Mithin gilt die Regel, dafs bei positi- 
vem Differenaial der Tangente die Ourve 
gegen die Abscisse hin convex, hei ne- 
gativem Diflerenzial concaT ist. Sind die 
Ordinaten negativ, so findet natürlich das 
Entgegengesetzte statt; die Ahscisse-^ BL 
und vsürde nämlich anstatt nach der 
Richtung iVIf, nach der entgegengeseta- 
ten Richtung MN hin liegen. 

ConvexglAser, erhabene Gläser sind 
Gläser mit erhabenen kniinmen Oberflä- 
chen, zum optischen Gebrauch .«olcbe, 
welche in Form eines Theils einer Kn- 
geluberfläcbe gescbliflen sind. Sind beide 
Oberflächen eines Glases erhaben, so beifst 
das Glas convex-convex oder bicon- 
vex; ist eine Oberfläche erhaben, die an- 
dere eben, so beifst das Glas plancon- 
vex; ist eine Oberfläche erhaben, die an- 
dere bohl, so heilst das Glas concav- 
convex oder convex-concav, auch 
Möndchen, Meniskus. Die optischen 
Wirkungen dieser Gläser sind zu erse- 
hen in oem Art. ßrennglasu. Brille, 
No. 1 bis 5. Vergl. Concavgläser. 

GoordiD&t6H sind die in dem Artikel 
Abscisse, mit Fig. 14 bis 16 (s. zuerst 
diesen) erklärt. Es sind gerade Linien, 
die von einem Punkt aus gegen feste Li- 
nien oder ^egen feste Ebenen nach be- 
stimmten Richtungen gezogen werden, um 
den Punkt seiner Lage nach gegen jene 
Linien oder Ebenen zu bestimmen; und 
diese Erklärung war ausreichend, nm den 
Begriff »Abscisse* festzustellen. 

Die so erklärten BestimmungsUnien 
sind bis dahin nur Abstände zwischen 
Punkten und Linien oder Punkten und 
Ebenen, mit deren Maafsen die Lagen 
der Punkte gegen die Linien und Ebe- 
nen gegeben werden, aber noch keine 
Goordinaten; diese haben eine höhere 
Bedeutung, nämlich die der gleichen Ah- 
hänmgkeit zusammengehöriger Abstände 
für Punkte eines und desselben Systems, 
so dafs wenn ein beliebiger Punkt des 
Systems durch die ihm zngehörenden 
Goordinaten gegeben wird , mes durch 
Gleichungen (('oordinatcn^leichungen) ge- 
schieht, die zugleich für alle übrigen 
Punkte des Systems gelten, dafs also je- 
der beliebige Punkt des Systems alle 
übrigen Punkte desselben Systems ver- 
tritt. Es sind mithin Goordinaten eines 
Systems von Punkten zusammengehörige 
Abstände von denselben, deren gegensei- 


tige Abhängigkeit durch einerlei Function 
gegeben ist. 

2. Es sei AEB ein Halbkreis, so lehrt 
die Geometrie, dals wo in dem Durch- 
messer AB der Punkt Ü auch genommen 
werde, das Quadrat der senkreebten Linie 
D£=;dem ^ctangel ist, dessen Seiten 


Fig. 613. 



AD und B!) sind. Alle Linien also, die 
w'ie OE von beliebigen Punkten des Durch- 
messers bis zur Peripherie senkrecht ge- 
zoj^en werden, haben mit den beiden Ab- 
standen je<les dieser Punkte von den End- 

f unkten .4, B des Durchmessers einerlei 
unction. Setzt man also nach Vorschrift 
des Art.: Abscisse, AB als Abscisse, 
A als deren Anfangspunkt, bezeichnet je- 
den aller möglichen Abstände AD mit x, 
jede aller möglichen rechtwinkligen Or- 
dinaten DE mit V, den Halbmesser mit r, 
so erhält man die ('oordinatengleichung 
DE*=ADxBD 

oder j;* = X X (2r — x) = 2rx — x* 

Wie also der Punkt E durch die zu- 
sammengehurenden Abstände AD und DE 
bestimmt wird, eben so wird jeder andere 
Punkt wie E* durch die ihm ziigebören- 
den Abstände AD' und D'E' bestimmt, 
jede 2 zusammengehörende Abstände für 
einen Punkt der Peripherie haben einer- 
lei Abhängigkeit von einander, sie sind 
durch einerlei Function y^=/x = 2rx — x* 
gegeben, und folglich sind sie nicht nur 
Abstände, sondern Goordinaten, in diesem 
Falle rechtwinklige G., und die Gleichung 
= 2rx — X* 

beifst die rechtwinklige Goordinaten- 
gleichung für den Kreis. 

Bei diesem Beispiel liegen sämmtliche 
Punkto des Systems in einerlei Ebene, 
and es sind deshalb nur die Beziehungen 
zwischen nnr einer Abscisse und Ordina- 
len, die alle in einer Ebene liegen, er- 
forderlich. Liegen dagegen die ihrer Lage 
nach festznstellendeu Punkte des Systems 
in verschiedenen Ebenen , so ist ein so 
einfaches Goordinatonsystem nicht aus- 
reichend: es kann die Besümmnog der 
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Panlct« oar dtdarch geschehen, dafs man 
TOD A ans mehrere Abscissenlinien mit 
ihren Ordioaten coostruirt» wie dies Fig. 
16 anf^egeben ist (s. den folg. Art.). 

Anfser den hier betrachteten Parallel' 
Coordinaten giebt es noch Polarcoor- 
dinaten, indem Ton einem in einer 
festen Linie befindlichen festen Punkt, 
dem Pol aus, gerade Linien, die Polar- 
Ordinate n na^ den verschiedenen Punk- 
ten der Curve gezogen, und diese durch 
die Winkel, die Polarabscissen, wel- 
che die Ordinatcn mit jener festen Linie 
bilden, bestimmt werden. 

CoordlB&teDazen sind in dem Art. : 
«Abscisse“, als diejenigen Linien, die 
durch den Anfangspunkt 4 ^ den Coordi- 
naten gezogen werden, und also ihrer 
Lage nach richtig erklärt. In dem Art.: 
^Axe“, sind Axen als primitive Haupt- 
linien eines Systems detinirt, und wie 
No. 3 daselh.st der C. gedacht worden, 
bestimmen 0. ein behufs der Untersu- 
chung von Gesetzen des Zusammenbau- 
es von Punkten erforde||iches Coor- 
inatensystem. In Fig. 513 hV AB 
Abscissenlinie, d. h. eine Linie, auf wel- 
cher Yon einem Punkt (^) aus Abschnitte 
gemacht werden. Aus Fig. 15 ersieht 
man, dafs bei einem ('oonUnatensystem 
jede der Axen als Abscissenlinie gelten 
Bann; daW fallt der Ausdruck: Ab- 
scisse hier fort, die Axen werden mit 
AX^ AYt AZ bezeichnet und heifsen die 
Axen der x, der y, der s, wenn die von 
A aus genommenen Ordinaten für Punkte 
wie P, also auch für P\ P", P'" u. s. w. 
die zu einerlei Sy.stem gehören , auf der 
Axe AX mit x, auf AY mit y und auf 
AZ mit i bezeichnet werden, während die 
von den Punkten selbst wie von P auf 
die von je 2 der Axen gebildeten Ebenen 
efallten Linien nicht als Ordinaten, son- 
em nnr als Hülfslinien erscheinen. 

2. Die G. können rechtwinklig und 
schiefwinklig anf einander sich befinden, 
die von denselben untereinander gebilde- 
ten Winkel heifsen Conrdinatenwin- 
kel. Die Bezeichnung dieser Winkel ge- 
schieht ganz entsprechend: 

Zwischen den Axen AX und AY mit (xy), 
zwischen den Axen nnd A7, mit (xi) 
und zwischen den .Axen A Y und /iZ mit (yz). 

Je 2 C. liegen in einer Ebene; die 3 
C. bilden also 3 Ebenen, welche Coor- 
dinatenebenen heifsen. Deren Be- 
leichnnng ist ganz entsprechend: für die 
Ebene zwischen AA' nnu AY durch AF, 


zwischen AX nnd AZ mit AZ 
und zwischen AY und AZ durch YZ. 

Jede Ordinate liegt in 2 Coordinaten- 
ebenen (s. Fig. 15), die Ordioaten x lie- 
gen in den Ebenen AT und AZ, Hie Or- 
dinaten y in den Ebenen XY und FZ, 
und die Ordinaten z in den Ebenen AZ 
und FZ. 

Ordinaten, die in den über A hinaus 
rückwärts verlängerten Axen liegen, wer- 
den negativ, und deren Coordinatenwin- 
kel sind die Supplemente der positiven 
Winkel. So bat eine Ordinate (-x)die Co- 
ordinatenwinkel 180® — (xy)und 180°— (x*); 
eine Ordinate (— y) die Coordinatenwin- 
kel 180® — (xy) und 180® — (y») und eine 
Ord. (— %) die Coordinatenwinkel 180®- (xs) 
und 180^ -(y*). 

3. Wie in dem Beispiel für Fig. 513, 
wo wie bei jedem in einerlei Ebene be-. 
Endlichen Coordinatensy.stem 2 C. existi- 
ren oder zu denken sind, nur eine Co- 
ordinatengleiohung erforderlich ist, um 
für jeden Werth von x den entsprechen- 
den von y ermitteln zn können, so ist 
l)oi 3 0. noch eine zweite Coonlinaten- 
gleichnng erforderlich, um die Beziehnng 
zwischen % und x oder zwischen s und 
V festzustellen. Die beiden Gleichnngen 
hierfür sind also entweder : 



T ' i . . 

.. = 0 

und 

x" i"' t ix" ^ ' 

' -t . . 

.. = 0 

oder 

x"y'" 1 ox" ^ ‘ 

P * P . . 

. . z: 0 

nnd « 

y"z'"±6y"±* 

i'" T * l. . . 

It 

0 


4. Die Vertanschong gegebener G. ge- 
gen andere kann erwüns^t und erfor- 
derlich sein. Es sei Fig. 514 das Coor- 
dinatensystem AA, AY, AZ gegeben; die 
Axe AX .soll mit der AX' vertauscht wer- 
den. Kür einen Punkt im Raum sei P 
die Projection in AA',so istAPdie zu Pge- 
hörige Coonlinate x' und man hat die zu 
demselben Pnnkt Pgehörenden Coordinaten 
AÄ = x, AD = y und AE = » auf den geg^ 
bencD 3 0. Wenn man aus P die Linie 
Pp 4 : AZ auf die Ebene AF, die Linie 
/^' + AF auf die Ebene AZ, die Linie 
Pp'‘‘4^AX auf die El>ene FZ fällt, und 
in den genannten Ebenen pB 4= AF, 
p’E + AA und 4= AZ zieht, woraus 
man dann', wie Fig. 15, ein Parallelepi- 
pedum bilden kann. 

Das System ist dadurch gegeben, dafs 
die Coordinatenwinkel (xy), (xz), (yz) ge- 
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ffebon sind, und die Lage der neuen Axe 
AX' ist ebenfalls durch die Winkel (xxO 
{gegeben. Man si^ht also, dafs 
(He tienen Coordinaten x durch dio ih- 
nen entsprechenden ursprünglichen jr, y, 
» ausgedruckt werden können , und in 
dieser stcreometrUchon Auf^bo besteht 
die Verwandlung der Coordinaten eines 
uraprunglicheu (ersten, primitiven) Sy- 
stems iu ein neues (iweites, secundires) 
System. 

Von den primitiven Axen werden eine, 
xwei oder auch keine beibehalten; eben 
.<10 wird der Anfanppunkt der Coordina- 
Heu beibehalten o(ler geändert. Man er- 
hält je. nach diesen Aenderungsweisen, 
und ob die Coordinaten rechtwinklig oder 
schiefwinklig sind, einfachere oder zu- 
sammengesetztere Rcductioneu. Die Re- 
duction von Coordinatengleicbungen auf 
andere derselben Art und auf Pmarglei- 
chungen für Curveu von einfacher Krüm- 
mung 8. u. Coordinatengleicbungen. 

CoordinatenebeneD s. u. Coordinaten- 
axen No. 2. 

Coordlaatengleichnng ist eine alge- 
braische oder transcendonte Gleichung, 
welche den Zusammenhang zwischen zu 
einem System von Punkten gehörenden 
Coordinaten ausspriebt; sie ist daher zu- 
gleich Function, und kann als solche eine 
implicite oder explicite sein (s. d. vori- 
gen Art.). 

Die VertauBchung der Coordinaten (s. 
Goordinatenaxen ) kommt besonders bei 
Curven einfacher Krümmung vor; d. fa. 
bei Curven, deren Punkte sämmtlich in 
einerlei Ebene liegen. Eben so die Ver- 
Unsebung von Parallel -Coordinaten ge- 
gen Polar-Coordinaten und gegenseitig. 

1. Reduction einer Coordinaten- 
leichung auf eine andere Coor- 
inatengieichung. 

In dem Art.: .Xb.'icisse, Rd. I, pag. 16, 
mit Fig. 14 ist die Reduction unter der 
einfachen Bedingung geschehen, dafs für 
beide Gleichungen der Anfangspunkt A 
der Abscissen derselbe bleibt. Ist dies 


nicht, so sei Pig. 516 in der Abscissen- 
linie XX', .4 der Anfangspunkt der Ah- 
scissen, >4ß eine Abscisse «, n derCo- 
ordinstenwinkel, Bt)=yd\e zogekörige 
Ordinate. EF sei eine Absrisse u in der 
neuen Abscissenlinie, welche die erste 
unter dem _ ,•# In dem Punkt C in dem 
Abstande « von .1 schneidet, E in der 
Kntfeniung CE - b von C sei der .An- 
fangspunkt der neuen Abscissen, Ffidie 
zugehörige Ordinate j, d der Coordina- 
teuwinkel, so hat man, wenn man 
aus F eine Parallele FG mit XX'^ 


Fig. 515. 



•lie Normalen von Ü und E auf FG und 
aus F auf A'A ' zieht, und die Normalen 
von U uud E auf FG und aus F auf 
XX' lallt, die beiden Gleichungen 

1. p sin o -p (6 + «) $in ß = i $im{ß~^ S) 
n. jr — y CO* a — # roi (/5 + d) 

= a — (6 -}- m) cos ß 
ans welchen u und s durch x und y ans- 
gedruckt werden können. 

2. Reduction einer Coordina- 
tengleicbnng auf eine Polarglei- 
chung und gegenseitig. 

£.s sei wieder A in XX* der Anfangs- 
punkt der Abscissen, AB^x, BD = y. 

Bleibt für die Polarcoordiuaten A der 
Pol, w4A*' der feste Schenkel, so bat man 
Fig. 51C für die Polarabscisse ^ DAß 
= (ff ADtzs die beiden Gleichungen 
ft lin fp — y *tn a 
ft cos if> y cos n = X 
womit die beiden IMlarcoordinaten 7 uud 
s durch X und y au.sgcdrückt .sind. 

Ist ein anderer Punkt F der Pol, der 
in der Entfernung AP = a unter dem 
^ß mit AX' von A liegt, ist PE unter 
dem mit >4P die Polaraxe, die Po- 
larabscisse / DPE =: lo, der Polarabstand 
DP von P = s', so ziehe durch P die Linie 
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Ft: + XX' , fiille die I.otlie von /* auf 
,Y.V' und ton l) auf FV, und man hat 
OG = y ritt n -)- rt ji« ß 
zugleich ist 

OG = i' litt OFG = i' ritt AHO 
Z AHP=\m'‘-{3Jr ^APH) 

= i8o“-y + j'-(«) 

worans 

I. y «in n + a ritt /I = s' »in (,ä + j" — <u) 
AB = x-a CO« /ä 4 s’ co» DPG + y co» « 
woraus 

II. j? = o co« ^ + y co« o — co«C8 + }' — <") 

3. Reduction einer Polarglei- 
rhung auf eine andere Polarglei- 
ch n n g. 

Sind •/' und s die einen, m und >’ die 
anderen Polarcoordinaten , die auf einan- 
der redncirt werden sollen, so hat man 
nach ‘2: 

I. « «itt !(■ 4 o «in ;? = «' «ttt y + 4 - oi) 

II. » cot if = a cot ß — i cot y + j'— 0 )) 

Coordinattnijstem s. Coordinatenaxen 
No. 1. 

CoordiBatenwlnkel s. (.'oordinatenaxen ' 
No. 2. 

Coordinirt, in der Ueometrie s. v. w. 
cenjugirt. 

CorolIarilUI (comlla, kleiner Kranz) ist 
ursprünglich ein Kränzchen zuiutieschenk, 
daher auch Zulage, Trinkgeld, und hier- 
aus bei den Mathematikern Zugabe zu 
einem Satz: Zusatz, Kulgesatz: ein 
Satz, der unmittelbar aus einem voran- 
slehenden Satze folgt, nothwendig her- 
Torgeht, oder au« einfachen Schlüssen 
«ich ergiebt. Z. B. der Zusatz zu Satz 15 
im Enklid: Hieraus erhellet, dal« alle am 
einen Punkt (in einerlei Ebene) herum- 
liegencle Winkel zusammen vier rechten 
Winkeln gleich sind. Eigeutlicher hätte 
dieser Folgesatz zu Satz 13 schon genom- 
men werden sollen. 

CorrectlOB, Berichtigung von Melsin- 


slrnuienten und Messungen selbst. Er- 
stere wegen iler L’nmügnrhkeit vollkom- 
men richtiger Arbeit, letztere iheil« we- 
gen dieses Umstandes, iheils möglicher 
Fehler in der lleohachtung, theils «egen 
mnthmarslich nachtheiligen EinAnsses ein- 
wirkender Natnrkräfte. 8. Baronietercor- 
rection, Collimation, Collimaliousfehler 
und den folg. -Art. 

Correipoodirende HfibeB sind in der 
.A.'trononiie die gleich grufsen Höhen, wel- 
che ein liestirn während seines schein- 
baren Laufs durch den Tagebogeu des 
Orts vor und nach der Cnlmination am 
Himmel einnimmt. Culminirt ein Ge- 
stirn in irgend einem Zeitpunkt, d. h. 
beAndet er sich während seines Laufs in 
diesem Augenblick in der Mittagslinie 
des BeobacntuiiKorts, so hat es für die- 
sen die gröfste Höhe erreicht, und von 
allen geringeren Hüben, die es am Him- 
mel einnimmt, sind immer diejenigen 
beiden, welche in gleichen Zeitabständen 
vom Cnlminationsangeublirk , vor and 
nach diesem .«tattündeii, einander gleich. 
Durch die Beobachtung vieler Höhen eines 
Ge.stimes vor der Cnlmination, und zu- 
leich mit der Hemühang, nach dersel- 
en solche zu tinden, die den vorigen 
einzeln gleich sind (die ihnen corre- 
spondirenden Höhen), kann man 
daher den Zeitpunkt berechnen, in wel- 
chem das Gestirn durch die Mittagslinie 
gegangen ist. Eben so dient dies Ver- 
fahren , an mehreren Fixsternen vorge- 
nommen, und wiederholt znr genanen 
Bestimmung des Meridian« eines Orts 
(vergl. Cnlmination). 

Cot. ist die Abkürzung für Chinas. 

Cotec. .Abkürzung für Cosecante- 

CoteCBBte eines Winkels eder Bogens 
« ist die Bocante des Complemenls von 
R, eine sogenannte O-ofunction s. d- Dia 
Lagen der Becante und der O. als trigo- 
nometrische Linien giebt der Art. ; Con- 
struetion, trigonometrische, pag. 
80 and 81, mit Fig. 437 bis 440 für Win- 
kel oder Bogen, die allen 4 Onadranten 
angehören ; eben «o den Beweis, dafs die 
Cosec. für Bogen im ersten nnd zweiten 
Qnadranten positiv, für Bogen im dritten 
nnd vierten Quadranten negativ ist. 

Ferner sind in demselben Art. fblgemW 
Aufgaben durch Zeichnungen gelöst. Zn 
Anden: 

y = arc^eezer = * 

pag. 82 No. 4, VI. mit Fig, 44t 
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m = r-eot*c*a 

pag. 83 No. 5, VI. mit Fig. 444 

if = arc ^coiee* = 

pag. 84 No. 6, VI. mit Fig. 445 
X = r • eosee *a 

pag. 85 No. 7, VI. mit Fig. 444 
X = r • fi« a • coicc ß 

pag. 85 No. 8, VI. mit Fig. 447 
X = r • eo$ a • eotee ß 

pag. 86 No. 9, V. mit Fig. 448 
x = r»ty a» eosee ß 

pag. 87 No. 10, IV. mit Fig. 449 
X = r • col a • eotee ß 

pag. 87 No. 11, III. mit Fig 449 
X = r . MC R ■ eotee ß 

pag. 87 No. 12, II. mit Fig. 450 
X = r> coiec a ■ eotee ß 

pag. 88 No. 12, III. mit Fig. 450. 
2. Wie ana Fig. 437 bis 4M abgeleitet 
werden kann, wo CU=:eoteea ist, hat man : 
eotee 0 = eotee (— 360°) = tee 90° = oo 
eotee 90° = eotee (— 270'^ = tee 0=1 
eotee 180°=eos«c (— 18O‘0=see(-9O°)= « 
cM*c270°=co»ec(-90°)=Mc(-180°) = - 1 
cos«c360°=co»ec(— 0) = s«:(— 270°)= — oo 
Ist R ein Bogen für den Halbmesser 
= 1 oder ein Winkel zwischen 0 nnd 90° 
so ist 

cosec (90°— o) = eotee — (270° + o) = sec r 
eotee (90° + o) = cosec — (270° — r) 

= tee (— o) = sec R = eotee (90° — r) 
cosec (180° — r) = cosec — (180° + o) 

= tee — (90° — r) = sec (90° — o) 

= eotee a 

eotee (180° + r) = cosec — (180° — o) 

= sec - (90° + r) = - sec (90° - r) 
= — cosec R 

eotee (270° — o) = cosec - (90° + o) 

= sec — (180° — r) = — sec r 
= — cosec (90° — r) 
coeec (270° + o) = cosec - (90° - o) 

= sec - (180° + o) = — sec R 
= — cosec (90° — r) 
eotee (360° — r) = cosec (— o) 

= sec - (270° - r) = - sec (90° - R) 


= — cosec R 

3. Ans den Fig. 437 bis 440 lassen sich 
folgende Formeln nnmittelbar ableiten. 
& ist nämlich 

CHiCB = CD:DE oder 
eotee r : 1 = 1 : siw r , woraus 


1 

cosec R = — 

em R 


( 1 ) 


fomer hat man 

CH* = BIP+ BO oder 
eotee >o = cd ’r + 1 


oder cosec o = |/ col 'a + 1 (2) 

Will man nnn cosec r durch die übri- 
gen trigonometrischen Fnnctionen ans- 
dtneken, so hat man 


ss»R )/i — cos’r 
da nnn ans denseiron Figuren 

col R = — ist, so hat man 
Ij R 


eotee a 


K Ip >R ^ Ij R 

und da desgleichen 

cos o = , so ist aus 3 

sec cc 

1 sec a 

cosec a = — •; — ■■ ; — = , — 

i t'^sec*« — ! 


V 


1 -- 


sec ’tt 

ferner ist wie die Figuren ergeben 
cos a = 1 >- sin e a 
und sin a = 1 cosin v a, 
und hieraus 

1 

cosec « = — 

“ (1 — si» e «)* 

1 _ 

F^sin o a (2 — sine n) 

cosec ß = ^ 

l — cos V a 
ferner hat man 

sin ß = ^ 

cosec n 

cos R = 

cosec a 
1 

l^ß =: ■ 

cosec *a — 1 
cot ß = j/ cosec *« — I 
cosec a 


sec a = - 


Ycosec *0 — 1 

. Ycosec — 1 

ssno 0=1 — 


cosme o = • 


cosec tt 
cosec er — 1 


(3) 


( 4 ) 


(S) 


( 6 ) 

(7) 

( 8 ) 
( 9 ) 

( 10 ) 

(11) 

( 12 ) 

(13) 

(14) 


4. Pag. 98 No. 23 ist mit der Anflü- 
sung der Zeichnen-Aufgabe ; 

( col a+ lg a\ 
eotee = — — I 

ingieich synthetisch die Formel als rich- 
tig bewiesen 

eotee 2r = j (col r -|- Ij r) (1 5) 

diese läfst sich auch analytisch herleiten. 
Setzt man nämlich in die pag. 89 bis 93 
No. 14 synthetisch als richtig bewiesene 
Formel 


sm (r -I- ^) = sin R cos cos R • sin /I 
für ß den Werth r, so entsteht die Formel 
sin 2r = 2 sin r • cos n 

welche auch pag. 96 No 16 synthetisch 
bewiesen ist 


Digitized by Google 



Coseeanto. 


187 


Coaecante. 


Kdo ist 

1 

enec s = — , uao 

<•» n 

o 1 1 

ettee 3a = , = — 

nn 2a 3 nii a-coti 

and daausFig.437— 440; 

M»’o+c»»*o = l 
jtM ’a + cot *a 


dir. = 

l-<5’a 

folglich ist, wenn man noch den Zähler 
rednciit 


cesec3a = l + 


Vl + toa/ 


_ I / «tu ^ COI*« \ 

^ V«iii er • CQt a <if» a • c 9 » a/ 

I /$in «r , cot o\ _ 

“ 1 1 + — I = i (lö a -{' c) 

\c«t a $%n nf 


co*€c 2 a = — : — Non ut I« 46° = dem Rtdias = 1 ; man 

iitna^eoMu I^iiqq Jj^jj Zahler des xweiten GUe- 

= 1 / **** “ I \ des schreiben 

^ Vsiiiir* cof a ^ sma • ceso/ 1^46° — 

= W??L?+«4if\=. ^«“^7« 

\c»s a tin ttf Kan ist pag. 113 No. &4 mit Figni 489 

5. Die Formel 8 quadirt gibt synthetiseh erwiesen, dab 

eos«e*3a = 1 (eo<’a4-2<f a ■cola + tj’a) , „ tgn — tgß 

= i(col>o + 2 + l,»a) 

“ *' «!>•— .<5-) 

CMec3a = (ga + |(cola- rgo) und «iec2o = 1 + (31) 

_ eofo rina tjZa 

~2 cÖ 7 o II. Setit man in die Gl. No. 4 

fOi*a - si**a »m(a + ^) = »*»acof^ + niiasiii;t 

2smn.cosa H*a = — i~, ri«/?= — 

Nun ist pag. 89 bis Mg. 93, No. 14 , 

syDthetisch erwiesen die Formel *o erhält man nach Reduction 

cct(a + ß) = ctutieMß-nnati»ß coseen-auecß 

hierin /J = « gesetst ^.bt die Formel 7 «.>•«*«> 

cor2a = coi*n — rin^a „ . . ‘ ^ \ 

welche pag. 96 No. 17 auch synthetisch man /S=o so erhalt man, redneirt 

erwiesen ist. Daher hat man cwccOn — ®*’**®'* 

_ , C0s3a . aw ..■* 2coia 

€ws«c3iK = l^a + -^^=l 9 a + <iof2«f (17) für /J=2« 

•7 aa.ia»..a.4 — Ai^ o ... «I coisc ft • coiec 2rt 


7. Schreibt man die Formel 8 evseeSa = ^ — 

CM« 3a = c»l a - 4 (cot o - «J «) ; cMa . cm« a + cm 2o • cm« 2a 

so hat man nach No. 6 _ “ /.g, 

«s«3w = «la — «12a (18) 4«i’n — I ^ ' 

I für ß = 3 a 

8. Schreibt man für CM«2a = , eo$ee n • eo$ec 3 a 

«o2a CM«4a = 

1 cosa cesa ■ Ml« a + CT« 8a. ccscc 3a ' 

e»*eeQa = —. =r-; 5r CM«n 

2 siisa CO* a 2 *•« a • cos 'a = 

so erhält man d cm V + «* 3a «* a 

- , , , *«’a da nun cM3n=4co**n-3«*a so ist 


«ICC a* «ICC 4a 


„ , , «»V U MMU .. — UW« li OU ISl 

«Mc2a = 4«<a-*«’o = TT- — (19) 

’ 2/ga «l«4a- „ -J. «leca 

9. Schreibe Formel 12: ***** " 8«**a-4co*n''4 «la.cMSn 

* + *7*"- ^*^*'~ ^*2"+* + *g *° für ^ = 4a 
7tga 2tgn » _ ce«ectr*cofcc4tT 

also diTidirt and redneirt cosec « c 0 $a’CQ$ecn-^ c 0 $Aa>eo$ec^ 

CMec2o = l + ^i7**"’ (20) = cMccn 

2ty« 16«s^a^ 13cM*a + l ^ 

10. DiTidirt man Zähler nnd Nenner “• s- »• 

des.2ten Gliedes in Formel 13 mit l-(j»a 12. Entwickelung einer Reihe für 
so hat man «scca nach steigenden Potensen 

co*«2«==i+iL-j»ifAyz.^) 

2/jo:(l — /y*n) Die Reihe Bd. 1, pag 114, No. 14: 

Nnn ist pag. 97 No. 20 mit Fig. 475 1.1. 3 

syntheüseh erwiesen , ~ * +'3:3^+374: ^*+ • • ■ • 
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eignet sich nicht, durch Umkehrnng eine 
Reihe für cnseca zu finden, weil in dor- 
selben die Oosecuiten in den Nennern 
sich befinden. Kehrt man die Reihe um; 
pag 11 1, Nu. 9 

1.j:> Sj*» , 3-5 ^ 

""*'"*="=-*+^+j.4.5+9-4.6T7+ 

SO erhält man 


“ 1 ■ 1 • 2 • 3 l'.¥ 3-4-ä (7)'*' 

Nun kann man freilich nicht unmittel- 
bar, wenn man nämlich in diese Reihe 

«in it = — - — setit, ein* K«ih* «r e»«cn 
couc a 

finden, allein es ist «»*rt»co«crt = l, und 
wenn man co$eca— j4+ £«40«*+ /)«*+... • 
setzt, so erhält man durch MuUiplication 
beider Gleichungen eine Reihe, aus wel- 
cher die unbestimmten Coefficienten ent- 
wickelt werden können. Die allgemeine 
Form der Reihe ist aber zuerst naher xu 
betrachten. Schreibt man in 
cosecn = >l + £« + On*4 Dn*+ En* +.... 

— o für o so ensteht 

coitc (— ft) — 4 ^ — B(x + Oft* — D«* 4 Ea* 

N n D ist aber ronc (—«)=“* cos$c w, beide 
sind antgegengeseUt gleich grofs und folg- 
lich dürfen die für «) positiv bleiben- 
den Glieder nicht vorhanden sein, und 
die Reihe ist 

cosec o = £« 4 iM* + Fn* + //«*+ 

Setit man ferner it = 0 so wird (nach No. 2) 
eosec ft = » , es ist also ein Glied erfor- 
derlich, welches w im Nenner hat, dem- 
oaeh ist die voUstindige Form 

costctt 4 Ba 4 Oft* 4 D«* 4 E»^ + .... 

ft 

A 

in der das erste Glied — für (— o) eben- 
o 

falls subtractiv wird. Verbindet man mit 
(ÜMer allgemeinen Reibe die bestimmte 
n «• , n* «* ft* _ 

‘"‘"■' l “(3r (5) (7) ■^(9) 

durch Mnltiplieation , so erhält man; 

1 - .4 4 £n* 4 Ca* 4 P«* 4 Kn* 4 Fn« 

(3)" "(3)^ (8) (3) (3) 

A , «8 C 

■(7)" "af '(T)" 
Th)*“ 


11 7 w . 

co«e«=-- + ,, « + iv;ssn*+ • 


Hieran.. 

/4 - 1 = 0 

«-(3) = " 

C--^4 ^- = 0 

(3) ■ (5) 

" (3) + (5) (7) 

*■ (3) + (») (7) (9) 

.. «x"_-£4.-L-^=0 

'^“ ■(3) ■^(5) W O) OÖ 

und endlich 
4 = 1 

(3) (3) 6 

1 f5>-(3)’^ 1 

(3)» (5)'W-0f 3(50 

n (5)(7)-2-(3 )»(7) + (3)»(5)^ 31 _ 

(3)’(i)W 15120 

u. 8. W. 
woraus 

31 

6 " ' 360" ■ löi20" 
vergleiche Cosinus, No. 16; Cotaagente, 
No. 11, C-osinus v«rsas, No. 4. 

GosintlS eines Winkels oder Bogens 
a ist der Sinus des Complemenls von 
ft, eine sogoiiannte Cofunction. Die 
Lagen der Sinus und der C. als trigono- 
metrisch» Linien sind in dem Art.i Con- 
structionen, nag. 80 and 81 mit Fig. 437 
bis 440 für Winkel oder Bogen, die allen 
4 Quadranten angehören, angebeo; eben 
so Ui der Beweis geführt, dafa die G. im 
ersten and vierten Qaadiantea positiv, 
im xweiten und dritten Quadranten ne- 
gativ sind. Ferner sind in demselben 
Art. folgende Aufgaben durch Zeichnung 
gelöst. Zu findeu: 

,f, = Arc{^eot = rt^'^ 

pag. 82 No. 4, 11. mit Fig. 441 
x = r eos 

pag. 83 No. 6, It. mit Fig. 442 

V -y) 

pae. 84 No. 6, IL luit Kig. 44ä 
a: = r • coi* n 

pag. 84 No. 7, II. mit Fig. 446 
X = r iin ft < cos ß 

pag. 85 No. 8, II. mit Fig. 447 
X = r • coi ft • cot ß 

pag. 86 mit Fig. 448 No. 9, 1. 

X tg it eot ß „ „ No. 9, II. 

X = r • cot o 001,4 , „ No. 9, III. 

x = r*cos«*sec , „ No. 9, 

X s^r^eoi a-cotec ß „ • No. V. 
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3. A«» Kg. 437 kia 440, mo CE = cts n 
iat, hat aun 

cos 0 = cos{~ 360'^ = nn 90° = 4- 1 
cos 90° = e«(-270°) = »iii0 — 0 
cos 180° = coj (— 180°) = im(- 90°) = - 1 
OOS 270°= co»(- 90°) = iin(- 180°)=0 
coJ 360° = cos (- 0) = »IM (-* 270°) = + I 
Ist R ein Boffsn für den Hallmieaser 
= 1 oder ein Winkel xwisehen u und 90° 
so ist 

cos ( 90° - ft) = cos - (270° 4- ft) = sin a 
«» (90° + n) = WS - (270° - n) 

=sin(— ft)= — rin«= — w»(90°— ft) 
cos (180^ - ft) = WI - (180° + ft) 

=#»»— (90°— «)=— s»»(90°— «)=— WS« 

WI (180° + «) = WI - (180° - ft) 

= si» — (»0° + o) = — lift (90° - ft) = - WS o 
WI (270° — n) = WI — (90° + o) 

= i«n— (180°-o)= — iiftft = - wi(90°-o) 
wi (270° + ft) = WI — (90° — ft) 

= iiit — (l80° + ft) = sift ft = wi(90°— n) 

WI (360° — ft) = cos (— ft) 

= lift — (270°— n) = ii»(90° — «) = wift 
3. Ans Fig. 437 bis 440 lassen sich fol- 
j;ende Formeln nnmittelbar ableiten ; Es 
lat nämlich 

C£’+ ß£’=Cl)> 

oder coi •« + lii» ’« = 1 (1) 

ferner CEiCD^AC'AG 

oder COI ml = 1 :iic « 

«orans coi n ■ lec a = 1 (2) 

Will nun nnn coi n dnieh die übrigen 
trigonometrischen Functionen ansdrncken, 

so ut man ans 1. 

WI R = l' 1 — lil» *« (3) 

Üa nnn den 4 Figuren nach i«c*n=l+/j>R, 
so ist ans 2 

cos SS = (4) 

l 1 + ’« 

and nach den 4 Fignren co<n= - 


(''I - WI*R 
1 


l'l + COl*ft 

COI ft = — i— (6) 

sec R 

ans dem Art. Goseeante, pag. 136 No. 3, 
Formel 9 

y easoe ’r - 1 ... 

eosa~- — ( 7 ) 

coseea 

ans den 4 Fignren 

WI ft = 1 — sine r (8) 

and da äss a = 1 — eoie et 

COI R = 1' wie ft (2 — wie ft) (9) 
ferner hat man 

lia ft = y'l — cos V (1 0) 

, t' i - wiTk „ 

lga = ’- (11) 

WI o 


COICCR= : (14) 

V 1 - cos ’tt 

iifteft=l— WIR (13) 

WI Cft=l — p'l — ftol 7 r (16) 

4. Pag. 89 bis 96 No. 14 nnd 15 ist die 
Formel synthetisch als richtig bewiesen: 

WI (ft:t/I) = WIR'Cai^:Fliftft'lift^ (17) 
und awar für jeden beliebigen Werth Ton 
ft nnd Ton ß. 

Desgleichen ist pag. 96 No. 17 die Formel 
wi2r = wi*R — iift*R (18) 

welche analjrtisch ans Formel 17 herror- 
geht, wenn man darin ß = ss setit. 

Desgl. pag. 96 No. 18 die Formel 

cos 2n = 1 - 2iia*ft (19) 
welche analytisch wieder ans Formel 18 
entspringt, wenn man für cos’« den Werth 
1 - liii *n setit. 

Desgleichen pag. 96 No. 19 die Formel 
COI 2ft = 2coi ‘‘u — 1 (20) 

welche analytisch aus Formel 18 entsteht, 
wenn man für liaV den Werth 1 - coi*« 
setit. 

Ans Formel 17 erhält man durch .Ad- 
dition und Subtraction beider Formeln 
anmittelbar 

COI (<« ■)■ ^) -|- COI (ft — ß)—‘icos n • wi,J (21) 
WI (ft -^) — WI (R-b/J)=2iiH«'ii»,S (32) 

Schreibt man in Formel 20 den Werth 
ja fix ft, so entsteht dnnh limformnng 

und für 'ft = 90° I.- R geschrieben, nnd da 
WI (90° + ft) nach No. 2 = - lia «, wi (90-o) 
= liisn ist 

(24) 

Beide Formeln sind pag. $9 und 100 
No. 25 und 27 synthetisch bewiesen. 

5. Pag. 89 bis 93 No. 14 sind die bei- 
den Formeln 

»in (o-f — «in a cot ß^cosa 

31« sin Jft— j?) = si«fif cös^i-cos a sinß 

Durch Subtraction dieser Formeln erhalt 
man nnch der nothigen li'mfonnung 

' )i„ 2«i«i( 

diese Formel ist pag. 109 No. 46 synthe- 
tisch bewiese*. 

Aus Formel 21 erhält mau durch Um- 
foimnog 

COI (r -1- ^) + COI (ft - 8) 

coift= »6) 

2cm « ' ' 
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disM Formel Ut pig. 109 No. 47 synthe- 
tisch erwiesen. 

Schreibt man in den Formeln 21 und 22; 
n für o + /! , für o — ß 

so entsteht für n 

and ^ 

lind man hat 

a + Ä n~ß 

cos« -i M»/} = 2coj — • CO» • ^ — (27) 


e»$ß ~ ccta 


2»ia • »i» (28) 


Beide Formeln sind pag. 111 No. 51 und 
52 synthetisch bewiesen. 

MultipUcirt man die beiden Formeln 
27 und 28 mit einander, so entsteht 

co»V — CO»*« 


. a + ß a + ß . n-ß n-ß 

= 4 »ia—^ -CO» »in-— - *co» _ - 


da nun 2»in n - »tn ß = lim 2o, 
so hat man 

CO» — CO» ’n = »in (o + ^- »in (n — /}) (29) 
diese Formel ist pag. llß No. 62 synthe- 
tisch bewiesen. 


Hnltiplicirt man die beiden Formeln 
No. 17 mit einander, so entsteht: 

CO» (a + ß)‘ cos (rt — ß) 

= CO» ’n • cos V — »in ’a ■ »in ^ß 
= co»’o [1 — »in V] ~ «in*«*»in’/} 
= co«’o — »in V (co»’« »in*n) 

oder 

CO» (o -I- /J) • CO» (« — /J) = cos ’n — »in V (30) 
diese Formel ist pag. 117 No. 64 synthe- 
tisch erwiesen. 


6. Setzt man zu der schon cirtirten 
Formel 

»in2« = 2<inR-co»n hinzu 
1 = »in -1- cos *n 

so entsteht 

H-»tn2« = («inn-t-ro»«)“ 
und 1 -»in2n = (±«inoTCo»«)* 

Schreibt man für « 
rt R 

so ist CO»— >»»n '2 > 

damit also die rechte Seite der 2ten Olei- 
chnng positiv bleibt 

1 -i- »in R = (»in .Jr + cos ijr)* 

1 — »in R — {eosJ[U — »in^o)* 

Wenn man nun radicirt, beide (ilei- 
chungen addirt und mit 2 dividirt so er- 
hält man 

CO» jo = j(l' 1 -f »in« -F p'l - »in r) (31) 
Diese Formel ist pag. 107 No. 44 synthe- 
tisch bewiesen , und die Vorzeichen sind 
für die Werthe von » in allen 4 Qua- 
dranten bestimmt. 


7. Dividirt man die beiden Formeln 
27 und 28 durch einander so erhält man 

-ß 

- * = C70S IWf — ^ 

coiß 


C9tn-\-CQ$ß “4-/S 

— ‘ =ccl—L-^»cot^- 
- eos a 2 2 


eo$ß — cosa^ « 4- j? 
cot a + cot ß 2 


rt-^ 


(32) 

(33) 


Aus Fonnel 17 hat man 
cot (rt + ß) _ cota^cotß — tintftinß 
cot (a — ß) cota»cotß'\-tintt*tinß 
Dividirt man Zähler und Nennner der 
rechten Seite mit tino^cotß so entsteht 
cot (n 4- <g) ^ cota-tgß 
cot {a — ß) cota-\- tgß 
Dividirt man Formel 17: 

CM (<r± /?)= rotacotß^tinatinß 
durch cota^cotßy so entsteht 

cot (rci^ ß) • . . , . »o-v 

i -<:=lTt$n*t$ß (35) 

cot <1 • cot ß 

8. Setzt man zu Formel IS : 
cot 2« = «)«•« — «i» •« 

1 4- CO« 2« = 1 4-co**rt- ««* = 2co»*rc 
so hat man durch Division 


cot 2(t , ,, . * V 

SS i(l - ie*o) 

1 4- cot 2n ’ 


(36) 


Verbindet man .eben so 
1 — CO« 2« = 1 — «0» *a 4- »«!••<« = 2tii» 
mit co«2« = CO«*« — ««»i*a 
so erhält man 

. = j(eol*R- 1) (37) 


ferner 


1 — ros 2a 
1 — CO» 2« 2»«»’o 


= «j’r (38) 


1 -F CO» 2a 2co»' 

Au» cos 2a = cos ^« — »ia *« = 2 co» *« — 1 

«ec*« 

erhält man 


■ 1 4- tp« 


-l 


1 — Io *a col *a — 1 
co»2r = — -j- = — V I (^3) 

1 -F lg *R cQl^a -F 1 

9. Ks ist die Sehne für den Ontri- 
winkel 60° = dem Radius = 1 
folglich »in 30° = i 

and co» ’30° = 1 — »in ’30° = I 
folglich ros 30° = j 1 3 
daher nach Formel 17: 
co» (30° -FR) = v(co»np'3- »in«) (40) 

ro»(.30°-n) = 4(co»RF'3 + »inR) (41) 

hieraus 


co» (30° F«) -Fco» (30° -r)=co»rV3 (42) 
cos (30° - «) -cos (30° + r) = «in n (43) 

10. Aus Formel 21 hat man 
cos (r + ^) = 2co» a'COsß-cos(,n-ß) 

Setzt man hierein statt r, nacheinander 
« + ß, a + 2ß, a + 3ß....a + (n-l)ß 
so entateht 
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ce0(a + S/l)s3e»tfl eot(a+fi)-eota 
cot (o + 3 ^= Scat ß cos (n 3ft) - cot (o + fl) 
cot(a + ifi)=2eotflcotlai-3fl)—cot{a + 2fl) 


cott,a + »fl) 

=2eotfl c»i[B+(fi-l)^]-««[ir+(i»-2).»] (44) 
11. Aq 9 Formel 22 hat man 
c« (n + (!) = «« (o — ^)-2iiiio-«ii/S 
hiermit wie No. 10 verfahren entsteht: 
cos (ir4-2,f) = co*n— 2xin;lsiit(o + ^) 
cot (a + 3|J) = cot (a + jj) - 2iin ^ »in (« + 2fl) 
ro«(« + 4/J) = CO» (a + 2,'0 -2»i«^»iii(n + 3^) 


rot(n-i-iifl) 

=co»[«+(»-2)fl-2»i»,4 ii»[«+(B- l)fl (45) 
12. Pag. 89 bis 90 No. 14 und 15 sind 
die Formeln entwickelt 
SSW (a 4- /l) = sin B ros ^ CO» n »in 
sifs(B — ^) = »iBo ‘Cot fl - rata •sin fl 
durch Sabtraction entsteht 
sin (n 4- /l) - sin (b - /I) = 2 cos n ■ stn^. 


Schreibt man dafir 
2sin fl-cotit = ttH(n + fl) — tm(a — fl) 
nnd setzt man hierein für n nacheinander 
die Werthe a + fl, a fl 2fl, .... aflnfl 
so erhält man 

2»in;9TO»(B4-;S) = »in(a + 2fl -sina 
2»in ,4 • ros (n 4 2/t) = »in (n 4- 3;ä) - »in (b 4- ^) 
2tittfl ■ rot(afl3fl) = tin{afl4fl ) - »iB(n42/t) 


2sin ;S ros [n 4- (n - 2) ,4] 

= »in[« + (B- l)/l]-»in[nf(n-3)/t] 
2sin 4 • ros (n 4 (n - 1) ,t] 

= »in[«4-n4] -»i«[o4(n -2)/J] 

2sitt /) • cot (a 4 nfl) 

= iin[n 4 (n 4 l)/t] - sin [n + (n - 1)^] 
Addirt man diese n4 1 Gleichungen 
mit einander und bezeichnet die .Summe 
cot aflcoi(aflfl)flcai(nfl2,'l)fl...flciit(nflHfl) 
mit S, so hat man 


2sin fl'S ~ sin [« 4 (n 4 l)fl + »*« (a 4 ofl) — sin b — sin (b — fl) 

Nun ist 

sinn 4 »in ia - fl) = lina fl tina cot fl ~ cot a tin fl = tion (l fl eot fl) ~ cot a -tin fl 

ß ( ■ ß ■ ß\ 

j ^»in B cot - - ros B »SB - 1 


= 2sina cot’ - 2co» a »in — • ros — = 2co» : 
2 2 2 


= 2cos 


ß 


sin(B-l) 


Seist mao a (n + ^ so hat man 

di« «raten beiden Glieder 

sin }■ 4 »in () -/») = 2co» sin ( J’ ~ y) 

Folglich ist 


S = CO« 


3 »in fl 

[rt + (ii + i) fl"] - «in (ff 


“ir i*! 

so ist ' 2o4«lJ = 2r«‘. 

(n 41 )/J = 2 jS* 

Nun ist wie in No. 12 
sin(o'4/ä') “ *sn(n* -/J‘)=2 co»b' sin^‘ 
Man hat daher 


fltiniifl). 


S = 


cot (ß 4 ^M,t) • sin ß 


(47) 


Setzt man in den Zähler 


sin ifl 

13. Setzt man in die Formeln No. 10 
für fl den Werth n, so erhält man 


ros B = rosa 
ros 2b = 2cot ’a — 1 

ros 3a = 2ros a * ros 2a -- ros a = 4ros ’n — 3ros « 

ros 4a = 8cot *n — Scot’tr fl 1 

cot5n = IGcot’rt — 20oot’rt 4 bcotn 

cot 6b = 32ros ‘a — 48ro» ^a 4 1 8co» *b — 1 

cot Ta = 64ros^a — 1 12ros V 4 66ros *a — Tcota 

ros Sn = 12800»^! — 256ros*a 4 IGOcos^a — 32ros^a 4 1 


: 2’-'ro»*B-^2' 


**OV— 


_s . n»n— 3„u e u 

o4-j — ^2" ‘cot“ 


1 • 2 • 3 
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14. S«tit man in Forma! 21 In ptg. 89 bia 98 No. 14 ist für aW« 

+ = Werthe von a die Pomel erwiesen 

für ß nacn einander n, 2w, 3» (n- l)(r, Mw(a+/l)~imii cos/}+c#tfe»nf»^ 

80 erhält man woraus fnr ß nach einander 8«r, 3n . . . 

C 0 i 2 n = ro8*a — nn2a = 2Hna *co«a 

ros3a s: eof * a •co«2n — tin rr • siw 2ir »tn3a = nnff • cot2a + r««a f«fi2a 

eptAtt = eosa»co$Za — rin r • tin3n rin4«(=:rififi cos3r + co«r «rin 3a 


eeswas eosa*cos(n*~l)a— rMa*rin(n—l)a rin (nn):r rinn ro>(n’-l)a + <wf a«rin(n— l)cr 

Hiernach erhält man 

1. cos2a = eoa’a — «in'a 
rin 2a = 2rina • coia 

2. CM 3a = ee< n (cos ’a rin *a) -- rin a • 2f in a • cot a = cot ’a — 3 cm a • rin *a 
linSa = rin A (cos V — fin’a) + rot a*2rina* eosa = Srina cm*a — rin*a 

3. cos 4a = eot(f{cot*a - 3cos a • sin * a) — sina (3sina • ros*a — rin*a) 

= cos*a - 6coi*a • rin*a + rin^ 

•in 4o = rin A (cos *a — 3cos a sin *a) + cos a (3sin a • cos *a - rin *a) 

= 4cos*a rinn — 4rin*co#a 

Schreibt man die bis hier gewonnenen Reihen für die cos und sin der Vielfschen 
des Winkels untereinander, so erhält man 
ces2Rseef*a ^ sin*a 

sin 2a = + 2rin a*cos a 

C0s^azseot*a ~8cosasin*a 

sin 3 a s 4-3cos*arina — sin*a 

cos4a3;cosV — 6cos*arin’a +rin*a 

rin4as +4cos^asina — 4cosasin*o 

Zwei Cosinns und Sinus gleichTielfacher snbtraetiTen und additiren Gliedern ab* 
Winkel bilden hiernach zusammen eine wechselt. 

Reihe der anfeinaoder folgenden Glieder Dies Gesetz erweist sich, so weit man 
des Binoms einer mit dem Vielfachen des mit den Vielfachen fortfihrt und allge- 
Winkels gleich hohen Potenz; nur mH mein, wenn man das Gesetz für cos na 
dem Unterschied, daD< jede Reihe mit ad* und sinnn als richtig annimmt und hier* 
ditirem GHede anfangt und ferner mit aus die Reihe für cos(n+ l)a und stn(n+l)a 

entwickelt: Ist nämlich 


cosnA = coi»A — n,cos '»- *a stn*a + n 4 Cos »— <a rin^a — n«cos »— ^a rin*a-|-..« 
sinnA = n,cos*~ia*sina — n^cos"— ^A fin*A-f njcos"- *^a»stn*a - n,fos**~"a rin^+.... 
So findet man aus 

1. cos (a + na) = COSA • cos na — sina rin na 

2 . sin(A + na)=sin a cos na + cos a*sinna 

cos (n-f- 1 )a = cos A [cos« A-n,cos«— ?A sinV+n4C0f"**A sin*A-n*cos"”®a rin*A+. . 

— sin A [n , ros«— * a sin a -* n j cos«— *a riw*a + n , cos« - * a sin®a — 

hieraus 

cos(n + 1 )a = cos«-K1a — (n, -f n,)cos«-la sinV + (n, -f* n^) cos "— ^a sinV 

— (Wj + n*) cos**-^a sin®<e -f 

Nun ist in dem Art Binomiil-Coeificient No. 2, pag. 368 bewiesen, dafs der «te 
Coefficient vor (a + ä)«+i = ist der Summe des mten und des (w- l)ten Coefficienten 
von (a+6}«; demnach hat man 

cos(n + l)a = cos»-*-la — (n + l)j cot^—^a rin*a + (n + 1), cos »— *a sin*o 

- (n+ 1)4 cos»- 5 o . sin*A + 

Eben so eriiält man aus 2. 

rin(n+ l)A:=sma [cos«a — nscos»— 3siR*a + n4Cos"-4A sin^o — ne cos»'®a rin*o + ...] 
+ cosa(n,cos«— 1 a rina — n, cos"-^a sin*a + Wg cos»— ^arin^a — 

woraus 

sin(n+ l)a = (l + ni)cos«asina- (ns-|-W|)cos« - 9 atinV + (w4 + W4)cos «— ^a sin^o — ..] 
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folglich ) 

#t»(»+l)«r=(ii+l), coi«#f Hm ff — (m + 1), + (11+1)» ro*»— *ä Hm*« — .... 

womit das obige Gesets aUgemein bewiesen ist. 

la. Wie iu No. 13 die Cosinus der ▼ielfschen Bogen in Reiben TOn Potenzen 
des einfachen Bogens dargestellt sind» so kann man durch ümfermang deiselbeD 
auch die Potenzen der Cosinus des einlacben Bogens in lUtheu ron Cosinus der 
vielfachen Bogen darstellen; man hat nämlich aus 13 

1 . CM ff = COS ff 

g. ScM *ff ^ coi 2u + 1 

3. 4c0i*ff =: CM 3ff + 3cos ff 

4. ScM*ff = eox4ff -i- 8cM*n — 1 

5. 16cm *ff =;ciM.')ff + 20cM*ff -- Ocos« 

6. 33cos*ff = cof 6« + 48co#*ff — 18 cm*« + 1 

7. 64cof = cos 7it + 1 12cos *a — 66coi *« + 7 cm « 

8. 136cm *ff = cos 8ff + 356cos *« — 160ces ^« + 32cos *« — 1 


9. g» —Icof "ff r: CM Mff + Y®"~ *cof«- *o - 


M*n— 3 

J7J 


2'*-'ros»*“<a + 


w*M— 4 *m-5 
1*3 


2" cos« -*« 


M*M — />•»— 6»o— 7 

1 /y^rx . 4 


2«— 9 cos« -^ff 


+ 


Ans f hat man in 4: 

8cm *ff = cos4ff + 4(cos2n+ 1) - 1 = cos4a + 4cos2o-f' 3 
Aus 3 bat man in 5: 

1 6cm *ff = cos 5ci + ö (cos 3ff + 3cos «) — 5cos a 
= CM 5ff + bcos 3n + I Ocot ff 
Aus 2 und 4 hat man in 6 : 

32cM*a = cos6a + 6(cos4rt+4cos2ff + 3)— 9(cos2ff+ 1) + 1 
= cos 6« + 6cos 4« + 1 5rof 2ft + 10 
Aus 3 nnd 0 hat man in 7 : 


64cos'ff :2 coiln + 7 (cos5«< + 5oMda 4'lOcoso)- 14(cos3ff + 3cosa)+ 7cos« 

=cos 7« + 7cof 5« + 21cos3a + 35cosff 
Ans 6) 4 und 2 hat man in 8: 

128cos*« = oos8ff+8(cos6ff+6cM4ff+löcM2«t4 10)~20 (cos*I«+4cm 2«+3H 16(cM2st4 l)-l 
= cos 8ff + 8cos 6r< + 28 cos 4« -f- 56cos 2» + 35 
Das allgemeine Glied, in welchem die Potenzen tu entwickeln sind ist 

2« — Icos 'ff = COS Mff -f* Y j ^ 2«— ’cos« <« , 


+ 


M • 

T 


M — 4 • M — 5 

“~2 ^ ~3 " 


2 * - ’coi*»— •« 


MtM-'.'i^M — 6«M — 7 

1*2. 3 


2» - i*cof o - ^ -f „ . 


16. Entwickelung des Cosinus in eine nach den Potenzen seines Bogens fort* 
laufende Reihe, Bd. 1, pag. 112 gibt die Reihe: . «• 

'‘"■™‘" = y-l* + 2-.3 + 2:j^ + Y.4.-6r7 +••■•) . . 

oder 

rt / , Cüs*ff 3 »ros*« . 3*5coi^« \ 

2 \ 2.3 2.4 * 5 2. 4.6.7 ^ / 


ros *rt 3 » cos *<c 3*5* cos 

ff = fOSff + :r -« + -* — +.... 

2*3 ^ 2. 4. 5 ^2. 4. 6. 7 


Für die unmittelbare Entwickelung der 
Reibe wurde man nun setzen: 

cos if = .4 + Äff -f- Cff* f- Dn^ + .... 
wo mau daun die uobestinniten Coeffi* 
cienteu A, H, (\ Ü, ... zu hentimmeii 
hätte. 

Für ff=0 wird cos o = 1 ; uiitbiu hat mau 

COSOS H 'S 1 n . . 


Die Entwickelung gibt also, wegeu des 
vorstehenden unbenannten Gliedes «4 = 1, 
für die Coefficienten A, Ä, C ... laater 
unendliche Reiben, und die Reihe 1. ist 
für den vorliegenden Zweck nnbrsnchh^r. 

Es Ut aber ros « = 


man kauu die Reihe I. varwmudeln iu die: 
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a = ß gesetzt 




si»V , SjinV 

2“3 2 T 4 T 6 


+ 


3>5 • tin'ß 

rTiTe.'T'*' 


3-5.7 ri« »ß 

2-*-6-8 .“9 


II. 


Setzt man nun 

nnß = A + Bß-\^Cß'JrDß'Jf... 
so ist, da siniu für ^ = 0 ebenfalls =; 0 
wird, .d = 0 ; die Reihe wird : 

$inß = Bß + Cß* + Dß' + E0* + .... 
nnd ist der Entwickelung fähig 
Diese allgemeine Reihe läfst sich aber 
noch weiter vereinfachen; denn setzt man 
— ß für fi, so entsteht 
sin (,-ß)=- Bß + Cf-Oß^ + Ej^+h'ß ^+ .... 

Lie^ aber + ^ im ersten , im zweiten, 
im dritten, im vierten Quadrant, so liegt 
ß im vierten, im dritten, im zweiten, 


im ersten Quadrant , die simM von + /> 
und — ß sind mit entgegengesetzten Vor- 
zeichen einander gleich; wenn also 
tin(,+ß)-*Bß* Cß^ + Dß'tEß**:Fß^ 
so mnfs sein 

iim(~ß) = r Bß rCß’^ Dß’ r Eß*^Fß* r 

Folglich ist es nnmöglich, dafs die Reibe 
für sin ß Olieder mit r in geraden Ex- 
ponenten haben kann, und die allgemeine 
Form der Reihe ist 

timß=Aß+Bß’+Cß‘+Of+Eß’ + III. 

Substitnirt man diese Reibe in die 
Reihe II nnd redueirt auf 0, so bat man 


0 = 

(rimß) 

I »«» V \ 

V2.3/ 


ß-Aßß- B 

A* 


/^n*/)\ 

V2.4-5' 

!Z • 5 sin 
\2-4-6.7/ 

p.6-7-sinV\ 

V2 . 4.6 - SS / 


^2-3 ^ 2.3 


-l-C^ + D;J» + K/J* 

- - B» + 6^gC + 3;«»P 

f* + 2-3 ^ 


ZA>B .. , 3MB*+i««C) 


2*3 

ZA^ Z-bA*B 3(104>B‘+'8^^ 

o.g'iR. f’ ' o j.t r 



Setzt man jede Summe der uutereinauder stehendeD zu eioerlei Potenz Ton ß 
gehoreuden C^fficieDten = 0, so erhält man 
^ - 1 =0 

i^5+* 

3 . 5 .4’ 3.5^ «« 3(/<B« + i«»C) _ 

2-4- 5' 2-3 + 

3.5. 7 4*B 3(IO^»B* + 5y4j|0 BH-6.4ÄC-|-3il*D , „ _ „ 

2-4-6-8-9'^2.4-6.7 '*^ 2-4 -5 ■*“ 2-3 ■*' 


9. 4-6. 7 
3 • 5 • 7 <!• 


woraus ans der ersten Gleichung 
A = \ 

Diesen Werth in die zweite Gl. gesetzt, 
gibt 

„ 

2-3 (3) 

Die Wertbe von A und B in die dritte 
Ql. gesetzt, n. s. f. ergibt 

C = +— = + l 

^ 9 . 3 . 4 . a (5) 


fl= - 
E = + 


(7) 


2. 3.4. a • G- 7 
1 

2 . 3 . 4Ty.'üT7~ 8 . 9 


= + 


(9) 


Han bat also, diese Werthe in Ol. III. 
substitnirt 

.in«=a 

^ (3) + (a) (7) ■'■(9) •••• 

Eine Qleichnng, die ISr jeden beliebi- 
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gen Werth von ß, nicht nur für den nr- „an .in u = ,etzt; dann ist 

eprünglichen ß = ^—n, sondern auch = + 

für /» = „ gültig ist? also ' ~ r7) + öV 


J»na = rt — — 4- -f 

/*J\ ' /e\ /^\ ' ff\\ 


IV. 


(3) ’ (5) (7) ^ (9) ™’*"= * “ " ll + (T) ~ "T 

«ntwk.lü ‘*‘**«5, '‘j® und das Quadriren ausgeführt: 

entwickeln, verfährt man elementar, wenn ® 


cos ’n =! — «•+- 


2k« n 

3-3.5'*'3-3. 


5-7 


,+.... 


Bei der snccessiven Wurzelauaziehung 
erhält man das erste Glied a der V = 1 ; 
um das zweite Glied b zu finden dividirt 


man mit 2<s = 2 in o» und erhält - — . 

2 * 

für das dritte mit 2 in o« dividirt, erhält 
man o* , also eine Reihe mit nur geraden 
Potenzen von n. Daher setze man 




_2r« 

3.3-'5 + 


= 1 + .ln* + Bk* + Cn* + ÖK» 

also 


+ 


j a • 3 . s 

= (l + ^«» + Bn*- Cn*+...)’ 
Nachdem wirklich quadrirt, die Glei- 
®htin|[ auf 0 reducirt worden, erhält man 
die Glieder für die Coofficienten : 

(2.4+ l)„« = 0 


(.4>+2B--i)«* = 0 

(2s1B+2C + _|--)k« = 0 


(B« + 2^C + 2B-5-3i^jK«.0 
(2BC + 2.4D + 2K + — ----- o)<''° = 0 

\ J»3«0«o»4‘9/ 


Ilieraas 




ß = + 


C=- 


/> = + 


E = ~ — _ 

l*2-3«4»5-C*7-8«9. 10 (10) 

u. s. w. Mithin 

tt* «• fr'® 

2 ^(4) (6)^(8) (lO)^**-- '• 


Dnrch Differeniiren der Gleichung IV 
pelanipt man auf leichterem Wege zur 
Gleichung V. Denn es ist 


oder 


dttn fc • Orr = ?)a 


3a‘‘Ba ^ öft^Öir 7a “9a 9n ®9« 
(3) (5) ^ + ^(9)“ 


COS ft = l ^ 




(fi)'*’ (8) 


+ 


Vergleiche Cosecante No. 12, Cotan- 
gente No. II, Cosinus versus No. 4. 

Cosinas verso« eines Bogens oder Win- 
kels K ist der Sinus Tersus oder Quer* 
sinus des Complements Ton a, eine so« 
genannte Cofunction. 

ln den Figuren 437 bis 440 ist AC der 
feste Schenkel, CD der bewegliche, und 
dieser liegt in den aufeinander folgenden 
Figuren im 1, 2, 3 und 4ten Quadrant. 
Das Stück AE des festen Schenkels zwi- 
Bchen dem Sinus DE und der Tangente 
AO ist der Sinus versus von «; der Sinv. 
des ^ DCB^ des Complements vou a ist 
demnach das Stuck BF desseu festeu 

U 


Schenkels BC zwischen dem Sinus DF 
nnd der Tangente BH dieses Comple« 
mcntswinkels. 

Der coit» BF Fig. 438 ist = dem ro*r BF 
Fig. 437; d. h. 

coso (180^ — n) = cö<r a 

Die poir BF Fig. 439 und 440 dagegen 
sind = in Fig. 437 mit 
BC 4- CF= 1 + sin « = 2BC -BF-^^ cosr a 
d. h. 

CO« (180°-}- «)= co«(360'^ — o)= 1 + *»» ft 
= 2 — co»r rt 

Dies ergiebt sich auch aus folgender 
Betrachtung: Es ist Fig. 437 augenscheiu- 
lich cosv a = BF= CB ^ CF := X ~ sin tt 

10 
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Nuu Ul nach pag. 81, No, 2 der «in im 
I. uiiil 2. Quadrant positiv, im 3. nnd 4. 
Quadrant negativ, folglich für den ersten 
und rweiteii Quadrant 

coit = 1 — ein n 
für den 3. nnd 4. Quadrant 
= 1 - (- «ii«n)= 1 +fii»«=l +(l-e««'’*) 
= 2 — cosr a 

2. Es ergibt sich aus dem Vorigen 
cosv 0 <*0*1? — 360® = lifit 90® — 1 

cosr 90® = cosr - 270® = »int 0 =0 

ro»rl80® = co»r-l80®=:»inr-90® =1 
cosr 270® = rofv — 90® = »iHf — 180® — 2 
cosr .360® — ro»F — 0 = «itr — 270® = 1 

Ist n ein Bogen für den Halbmesser 
s= 1 oder ein Winkel zwiechen 0 und 90° 
so ist 

cosr(90®-f») =cosr-(270°+o) = iifir« 


COi«C « — l 

co»rn = - - 

COfCC ff 

co»rff = 1 — ] »tnra (2 — »ifirrr) 
Ferner bat man 

»in ff = 1 — co»r ff 

roi ff = I ’ co»t ff (2 — cosv et) 

^ _ 1 — ro»r ff 

] cosr ff (2 — co»r «) 

l/co»r rt (2 - cosv fl) 

col ff = - * 

1 — co»r a 

1 

sec ff = • 


rosec ■■ 


{Votco (2 — co»r«) 
1 


1 — ro*r <t 

»inr ff = 1 — t'^co»r« (2 — ro»r ti) 

4. Entwickelung des Cosinu.s versus in 
rü',r(9Ö” + '..) =™.r-(270“-n)=M»rn ei"» nach den Potenren seines Bogens 
™«(18O'>-.0=c<..r-(18O“+-0=«Tn fortlaufende Keihe. 

ro»t(180°-i rt)=co»r-(180°~«)=2~co»tff In dem vor. Art. pag. 144 No 16 ist 
cy»r(270°- ff) = co»r-(90° -{ «)=2-»i«r « die Reihcentwickelt 
co»r(270°+ff) = co»r-(90° -n)=2-»t«tff _ 

rfi»rC360°-ff) = c«»r-n = 2ro»r« ® (3“) '*'(5) (7) (9) 

3. Will man nun co»rff durch die i’ibri- Nun ist »in« = 1 —cotvn 
gen trigonometrischen Functionen ans- oder co»c« = l-»iwn 


drücken, .ho hat man: 
rO»rff r: 1 — »in« 
co»r ff = 1 — 1^ 1 — <‘OJ 
tff ff 

cosr ff — 1 — — 

i 1 + 


co»r II = 1 iir 


P ff = 1 — - 


P 1 + col *rt 
1 


daher hat man 

ft ff* ff* ff* «• 

T (3) (5) (7) (»r 

Setzt man « = — « so hat man 

ff ff* ff* ff* 

1 + T~ (T) + (5)' T"*'’“* 

also 

cosv (- ff) = 1 -b »i« ff = 2 — co»r ir 

Zn demselben Resultat gelangt man 
durch Umkehrung der Reihe Bd. 1 , pag. 
114 No. 16 


CI — co»rff)* 3 (1 — cosv ff)* , 3 • 6 • (1 — co»tff)* 

„ = + - 2--4 . 5- + -^4^ 6 r — + • •• • 


Denn setzt man Reihe für co»t a vereinfachen in 

ro»c ff = -4 + ßfi* + Cff* 4 Oti* 4- cosv ff = 1 -1- .An + Btt* -(- C«*+/)ff*+^«*+.*“" 

so sieht man bei ähnlichen Betrachtungen wo das erste unbenaonte Glied nicht wie 
wie dort, dafs die Glieder mit den geraden beim Cosinus die Entwicklung unmöglich 
Potenzen von « fortfallen, und da für macht. Denn man erhält 
ff= 0, rosr = 1 wird, so läfst sich die 


(1 — cosv ft) = — Aa — Äff* — 

(1— rofrn)*_^ A* j 

”2.3“ ■ Fs" ~ 

3(1 — rosr nf _ 

2 ^4 • 5 “ 

3 , 5 , (1 — cojc 0 / _ 

2 ■ e“-"7 

Hieraus entstellt: 


Ca> 

3.4^Ä . 

J.S 


2-3 

3.4» 

k .~r» 


i 


(Ä»4 Ar)n’-.... 


Da’ 

3A 

F3 

1'lA‘Ba’ 

2.4-6 

3.5H' j 

— = « 

2-4.6.: 
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-«’(*+ \A{U‘ < ^y^«ß^ j-.V-ßrT ^') -■••• 


o=+-- = ‘ 

ÖWO (7) 

u. 8. w. und 

, rr ft® 

co$t «=:1 h 4 

,, 1 (3) (5)^(7) •••" 

\ergleiohe Cosecante No. 12, Cosinus 
No. IC, Cotaugente No. 11. 

CotaDg6Dt6 eines \VinkeIs oder Bogens 
ft ist die Tangente des Complements von 
ft, eine sogenannte C'^funrtlon. Die La- 
gen der Cot als trigonometrische Linien 
sind in dem Art,: Coustrnetionen, trigo- 
nometrische nag. 80 und 81 mit Fig. 437 
bis 440 ffir Winkel oder Bogen, die allen 
4 Quadranten augehören, mitgethcilt ; eben 
so ist der Beweis geführt, dafs die C. im 
ersten und dritten Quadrant positiv, im 
zweiten und vierten Quadrant negativ 
sind. Ferner sind in demselben Art fol- 
gende Aufgaben durch Zeichnung gelöst. 
Zn finden: 

7 =: Are ^cot — 

pag. 82, No. 4, IV. mit Fig. 441 
a? = r • cot*a 

pag. 8‘2, No. &, IV. mit Fig. 442 
7 = i4rc ^rot'^ = 

pag. 84, No. C, IV. mit Fig. 446 

* = r • col ’ft 

pag. 85, No. 7, IV. mit Fig. 443 
T ^ r • sin n • co/j-f 

pag. 85, No. 8, IV. mit Fig. 447 
;r = r • cot ft • cot ß 

pag. 86, No 0, in. mit Fig. 448 
x^r * tgn • cot ß 

pag. 86, No. 10. II. mit Fig. 443 
ar Ä r • cotn • cofß 

pag. 87, No. II. I. mit Fig. 44i> 
j* = r • cot * n tecß 

pag. 87, No. 11. 11. mit Fig. 449 
X ^ r • cot n • cosecß 

pag. 87, No. 11. 111. mit Fig. 449 
2. Aus Fig. 437 bis 440, wo JiH = eota 
ist, hat man 

cot 0 = cot - 360"" = 90° = « 

cot 90° = cot - 270° = t^ 0= 0 

cot 180° = cot - 180^ = tp - 90° = - « 


rot 270° = cot — 90° = /y - 1 80° = 0 
cot 360° = rot - 0 = to - 270° = — ao 

Ist « ein Bogen für den Halbmes.ser 
= 1 oder ein \Vinke! zwischen 0° und 90°, 
.so ist 

cot (90° - ft) = cot - (270° + ft) 4- « 

#•0/(90° + «) = cot -(270°- ft) = -/9« 
rot (180° - ft) = cot - (180° 4 «) = - rot« 
cot (1 80° + ft) = cot - (180° - ft) =i 4 cot « 
cot (270° — ft) SS cot - (90° + ft) SS 4- tg « 
cot (270° + ft) ~ cot — (90° - ft) SS - /A ft 
rot (.360° — ft) = rot (— n) = — cot « 

3. Ans 437 bis 440 lassen sich folgende 
Formeln unmittelbar ableiten. Es ist 
nämlich 

oder 1 + cot* ft sr coxec*i< (l) 

Ferner ist RH : DF= BC : CF 
oder BllxCE = AC:l)E I 

nnd CR\ AC= DE : Mi 2 

so ist ~ BU : AC^AC'Ad 

für 1 kommt cot« : cos« = i :iifift 
w 2 „ C05 I» : 1 — sin « : tg fr 

* ^ «t cot ft : 1 s= 1 : /^ 4# 

tih« \. rot« = (2) 

•L cot « • tgu — I 

Will man nun cot« durch die übrigen 
trigonometrischen Functionen ausdrücken, 
so hat man 

aus 2. cotft = . fA\ 


l'l - cos^« 
1 


cola = -^=^~ (7) 

y sec *ff — 1 

cot ft = \^eosec* — 1 (g) 

1 — sinr n 

cot « = rr=- — c (9) 

I '.«incft (2 — *inr V 
1 'cosv ft (2 - «•oir *ft) / , 

rot ft =s ~ 

I - co^r « 

Ferner hat man 

jiNft= -- (11) 

J I 4‘ cot 
cot ft 

ro#«s=- - (12) 

P 1 + cot 

<S« = “ (13) 

cot ft 
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l'l + cot ’n 

Kc n = — — ; 

cot a 

coseea = ]'l + col*n 
cola 

$inv n = l — - 


yT + cot ’n 

1 


ce»i> n = 1 — "■£ = 

y/l + cot*a 


4. Ans den p»g. 89 bis 96 entwickelten 

(14) Fonnein: 

l)coi (o ± |}) = c®f n -coi,! T »iito • tiitß 

(15) 2) »in (n ± /J) = «nn • «»/* ± ro» n • oinß 
erbält man durch Division 

(16) . ro«n • c«»^:f «in n • s»«;J 

3) cot (o ± ^) = ß±eoia • nnß 

Je nachdem man nun mit einem der 
4 Glieder des rechts stehenden Brnehs in 
die anderen dividirt, hat man 


cot tt • cot ß l \:ftga-t gß_ cotruftg ß _ cotß^tg a . 

4) l“ * l*! - CO« o “ tga^tgß “ l±co«n.co(,t co«^±l 

Diese beide Formeln sind bereits pag. 112, No. 55 und pag. 113 No. 56 syn- 
thetisch erwiesen worden. 

cot n cot ß cot a ■ linß ^ coiß • itna 
Aus c«f«*<^‘ß = iirß-^lürß- tinu-iinß 

co««±co«/» = *‘"^*"^ (19) 


ist 


Diese beide Formeln sind bereits pag. 

114, No. 59 und pag 115, No. 60 syn- 
thetisch erwiesen worden. 

5. Aus den 4 Formeln No. 4 erhält 
man: 

1) $in (« + jS) + rii* = 2»m (fcoiß 

2) sin (« + ^) - *»n (n- ß) = 2cos rr • sinß 

3) cot (n + ^) + cos (« - ^) = 2co*rt . cotß 

4) cos (o - - cos (a-i- ß) = 2sina -sinß so erhalt man 

Setzt man hierein « + ^ = ^ = d 

so entsteht 

• . y + J y — d 

5) *in y + «n d = 2 «»n — • co« — 

w V + d . y — d 

6) »in y - »in d = 2 cos -- — • »in -j— 

y + d y — d 

7) cot y + eo» d = 2 cos • cos — — 

. y + d y — d 

8) CO» d - CO» y = 2 »tn ^ — • »»n " ^ ~ 


Diridirt man die 6te Gl. durch die 8te 

m 


y + d »in y — »in d 

cot ^— 1 — = r' — 

2 cot o — cos y 


DiTidirt man die 5te Gl. durch die 8te 
= (23) 

2 cos 6 -cot y ^ ' 

6. Schreibt man in Formel 18, « für jJ, 


rof2rt = ' 


cof *« — iin*ff 


2»in ft • cot a 
Dividirt man Zähler und Nenner mit 
»in o* CO» ft, so erbält man 

cot 2« = 4(col a — r) (24) 
Dividirt man Zähler und Nenner mit 


col 2ft = 


1 — ig*ft 
2tga 


(25) 


7. Dividirt man die ersten beiden Glei- 
Dividirt man die 7te Gleichung durch chungen in 4 durch »inrt*»in;3, so or- 
die 5te, so erhält man hält man 


cot 


y-^d cos y + cos d 


2 »in y »in d 

Dividirt man die 7to Gl. durch die 6te 
^ y — d _ cos y + co» J 
2 sin y — »in d 


cot rt • cotß = l + — 


( 20 ) 

6te 

( 21 ) 

CO» (a-bd) 


cos (ft + d) _ cos n • cot ß 


- 1 


»ina*»ind »ina*sind 

cos (« — ß) _ c os II • c os d J 

fin n* »in ß «in a • »in ß 
hieraus hat man 


tina-finß sina-ttnß 


(26) 


8. Aus Art Cosiuus, Formel 19 und 
No. 6 hat man 

co»2a = 1 — 2»tn*a 
o<ler 2»in^a = 1 — cos 2a 
u iid 2»in ft cos a = »in 2a 

Die untere Gleichung durch die zweite 
dividirt gibt 


cos a »in 2a 

- =: co< ft = : —• 

»in a 1 — cot 2a 

Aus dem Art. Cosinus, Formel 

hält man 


(27) 
37 er- 


rol + 


ro»2a 
1 - cos2n. 




1 +C0« 2a 
1 — cos 2a 


(28) 
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9. Die beiden Fonnein 19 mit einander 10. Setit man in die Glaichnn|ren 3 nt 
mnitiplicirt geben 4, No. 4 für n den Werth 4^, >o i 


cot’« — cot V = 


»in (a + ß) »in (ß — a) 


(29) 


tja = eoln= l, cos 45° = »in 45° 
nnd man hat 


nnd 

ist 


»in’o ■ »inV 

co< (45° ±ß) = l3 (45° Tß) = 

V f! cotß^sinß l^lgß 


(30) 


Mnitiplicirt man in . _ n n* n* «’ n* 

mß - linj j «»•<-, (3) + 55 (T) ■*■(¥) “ 

coj,j + iin;? mtß — sinß Beide Reihen durch einander diridirt 

Zähler und Nenner mit dem Nenner so werden gleich gesetzt der allgemeinen 
erhält man Form der Reihe 

mi «<« = -4 + R« + C«» + Dn* + £o‘+ 

coi(45 (Ji; Nun ist CO« (-«)=- coin 


I ± sin2n 

Diridirt man beide Gleichungen 31 durch *>"'* 8™^* aber mit « 

• _ 1 i«iA «AtTtfln V nr7#>i/*nAn • P« rtiirtpn Ol 

einander so erhalt man 


setzten Vorzeichen ; es dürfen also die Gne< 


. der mit geraden Exponenten von n nnd das 

' = 001^45° f32i nnbenannte Glied A nicht vorhanden sein, 
co«(45°-,!)) ^ l + iinia'- ' — •' -n»- >• J lu. -i-.. 


CO« (45° 4 ß ) 
cot (45° - ß) 
cot (45° — ««) 


weil diese auch für (— o) dasselbe Vor- 
i + »in2a Zeichen behalten. 

co«(45° + «'^"'^‘‘'’ 0- = * . 

11. Entwickelung der C. in ein. nach -othonAea se.n, m 

Potenzen des Bogens fortlanfende Reihe, welchem o Divisor ist, wie — 

Die Reihe Bd. I. pag. 113, No. 13 eignet /> " 

sich zur UmkehrungausdemsolbenGrunde welches für o = — n, wird, 

nicht, wie die für den Cosinus (s. d. No. 16) , , . j v." . .. . 

also der zuerst gedachten Anforderung 
coi n entspricht. 

Die allgemeine Form der Reihe ist also 
— + Ärt+ Ca3+D«‘+£«' + 


Es ist aber cot n = 

UH n 

Nach paff. 146 and 144 bat man 

a* n* «•. A» 

”""=‘-(2) + (4)-(T) + (i-)- 


cota 

Und man bat die Gleichung: 


^*a = — + Ä« + Co* + D«» + £a" + Fa’ + . . . 

T~(3)'^(5)~(7)'^(9) 

Nnn ist, der Nenner links mit der Reihe rechts mnitiplicirt; 

o X = .4 + Rn» + Co* + Da’ + Ea’ + Fa” 


X = - 


(3) 

o» 

+ (T)" = 

n» 

(7)’*" 

+ = 
^(9) 

rt _ 

“(TT) " 


A , B ^ C . D , E 

(3)" (3)" (3)“ (3)“ (3)" 

(6)"* (5‘j“‘ + (bf + (5)“" 

ft ^ a ^10 

— — c® — —0* — ~-a*® 

(7) (7) (7)" 

+ — n« + -~n'» 

^(9) ^(9)" 

-A«<o 

( 11 ) 


Den Zähler links auf die rechte Seite gebracht nnd addirt gibt: 

o=( 4 -i)„o+(R-^j+^yo»p(c-|-+|j-^y„*+ 


[d- 

[f- 


(3)^(5) (7)^(6) 

£ £ _ C ß 

(3) + (5) (7) + (9) 


1 t 


A . _ 

(iD^(iO)J' 


'4.. 
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Die eiozelnen CoeOicieoten = 0 (gesetzt 
ond entwickelt 


A = l 
ß = - 

C = - 


3 

Ü_ 

3(5)' 


I 

45'' 


F=- 


_1‘_ - 
3(7)" 
3-2' 
5(9) ~ 

5j 2* 

3(Ü)' 


2 

945 

1 


4725 

2 

■ 93555 


Somit ist 


11 1 . 2 i 1 7 * 3 

cot a=- s-K — TVO ~ ;T7i" ~ — nltüt" 

tt 3 45 945 4725 93555 


Vergleiche Coeecante No. 12, Cosinus 
No. 16, Cosinus versus No. 4. 

Cotesischer Lehrsatz (Cotes, ein eng- 
lischer Mathematiker zur Zeit Newtons). 
Wenn man auf dem Durchmesser AH 
eines Kreises aufserhalb des Mittelpunkts 
C einen Punkt /’ annimmt, jeden Halb- 
kreisumfang in n, also den ganzen " 


0 bis 90® und von 270® bis 360®, das 
untere von 90° bis 270® gilt, indem hier 
die cot negativ sind und woher das po- 
sitive Zeichen fortgelassen werden kann. 
Nun ist Bogen 

AB= BD = DE n. s. w. = A n 

n 

folglich roj BCP = coi — n 



2 

cos OCP— cos 71 

H 

5 

ros ECP= rot — rt n. s. w. 
n 

Uezeicluiet man nun <He TheilUnien toq 
Pi aus nach oinander mit »; »j 

u. 9. w. SO hat man 

— 2«r • cot D 4 = (r — «)* 

* , - s= r* — 2 «r cos ■ :t + 

' » 

2 

= r* — 2 fir cos — -f «* 

» 

» ,* = — 2 ar ros — rt -j- 

* n 

U. B. W. 


umfang in 2n gleiche Theile theilty und 
von P aus nach den Theilpunkten ge- 
rade Linien zieht, so ist, wenn der Halb- 
messer CH = rt der Abstand CP=a ge- 
setzt wird, 

1. r« - a» = PA y.PD'K PFx PH x..., PJH 

2. r« + a« = PltxPEy. PGx. W X.... PH 
In 1 ist der erste Factor der Abstand 

in 2 ist er die nächst folgende 
Theillinie, der letzte Factor io beiden ist 
die letzte Theillinie, so dafs n Factoren 
entstehen. Der Punkt P kann auch aufser- 
halb des Kreises in der Verlängerung von 
HA liegen, wo dann aber — r« statt 
r«— «'» gesetzt wird. 

Zieht man nämlich von irgend einem 
der Theilpunkto, z. B. von />, den Halb- 
messer HC, so hat inan 
PD^ = Cf^ -f- CD* T 2CPx CH cos HCP 
oder 

PH^ = «* 4- T 2«r COI HCP 
wo das obere Vorzeichen för ^OCP von 


Die Hogen haben also alle die Form 
2m , 2a» -i- 1 

n n 

Die Quadrate mit den Bogen der ersten 
Form geboren zu dem ersten Satz für 
f/t_ die der 2teo Form zo dem zwei- 
ten Satz für r* + «'* 

Die Quadrate der Factoren von r»-a» 
im ersten Quadrant sind also: 

»* = (r — «)* 

2 

s,* = r* — 2«r cot — n -}- «* 

fl 


4 

s .* = r* — 2 «r c«< ?» -b «* 

w 

die leteten Glieder .«ind, wenn n gerade ist : 
. . II — 4 . 

= r* — 2 «r roi - - » 4 «* 

fl 

a 2 

**«_3 = r* — 2 «r cos — * ;r 4 n* 
n 

»•* = r* — 2 ar cos a 4 <** 

s; f* 4 2 ar 4- «* = (r 4 «)* = HP 
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dimelben wenn n ungerade ist die letiteo Oliedtr sind, wenn » |;erade ist 

n — 3 f* *— 3 

2 ar cos — n -f «* — 2 ar cos .7 -j n’ 

n n 

SS 1 ^ 1 

>«_i = r* — 2 ar roj n 4-«*= GF^ »’ü_i s r* — 2«r ros — n 4 


n 

Die Quadrate der Factorou von r« -f a» 
sind 

* ,» = r* — 2 «r cot — n -f a* 
n 

= r* — 2 ar cos — n a"* 

— 2 ar cos - n + «' 

» 

coja ± sin n — 1 


n s. 

und wenn n ungerade ist 

n 2 

i*rt- 2 = r* — 2 ar coj a 4 

» 

= r* + 2 «r + «* = (»* 4- «)' 

2. Zu dem Beweise des C. Isehrsaties 
gelangt mau nun auf folgende Welse; 

Die Trigonometrie erweUt die Richtig- 
keit der Formel 

|'[coJrt«;t — ij I. 


Setzt man cos an = 1 » so ist mt ent- 
weder = 0 oder = 2a (^er einem Viel- 
fachen von 2a, überhaupt = 2 m/r, wo 
m = 0 und = jeder beliebigeo positiven 
ganzen Zahl sein kann, und für jedes m 
ist smwa = 0. Es ist demnach für die- 
sen Fall 

M 

COS (t ± si» a — 1 = 1^1 

, 2m 

nnd «= -n 

H 

fnr m r-- 0 enUteht cojiO ±iinO^' — 1 = -J- 1 
für (wenn n gerade ist) entsteht 

cos ir ± sin a F 1 = “ t 
Ist » gerade, so sind 2 Wurzeln von 


1" möglich, nämlich + i und — l ; ist n 
ongerade so ist -{- 1 die einzige mögliche 
Wurzel von 1«. Die übrigen « - 2 oder 
« — 1 Wurzeln von I" sind nnmöglich 
und sie werden durch den Ausdruck 
COS ft ± sin ff V — 1 sämmtlich geliefert, 
wenn man für m die natürlich aufeinan- 
der folgenden Zahlen 1 bis n — 1 setzt, 
wn dann für den Fall, dafs n gerade 
ist, auch die zweite mugliche Wurzel 
(für w s= 4”) »nit inbegriffen Ist. 

Dafs nicht mehr als diese n — 1 Wur- 
zeln entstehen ersieht ninn ans den Wur- 
zeln wenn man für m die Werthe m + k 
und IM — k setzt r denn es ist 


2(m -1- k) 2m f 2k 


2(m - k) / 2k\ 

cos - - ' /I 3 coi 1 1 - 1 a 

n \ H / 

Es ist aber cos -f a = coz a 

„ . ... 2(m-fA) . 2(m-lA) — . 

Es ist mithin cos n ^ zin /i i' - I 

n H ' 

2(m — k) 2(m — k) 

= cos rt sin a I - 1 


Wenn also m >n genommen wird, so 
entstehen Werthe der Wurzel, die .schon 
bei m um eben so viel kleiner als n vor- 
gekommen sind; es ist daher der höchste 
Werth von m = n. und es entstehen dann 
fnr m = 0 bis ms» zwar #» + 1 Wurzeln, 
aber die erste für msO, also für a = 0 
und die letzte für m=:n, also für tt=:2n 
sind einander gleich, so dafs überhaupt 


von m = 0 bis M = » 1 oder von m 1 

bis m = rt nur n Wurzeln entstehen, in 
welchen die eine oder die beiden einzigen 
möglichen Wurzeln mit inbegriffen .sind. 

3. Setzt man unter der Voraus.solzuug 
dafs n gerade ist, in die beiden letzten 

Formeln II. für die Wurzel für wi so 

hat man die beiden gleichen Wurzeln 
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*(!+>) 



COS 

n 

71 sfc ttn —11 

f» 

- a p - 1 

m. 

nud 



— nt/ — l 

IV, 

n 

n 



von vcicben die beiden Wuneln mit den einander gleiche Prodncte; demnach hat 
oberen und die mit den beiden unteren man nur eins dieser Prodncte als eine 
Vorzeichen einander gleich sind. Multi- Doppelwurzel zn nehmen. Wählt man 
plicirt man also die beiden Wurzeln für die untere, so hat man vereinfacht die 
+ * in No. III, ebenso die beiden Wur- 2 Wurzeln in einer Doppelwnrzel : 
zeln für-* in No. IV, so entstehen 2 

I ros ^t - 2-^j JJ d-iin ^1 - 2^) n p - ij j^co» ^1 “2—^ n — liit - 2-^ j n - 1 j 
= coi’ — 2“) n -b »in’ — 2 n 

Setzt man in Formel IV. statt k nach 


V. 


einander die Werthe - 1, - 2, 

. • -5 so erhält man 

roiO ±sinO — 1 = d- 1 q|:0 

_ /— — 

co$ 2— 7 $%n2 “ V ” 1 

co<4 — ^nM4 — l' — 1 
«I n * 


ros2 • 

( n A 

77 


n — 

iT-®] 

— T»hi2- 

(t-=) 

l-F- 

ros 2 - 

(f-) 

' n ' 

— t»»« 2 • 
n 

^ • n 1 

(f->) 

» 

77 , 

cos 2 > 

I 2 


2 



71 . 7T /— ■ 

cosH* — ^stnn • — V — 1 = — 1:^:0 

n n 

Die erste und die letzte Wurzel siud 
einfach, die übrigen — l) Wurzeln 

sind mit 4- und — sämmtlicb doppelt und 
es entstehen überhaupt n Wurzeln, von 
denen nur die erste und die letzte mög- 
liche Wurzeln sind. 

4. Setzt man rotntf = a» statt 1", so 
hat man jeder einzelnen der Torstehen- 
den Wurzeln noch den Factor a zu geben 


Ist nun, um auf den Cotesischen Lehr- 
satz zurück zu kommen 
r« —a" =0 

also T« = 4 - 0 « 

80 sind die Wurzeln für o" auch die für 
r". Bezeichnet man diese mit lo; •»,; 

•r,; u>H so ist die Differenz zwischen 

r und jeder derselben, wie (r — wm) ein 
Factor Ton r» ~ «" und folglich (s. al- 
gebraische Gleichung 11, 15, 17 n.s. w.)ist 

r»-art =(r-ic)(r-ic,)(r-ip,) (r-ic*) 

Man hat also die einzelnen Factoren 
Ton r« — a« 

cos 0 ± ii« 0 — l] 

■ 2 2 " 

cot — 71 ± sin — ?r V^ — 1 
n n 

4 4 

coi — n ± fi» — 77 l/ — 1 


n — 2 « — 2 , — , 

cot 71 ± t%n - 


cot — n ± si« 


n ij 

f— ] 


Hnitiplicirt inan nun je 2 zusammen- 
gehörige nämlich je 2 durch -fc Tereini^ 
Wurzeln zu einem Doppelfactor wie IV 
zu der Doppelwurzel V so erhält man 


r - <i (eo» 0 + »in 0 ]/~ l)] [r — n (co* 0 - »i« 0 l)] 

r — o |co» “ n »iit ^ n — — o ^co» — sin n p — 1 


u. 8. w. woraus 
1) i’-2or-ba’ = (r-B)’ 
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2) r>- or (2c«» — n + »i» — , - I - «« — n a»(co»> -- t; + »i»’ i- 

" n f \ n n / 

2 

= r* — 2 or eot — ir + o’ 

3) r>— 2 or CM — ;i + a* 

n 

-r-— l) r* — 2arcoj ^ — -n + a' 

2 / n 

r’ — 2orco» ff + a’ = r’ -f 2or + o'-* =(r + a)* 


5. Dies« Factoren stimmen nun genau 6. Wenn der Halbkreis in eine ungrade 
mit den für s>, »,*... bis s,,’ überein, Anrahl Theile getheilt ist {» ungerade) 

so fällt für den ersten Salr. keine Theil- 
linie wie PH in deu Durchmesser, son- 
dern zu beiden fieiten derselben, in Pü 
und PJ. Man sieht, dals beide einander 
gleich sind und dafs man wieder nur die 
Quadrate der Theillinien des ersten Halb- 
kreises erhält. Für diesen Fall kann man 


nnd es ist nur noch zu bemerken, dafs 
der erste Factor = PA^, der letzte = PIH 
ist, dafs also die ^adrirten Linien nur 
dem ersten halben Kreis angehören. Da- 
gegen liegt jeder Theillinie des ersten 
Hmbkreises eine ihr gleiche in dem zwei- 
ten Halbkreis gegenüber, wie der PD die 
PM j es ist also s,* = PD* = PI) x PH. 
Da non, wie am Schlnfs No. 3 bemerkt 
worden, der erste nnd der letzte Factor, 
hier PA und PH nnr einfach genommen 
werden darf, wenn nicht n -f- 2 statt n Wur- 
zeln entstehen sollen, was nnmöglich ist, 
so ist der 1. Satz, nämlich 

r" -a’‘ = PAx.PDx.PFy.... PM 
erwiesen. 


in Gl. II nicht — für 
2 

H± 1 


m setzen, sondern 


"±1 

2 

Ausdruck des Bogen 


Für m = ' ^ hat man den allgemeinen 


statt Formel IV. 


.. n — 1 

Ihr « = -2 - 


= C 4 ^->) 

K ^-‘) 




Setzt man für den ersten, die Werthe 
Ton k nacheinander 

o-M n-1 n- 3 6 4 2 „_j 

I® sondern n ist; nnd dieselben Dop 


für m = Y, nnr dafs der letzte nicht o 


2 ’ 2 ’ 2 2 ’ 2 ’ 2 
so erhält man für o nach einander 

n. „ "-3 »-1 n + 1 



Setzt man für den 2ten Bogen die Werthe 


Ton * 


!•— 1 « — 3 

6 4 9 

“2“’ ^ 

so erhält man für n 

■ 2 ’ 2 ’ 2 * 

0, — 77, — n ... 

» » 

n— 3 H— 1 

. 7», 1 

fl n 

für k = — 1 entsteht 

4 fl+l 

erst o = — — 7t 


Man hat Ton beiden Werthen für m 
also nur einen derselben zu Grunde zu 
legen, weil man für beide dieselben Bo- 
gen n erhält, nnd zwar dieselben wie No. 3 


S elfactoren , nur dafs der letzte nicht wie 
IO. 5 = (r -b «)• = PW sondern 

= r’-2arow " — ff-f n* = PC’ = PGx PJ 

so dafs auch in diesem Falle 

T« - a“= PAf.PDy.PFy. .... PM 

7. Znm Beweise des 2ten Satzes: 

r’ -b a* = PH y PEy PG y py 

setze man in Gl. 1. coi n« = - i 
SO ist na entweder = u oder = einem 
nngeraden Vielfachen Ton n, überhaupt 
(2m-bl)7; , wo m = 0 und jede beliebige 
ganze positive Zahl sein kann. Für jedes 
m ist >i»nn=;0 demnach ist 

M 

CM (f * sin ft jf — 1 = p — I 
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j 2»t + 1 

und fc = n 


n 


für m = 0 entstellt cos -- n ±sin — « 1—1 

n n 


3 . 3 ,--r 

ros — 71 ± *m - - 7/ 1' — 1 
n n 


für m = 1 

5 5 

für m — 2 cos — 7/ ± »i« -- 77 — 1 


. 5 — 

in — 
n n 

u. s. w. 

Ist rt ungerade so sind die letzten Glieder 

« — 3 »I — 2 . « — 2 , — - 

fnrm=i— : cos «-tsin 7i]'-l 

2 n n 

für 771 = ^--; cos 77 "fc sifi 77 l'’— 1 

I>ie hierzu gehfirige Theillinie ist PHy 

cos 77 ± 5171 77 i'— l = — 1±0 = — 1. 

Diese Theillinie als Wurzel bleibt einfach, 
iveil sie keine ihr correspondirende hat, die 

fl “ 1 

vorhergehenden — ^ — Wurzeln werden 

quadrirt und es entstehen zusammen 

2 . 1 = n einfache Wurzeln, wie es 

die Potenz erfordert. 

Ist n gerade, so sind die letzten Glieder 

iur 777 = ~ 2 ; cos 77 * 5t7i 77 y- 1 


n 


für 77» = - — I ; cos 


n 

n- 1 


t» 


. 7 » — 1 / 

77 i 517» 77 p — 1 


Die ZU dem letzten (Hiede gehflrige 
Theillinie ist Pfi , ihr correspontlivt die 
Linie PJ, in II fällt keine Theillinie, 

säinmtliohc — - Theillinien von 77 » = 0 bis 
2 

771 = " = 1 werden quadrirt und es ent- 
stehen wieder n einfache Wurzeln. Die 
Doppelwurzeln hieraus sind also wie ans 
No. 4 ; 

1 . r- — 2 ftr cos — 7» a- 

n 

2 . r* — 2 nr cos — ti -f a* 

n 

5 

3 . r* — 2 ar cos — 77 -f rt* 

n 

Das letzte Glied entweder r-b« 


oder 


„ n 


ar ros 


n • 


71 




Mit der Uebereinstiniiuung dieser Glie- 
der und der Glieder für s » 3 ^ * 3 * u. s. w. 
ist der 2 te Satz bewiesen, nämlich 
,-v f a'J =PßX PP X PO' X /W 


Cabikcnbische Wnnel für 6te Wurzel 
aus einer Zahl ist eine nicht mehr ge- 
bräuchliche Bezeichung. Die Ausziehung 
derselben aus einer Zahl kann nach der 
Bd. 1 , pag. 243 No. 15 angegebenen Me- 
thode geschehen; bequemer ist es, erst 
die 3te Wurzel und aus dieser die zweite, 
oder erst die 2te und aus dieser die dritte 

Wurzel zu ziehen; es ist nämlich 
6 8 » 2 3 _ 

y‘a = \'\U = y\ a Anweisung dazu gibt 

Bd. 1, pag. 240, No. 2 bis 8 für die y/; 
pag. 242, No. 9 bis 12 für die Cubikwurzel. 

GobtkcQblscbe ZaU, Cnbocabas , eine 
nicht mehr gebräuchliche Bezeichnung für 
die 6te Potenz einer Zahl (<»*). 

Gabik- Einheit ist der Würfel als Ein- 
heit zu Vermessung und Berechnung kör- 
perlicher Räume. Für diesen Würfel wird 
zur Seite eine irgend wo gesetzlich fest- 
gesetzte Länge zur Einheit angenommen ; 
z, B. 1 Puls zur Seite gibt den Würfel: 
Cubikfufs genannt, 1 Meter zur Seite den 
Cubikmeter u. s. w., und jeden körperli- 
chen Raum drückt man *in_ die Anzahl 
dieser C aus, welche er enthält. So z. B. 
hat ein rechtwinkliges Parallelepipedum 
von der Länge /Enfs, der Breite h Fufs 
und der Höhe h Fufs den körperlichen 
Inhalt von Ixhxh Cubikfufs. (Vergleiche 
Cubisches Maafs und Cubus.) 

Gobik-lDhält, Koroerlicher Inhalt eines 
Körpers oder eines körperlichen Raumes 
ist die Anzahl der Gubik-Einheiten, welche 
er enthält. 

Gubikmaafs ist eine bestimmte Cubik- 
Kinheit, als Cubikfufs, Cubikruthe, Cu- 
bikzoll u. s. w. 

Gabiktafeln sind Tafeln, in welchen 
die Cubi der natürlich aufeinander fol- 
genden Zahlen angegeben sind; wie in 
Vega’s gröfseren logarithmischen und tri- 
gonometrischen Tafeln. 

Diese Tafeln sind mit Hülfe von Diffe- 
renzenreihen berechnet ; hat man die eisten 
5 Guben l3 = l, 2» = 8, 3»=27, 4» = 64, 
5* =125 ermittelt, schreibt diese Zahlen 
als arithmetische Reihe höherer O^nung 
neben einander und bildet die Differen- 
zenreihen so erhält man 

1 8 27 75 125 

7 19 37 61 

12 18 24 

und ersieht, dafs die zweite Differenzen- 
reihe eine Reihe der ersten Ordnung mit 
der constanten Differenz 6 ist. 


125 /V 216 343 512 729 1000 1331 1728 ... 

61 91 127 169 217 271 331 397 

24 ^ 30 36 42 48 54 60 66 
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Nnn mbnet man d4+6s:30, 30 + 61=91, 
91 + 125 = 316 nnd hat 216 ala 6^; ferner 
30 + 6 = 36,36 + 91 = 137, 127 + 216=843 
= ?•} weiter 36 + 6 = 43, 42+ 127 = 169, 
I6Ö + 343 = 512 = 8* n. 8. f. Eine Prü- 
fung und Versicherung der Kicbtigkeit 
ermbt sich nach je 10 Zahlen, nämlich 
bei den Wurzeln 10, 20, 30, 40, deren 
Cubeu 1000, 8000, 27000, 64000 .. .. sind. 

Cnbikworzel einer Zahl ist diejenige 
Zahl, welche 3raal mit sich seihst mnlti- 
plicirt jene Zahl hervorhringt. Die we- 
nigsten Zahlen sind Cuben, wie R. 1, 

8, 27, 64; alle dazwischen liegenden Zah- 
len sind keine Cubeu, so z. R. ezistirt 
keine Zahl, welche 3 mal mit sich selbst 
roultiplicirt die Zahlen 2, 3, 4, 5, 6, 7, 

9, 10 u. 8. w. bervorbringt. Dagegen 

kann man durch Decimalen der}' solcher 
Zahlen möglichst nahe kommen und da- 
her nennt man eine Zahl von der die }' 
angegeben werden soll, aber nur nnhe- 
rungsweise angegeben werden kann, einen 
nnvollstänaigen Cubns. 

Bd. I, pag. 242, No. 9 nnd 10 lehrt das 

Ansiiehen der V' aus ganzen Zahlen, J<ii. 1 1 
aus DecimallinH'heu auf elementarem 
Wege, No. 13 mit Hälfe von Logarithmen, 
So. 14 ans trigonometrischen Functionen, 
So. 15 bis 21 durch Keihen-Eiitwickelung 
a 

anch für andere Wurzeln als } . 
pag. 260 ab das Ausziehen aller Wurzeln 
ans Rurhstabengrnfsen und pag. 252 No. 6 

das Ausziehen der } aus unvollständigen 
Cuben von Buchslrtln'ngrörsen. 

Als Beispiel von näberungsweiser \uf- 

(induog der y aus einem unvoUständigen 

Cnbus von Zilferzahlen diene | 2. Es ist 
» 

12 nahe 1 ; 1^ = 1 

naher 1,2; 1,2» = 1,728 
näher 1,25; 1,25»= 1,953125 
näher 1,259; 1,259»= 1,995616979 
näher 1,2599; 1,2699* = 1,9998997 
näher 1,25992; 1,25992»= 1,999981 
näher 1,259021; 1,2.59921»= 1,999985 
Vergl. auch Art. Cnhns, No. 2, III. 

2. Hat man aus einer Zahl die } aus- 
ffeaogeo und sie ^eht auf, so ist jene 
/tahl ein vollständiger Cubus. Will man 
sich von der Richtigkeit der Hochnuiig 
äberzeugeu, so cubirt man die erhaltene 
} nnd sie raufs bei richtiger Kechnmig 
den zuerst gegebenen Cubii.« liefern. Die 
soMnaoute Neunerprobe, von der schon 
Bd. I, pag. 28, Art. Addition No. 4 die 
Red« geweeeo iat, führt schneller zum 
Zifh Man nepnt den UebeiKbuia der 


Summe der ZHTern einer Zahl über 0, 9 
oder über ein Vielfaches von 9 die Pro- 
bozahl und zu jeder Probezahl einer 
Wurzel gehört eine g;mz bestimmte Pro 
bezahl ihres Cubns. Z. B. der Cubus von 
5 i.st 125; die | =5 hat den Ceberschufs 
= 5 über 0, also die Prol>ezahl 5; der Cn- 
bus 125 hat die Sumnie der ZifTern 
= 1 + 3 d- 5 = 8 also die Probezahl 8 und 
es gehört zur Probezahl 5 der + die Pro- 
bezahl 8 des Cubns. El«?n so ist 6» = 216; 
die Probeiahl der Wuael ist = 6, die des 
Cubns = 0. 


Man erhält die Probczahlen, die natür- 
lich von 0 bis 8 nur existiren, wie folgt: 
Wurzel, Probezahl; Cubns, Prohezahl. 


1 

1 

I 1 

2 

o 

8 8 

.3 

3 

27 0 

4 

4 

64 1 

5 

5 

125 8 

0 

6 

216 0 

7 

7 

343 i 

8 

8 

512 8 

9 

0 

729 0 

Die Wurzeln haben also alle Probe- 

zahlen von 0 hU 8, 

dio (’nbi nur die Pro* 

bezahlen 0, 
Beispiele. 

1 und 

8. 

Wurzel, Probezahl; (*nbu.«, Prohezahl. 

36 

0 

4665(t 0 

145 

1 

304862.5 1 

317 

2 

318,5.5013 8 

723 

3 

377933067 0 

643 

4 

265M47T07 l 

194 

5 

73013.H4 8 

681 

6 

315821241 0 

358 

7 

4Ö.S827I2 1 

584 

K 

199176704 8 


Dafs auch luehrziffrige Zahlen dem (je 
setz der cinziffrigen Wurzeln folgen müs- 
sen beweist .«ich folgendormaarsen : 

Jede noch so gitifsc Zahl kann zerlegt 
werden in 9Vd h wo m eine einzitVrig« 
Zahl oder - 0 ist. Nun ist 
(9iV+«)»=9»..V’ + 3»9*- V-.« +3-9 iV.»'-* f n» 
Ist mithin der reberschnfs der Rninme 
der Ziffern einer mehrziffrigen Zahl über 
ein Vielfaches von 9 = einer einziffrigen 
Zahl «, also auch = dem reberschufs die 
ser Zahl n über 0, so ist auch der l'eher- 
schiifs der Summe der Ziffern des Cubns 
jener mehrziffrigen Zahl über ein Viel- 
faches von 9= dem reberschnfs der Zif- 
fern des Cubns der einziffrigen Zahl m 
über ein Vielfaches von 9. 

3. Dieselbe Probe kann man mit Nutzen 
anwenden, um die Hichtigkeit der Rech- 
1 

DUng bei der Autziebung der l' aus einem 
unvoHkomiueuen L'ubtie zu (irüfeu z. K. 
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1 79=4,290940... 

04 

löOOO" 

3.4‘‘*‘2= 9600) 

3*5-22= 480[ 

2®= Sj 

10088 

4912000 
3.423.9 = 4762800) 

3-42.9*= 102060) 

9*= '^9) 

48^^9 

464TTÖ00000 

3 • 4 290* - 8 = 44 1 69840000 ) 

3-4290.8-= 8236800) 

8*= 512) 

441780773iy 

2232922688000' 

3 - 42908* - 4 = 2209315756800 

3-42908-4*= 20595840 

4*= 64 

^209356352704 
23586335296 

u. s. w. 

Zum Versuch, ob die Wurzel 42 richtig 
ist hat man 

79000 - 4912 = 74088 als 42*. 

Die Probezahl 0 von 74088 stimmt mit 
der 6 von 42. 

Zum Versuch ob die Wurzel 429 rich- 
tig ist, hat man 

79000000-46411 = 78953589 als 429*. 

Die Probezahl 0 des Cubus stimmt mit 
der Probezahl 6 von 429. 

Zum Versuch, ob die Wurzel 42908 
richtig i.sC, hat man 

79000000000000 

- 22329226^ 

= 789977 6'707731 2 als 42908*. 

Die Probezahl 8 des Cubus stimmt mit 
der Probezahl 5 von 42908. 

Zum Versuch endlich, ob die Wurzel 
429084 richtig ist, hat man 
79000000000000000 

- 23586335296 
=”78999976413664704 als 429084* 

Die Probezahl 0 des Cubus stimmt mit 
der Probezahl 0 von 429084 u. s. w. 

Aber auch diese Prüfuugsweise kann 
man sich noch erleichtern: 

Der Cubus von 42 ist = 79000 — 4912; 
man hat also nicht diese Differenz zu bil- 
den, sondern nur die Differenz deren Zif- 
fernsummen = 7 + 9 — (4 -f 9 + 1+2) 
= 16-16=0 und die Probezahl 6 von 
42 stimmt mit der Probezahl 0 des Cubus. 

Ebenso stimmt die Probezahl 6 der 
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Wurzel 429 mit der von 79 — 46411, näm- 
lich mit 16-16=0 des Cubus. 

Desgleichen die Probezahl 5 der Wur- 
zel 42908 Init der von 79 — 2232922688 
nämlich mit 16 — 44 = — 28 = — 4*9 + 8 
oder mit 8 des Cubus. 

Endlich die Probezahl 0 der Wurzel 
429084 mit der von 79 — 23686336296, 
nämlich mit 16 — 52= — 36 also mit +0 
des Cubus. 

4. Die Cubikwurzel aus a* ist = a ; es 
hat aber die Gleichunu x* — a* = 0 als 
cubische Gleichung 3 Wurzeln (s. Bd. I, 
^ag. 50, No. 13), und es muls folglich 

l'fl* aufser a noch 2 Werthe haben , so 
dals wenn diese 5 und c sind*. 

(x - fl) (x — 6) (x — c) = X* — fl* 

Man erhält also diese beidenWerthe wenn 
man x* — «* durch x — a dividirt nämlich 

= X* + flx + o* = 0 

x—a 

woraus die Wurzeln nach Bd. I, pag. 49, 
No. 9: _ 

a: = — (l ± — 3) 

Die 3 Kubikwurzeln von a* sind dem- 
nach _ 

« ; - (l + V - 3) ; - 4« (l - )/- 3) (I) 
Ist fl* irrational z. B. von der rorm 
b i'Cf so hat man natürlich die 3 Cu- 
bikwurzeln von a* 

3 3 

I -|p6±j/c(l+V'-3); 

- (1 - 

Ist fl* u nmöglich, etwa von derPorm b*\^-l 
so ist die eine Wurzel offenbar — 6 ]/— 1 
denn (— ~0*ist=— 6*nnd(— 6*)x(— ftp— 1) 

=+6»v^ 

u nd dividirt man x*— 6* durch — 1 

so erhält man 

X* + x6 |/ — 1 — 6* = 0 
woraus x = ^6(l/-l± V'3) (3) 

die 3 Wurzeln aus 6*y— 1 sind daher 

-5y-lUi(l/^+V'3); '^W-l-VZ) 
Hat das unmögliche a* dieFormi^cp'— 1 

3 

so ist die erste Wurzel = V^6±cl/-l 
und die andern beiden sind 

3 

- ir Vh * C ]/^ - (l ± 

Die 3 Cubikwurzeln von 5 ± c]/ — 1 sind 
daher 

3 S 

+r'-3); 

3 

-iV'5±c]/':::i(i-i/~3) (4) 

5. Die Cnbikwurzel aus imaginären 

a 

Gröfsen von der Form ]/— a erregen bis- 
weilen Bedenken und veranlassen Du- 
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riebtlgktitan , daher hier folgende kune and da il'a als Factor nichts bedenkli- 
Erläimrangen _ f),eg hg* jo soll „ur von der Gröfse l'— 1 

Jede imaginäre Grobe von der Form jig ^le6e sein. 

4 I'- a lifst sich nmändem in 4 1 a x |'~i 


Es ist 

t'-lxv'-l = V(-l)> = -l 


daher 

(.V- l)’ = (v - l)‘ X 1 = - 1 p'- 1 = - F- 1 

(1) 

folglich auch 

i/( _ ,/zi) = ,/ri 

(2) 

ferner ist 

(-y- Ox(-i/-i) = (-v'- i)>= + (p- 1>=- 1 


daher 

(- y- 0»= (- p:=l)» X (- j/- 1 ) = - 1 X (- 1 - i) = -M'- t 

(3) 

folglich auch 


(4) 


t 

6. Band I, pag. 263, No. 8 ist die F 
ans einem Binom von der Form A * yB 
bestimmt worden. Dies veranlaTst auch 

I 

y'A ± yB bestimmen an wollen, 
s . 

Es sei y A^y B = x^yy» 
so ist s jedenfalls ein Factor von B und 
man kann setzen 

y(,A±yB) = x±yyB CD 

woraus A±yB = {x yfll)* (2) 
und - B = (i> - ByY (3) 

Eine Bedingung ist demnach, dafs A‘‘-B 
ein vollständiger Cubns sei ; sollte es nicht 
sein, so läfst sich eine Z<ahl n finden, so 
dafe *nm vollständigen Cnbus 

wird. Es sei dieser Cnbus = m’ so ist 
Bl = X* - By‘‘ (4) 

Nnn ist aus 61. 2: 

A + yB — X* yZx^yyB+^x y^B + yi ByB 
hiervon das Rationale dem Rationalen, 
das Irrationale dem Irrationalen gleich 
gesetzt : 

>4 = + 3Bxy* 

l = 3x^y + y^B 
oder aus Ol. 4 ; 



also y4 = X* + 3x (x* — Bl) 



eine Gleichnng, die mittelst der Carda- 
nischen Formel, Bd. 1, pag. 62, No. 21 
anfeolössn ist. 

Diese Entwickelung befindet sich in 
KIngels math. Wörterbuch Bd. I, pag. 677, 

wo nur y'A ± yB nicht = x*yi'ß 
sondern = (» + V' j) ya gesetzt ist , wel- 
ches zu demselben Endresultat führt, näm- 
lich zu der cubischen Gleichung 
A = 4p’« — Ssip« 

oder geordnet p’ — sip — = 0 

4 4 n 

Geht man auf diese allgemeiue cubische 


Gleichung näher ein, entwickelt nämlich 
X nach der Cardanischen Formel, so er- 
hält man nach Reduction : 

x=; [|/ A+ V .4- ('.4« - m»] 

Setzt man hierein für m seinen ur- 
sprünglichen Werth A*- B so hat man 

x= f -f l'B ^ y A — 1 ißj 
d. h. das Resultat, welches man ans der 
ersten Annahme, Gleichung 1 findet, 
nämlich 

1 

yA + yB = x + yyB 

M 

_j/A — yß zzx — y\/fi 
folglich addirt und mit 2 dividirt: 

i[iMTF«-hM-iB] = x 

Die Entwickeln ng hat nur einen Cirkel 
gemacht, und die von Klügel tiiiilerher 
gegebenen Beispiele 

V5 = 4(l±p6) 

^ ,9 

V'5^3^'3 = (l±^3)] i 
sind mit Hülfe der obigen cubischen Gl. 
nicht berechnet. 

Cnbikzahl ist die dritte Potenz einer 
Zahl. Vergl. Cnbiktafeln. 

Cnbisch ist zunächst das was sich auf 
den Würfel, den Cubus bezieht ; biernächst, 
weil der Würfel di© Körper- oder Cuhik- 
einheit ist, was sich auf die Körperlich- 
keit eines Gegenstandes bezieht, also kör- 
perlich. So ist in dem Art. Ausdeh- 
nung der Körper durch die Wärme (Bd. I, 
pag. 187) die Ausdehnung als Längen-A 
oder linoare A, als Flächen-A oder qua- 
dratische A und al.s Körper-A oder cubi.sche 
A betrachtet worden. 

Da der cubische Raum in 3 Ausdeh- 
nungen oder llauptnchtuiigen hegrifFon 
wird, von denen jede eine f.ängenaus- 
dehnung ist, die zu Bestimmung der cu- 
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l»iKchen (Jrofre mit einander mnltiplirirt 
werden, so nennt man auch in der Arith- 
metik jede tiröfso, welche 3 KlemenU* zu 
Factoron hat» mhUch, namentlich die 
(iröfse von '1 gleichen Kacloren den C’u- 
biis des Klements. weil die (irölse des 
Würfels o»ler des Cuhns das Product seiner 
3 gleichen llnnpiausdehnmigen ist, und 
eine tileichung, in weicher eine Unbe- 
kannte in dritter Potenz vorkommt oder 
in wcdcher inehroro Unbekannte zu 3 Fac- 
toren mit eiiiamlor verbunden sind, eine 
c n h i s c h e ti 1 e i c h u n g. 

Cnrven, die durch cnhische Gleichungen 
gegeben werden, nennt man allgemein 
nicht cnhische ('urveii sondern Linien 
dritter Ordnung; dagegen nennt man 
spedell die Parabel, deren Gleichung 
oder iß -• ax* ist, cnhische Pa- 
rabel, eben so die llyperiud von der 
(Tleichnng xy'*^a^ c ubischo H yperbel. 

Cobische Aasdehnnng ist die A eines 
Körpers oder eines körperlichen Raumes 
nach unendlich vielen Längenrichttingeii, 
die sich Jedoch in 3 verschiedene llaiipt- 
richtungen zusammen fassen lassen (s. 
Ausdehnung Hd. l, pag. 13C). 

Cnbiscbe Gleicbnng s n. cuhisch und 
algebraische tileichung. 

Cnbiscbe Gröfse ist die Gröfse der cu- 
bischeii Ausdehnung eines Körpers oder 
eines körperlichen Haunies, s. cnhische 
Ansdehnuug. 

Cnbiscbe Hyperbel s. n. cuMsch. 

Cubisches Maafs s. v. w. Cnbikmaafs, 
d. i. eine der verschiedenen Uiibik-Kiii- 
heiten, wie für die l^ängen der Maafsstab. 
Wenn man von einem Gegenstände die 
Gröfse wissen will, mufs man ihn messen, 
und der Maafsstab kann mit dem zn mes- 
senden Gegenstände mir einerlei Natur 
sein: Lingen werden durch I^ängen, 
Flächen durch Flächen, Körper durch 
Körper gemessen Aber nicht alles kann 
gemessen werden; dann tritt die Berech- 
nung hinzu, wie hei unzugänglichen Li- 
nien, die durch Vermessung von zugäng- 
lichen Linien mit Hülfe von Triangula- 
tion und Zeichnung oder Berechnung er- 
mittelt werden. Flächenmaafso wenlen 
nur hei geringfügigen Gegenständen an- 
gelegt, sonst werden nur Längen gemes- 
sen und hieraus die Flächen berechnet. 
Cnhische Maafse sind mir im Gebrauch 
für Bedarf an Waareii; für sonstige kör- 
perliche Bäume railst man bestimmte 
Längen und berechnet aus diesen deren 
cubischen liihall. 

Bekanntlich sind Linien mal Linien 


Flächen nnd Fläelien ntl Ltiiien und 
Körper; dies hat folgenden Grund t Denkt 
man sich einen Punkt, der einen endli- 
chen geraden Weg zurücklegt, so hat der- 
selbe eine gerade Liuie beschrieben. Macht 
nun diese Linie eine solche Bewegung, 
dafs jeder ihrer Punkte einen gleich gro- 
l'sen Weg znrücklegt, und dafs jeder die- 
ser Wege eine gerade Linie ist, so be- 
schreibt die Linie eine Kbene. 

llält die Linie ihre Bewegung irgend wo 
an, so hat sie oflenbar so viele gleich gröfse 
grade Linien zuriickgelegt, als Punkte 
in ihr vorhanden sind Weifs man die 
Anzahl dieser Punkte, so hat mau diese 
Zahl nur mit der gleich grofsen Länge 
der Bewegung jedes einzelnen Punkts zu 
multipüciren urn die summarische Länge 
der ganzen Bewegung zu erhalten. Da 
aber die Punkte der Linie nnemllicb nahe 
an einander liegen, so drückt die Länge 
der ursprüngiienea Linie selbst die An- 
zahl ihrer fhinkte ans nnd folglich i.st 
die snmmari.scho Bewegung gleich dem 
Product, wenn man di« hewegl« Idnie 
mit der!. äuge der Bewegung multiplicirt. 

Man bat also in dem neu gefunde- 
nen Kaum ein Zusammengesetztes, näm- 
lich Linie mal Linie oder Länge mal 
Breite, eine Ebene. 

Bewegt sich nun die Ebene wiederum 
so dafs jeder deren Punkte einen gleich 
grofsen gradlinigen Weg zurücklegt, .so 
ist die Summe der Punkte, aus welchen 
die hibeuo besteht mit deren Bewegungs- 
lätige multiplicirt der summarische Weg 
alter Punkte, diese aber unendlich nahe 
au einander sind in Summe gleich der 
Ebene selbst zu setzen und man uat Ebene 
mal Linie gleich dem körperlichen Raum 
den die lEbenc mit ihrer Bewegung ge- 
bildet hat. 

CnMscbe Parabel s. u. cubisch. 

CeibllS. 1. Der bekannte Körper, Wür- 
fel genannt, der einzige regelmäfisige 
Körper, dessen Seitenflä^en aus reg^- 
mäfsigen Vierecken, aus Quadraten be- 
stehen. Er hat 6 Seitenflächen, Di Kan- 
ten und 8 Ecken. 

Enthält die Kante a Längeneinheiten, 
so hat nach dem Art. c ubisc hes M aafs 
die Beitentläcbe = Flächeneinhei- 
ten, der Cubus a* • a = «* Körpereinheiten. 
Hat also die Kante eine Längendinheit, 
.so hat der Cubus eine Körpereinheit. Es 
ist hieraus ersichtlich, dafs dem Begriff 
von Uubikeinheit geinäfs kein Körper ge- 
eigneter ist die Cubikeinheit zu bilden als 
der Cubus selbst, obgleich die Kugel der 
Form nach ein viel einfacherer Körper 
oder vielmehr der einfachste Körper ist. 
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2. Die dritte Poteni n* einer Zahl n. selben Criöfsen im Cnbns gleichfalls ne< 
I. der Cubus einer zweitheilieeii Grofse (^tiv ^aetzt, z. R. 

(a + S) ist M«h dem Art. *Binomi»cher + 6)* = — 4 6* 

LehrtaU*' Bd. 1, pag. 374, oder wenn mau (+ a— 6)^= — 3ofc* f 3«*^— 

clieeelbe 2iual mit sieh aelbat niultiplicirt 11. Ist ein Pnlynoui zu cubireii, su er- 
(« 4- 6)* = «• + 3«*Ä 4- + &* hält man darrh zweimalige Multiplikation 

Sind a oder b negativ, so wenleu die- mit sieb selbst dessen Tubus z. R. 


(a 4- 4* 4- c-»* + dj* 4- *** + 4- 9 ^* + 4 = a’ 4- 3n 4 (3n *r 4 3a6*) dc'** 

4- (3fl *d -f 6«4c 4- 4*) x* 

4- (3fl *e 4 6a4d 4 4 36*r) x* 

4" (3ö V "b 6a4e 4 ßwod 4 34 ■*rf 4 34r^ x^ 

4" (3fl ^9 4 (iobf 4 6ac« 4 •Jod’* 4 34 4 64cd 4 -r* 

4 (3a ’A 4- Ca4y 4 bar/* 4 6nde 4 34 Y 4 64re 4 34tP 4 3r ’rf) x' 


Das Gesetz der Faetoren vor den Po- 
tenzen von X ist folgendes: 1) die Coef- 
ficienten der Wurzel sind überall zu 3 
uod 3 verbunden in der Art wie die Com- 
bioationen mit Wiederholungen der drit- 
ten Klasse. 2) Diese 3 Faetoren irgend 
eines zu gehörenden Coefßcienten des 
Cubas liefern in dev Wurzel mit einan- 
der multinlieirt ebenfalls x" nnd 3) stehen 
vor den Duchstabengrüfsen entweder die 
Zahlen l, 3 oder 6; die Zahl 1 vor jedem 
Cnbus, die Zahl 3 vor jedem Prodoct 
eines Quadrate mit einer einfachen Bnch- 
atahengrofee , die Zahl C vor dem Pro- 
duct dreier einfachen Bnehstabengrursen. 

in. Die obige Reihe gibt ein Mittel an 
die Rand, aus einem unvollsfändigeu Cu- 

bua die y au.vaiiziehen, wie au dem fol- 
genden Beiapiel erläutert werden soll. 

Der Cubus .sei 355, so setze 
365=^4»» 4 CxH X>x>4 £^*4 Fx»4.... . 

Ist nun nach der obigen Furmel 
3ö6=(a44x4cX*4dw*4«-r^4A** 4- ••-)* 
nnd vrird dieses Polynom in dem deca- 


dischen pystem ausgedrückt, so ist x = ~ ; 


>4 = «» = 7» = 343 
B^Za^b 


C = 3a>c 4 3a4* 

J) — 3a*d 4 6o4c 4 6’* 


U. 8. W. 

Nun hat man zunächst 
36Ö - 343 = 12 = Äx 4 Cx» 4 Dx» 4 

Br (< 12) = 3a>6i = • 6 = 1-1,7 X b 

folglich = 0 

and V 355 = Ifiedef . . . 

2. Cr* « 12) = (3a»c + 3ah*)r* 

= (3a»c+0)*»=l,47.r 

folglich c < = 8 

and yHtü = l,0»def.... 


Jedenfalls ist nun noch 
12 -8x K47-0.24- /)x>4 Kx* 4 

3. Dt^( 0,24) = -"'’4t-° = u,u:d 
'■ ' 1000 


,{ O.--* \ 

'4‘=ö;i47)= 


und 1'355 = 7,081 c/'j.... 

ferner 

0,24 -0,147x1 0,093 = Ki‘ f A’j-» f.... 

3a®e-f3nc*-fO 

4. Ex* (< 0,093)= - 

' 10000 

= 0,0147- r + 0,i:i44 
0,093 - 0,1344 0,0314 

woraus e< „ . ’ = - ;rx. . , 

0,0147 0,0147 

• ist also negativ, folglich ist il - 1 ge- 
nommen, 7.11 grufs, mithin <1 = 0 

und 1 355 = 7,080 efg 

ferner 0,24 = Ex* J Ex“ -f 6’x‘ + 

und statt No. 4: 

5. Ex* « 0,24) = i“ 

^ ’ ' 10000 

= 0,0147 -e + 0,1314 
0,24 - 0,1344 . , 27 

= ' +TTS 


woraus e < 


0,0147 


147 


27 

Aus dem geringen Rest läfst .sich 

übersehen, dafs 7 zu grofs ist, woher e = ß 
genommen werden mufs. 

Es ist also J 355 = 7,0806 /jA .. .. 

ferner 

0,24 - ßx‘=rO,24 - (0,0147 X C -f- 0,1344) 
oder 0,01 74 = f’x» f Cx* -f Wx' + . . . . 

6. Ex“«0,0174) = =*;^ = 0.00147^ 
, 0,0174 27 

0,6014? = "' + T47 

Es kauu nur die höchste eiiiziflVige Zahl 
= ^ geuomnieu werden, mithin 

l'aüO = 7,oaOGl»yA.... 
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Colmination. 


ferner 0,0174 - Fx^ =0,0174-0,00147x9 

= 0,0041 7 = + Jar® + 

4 6ace 4- c* 

7. (< 0,0041 7) = -■ — 

' ’ 1 oooooo 

= 0,000147 g + 0,002528 

woraus 

0,00417- 000252« 0,001642 _ 

a <r — — = — = 10 

^ 0,000147 0,000147 

woher g = d 

1355 = 7,080699 Ai Ä... 
ferner 0,00417 — 6rx® 

= 0,00417 - (9 X 0,000147 + 0,002528) 
= 0,000319 = Hx^ 4 Jx» + A'a?® + 

8. Hx^ (< 0,000319) = 

^ ’ KXIOOOOO 

= 0,0000147 . A 4- 0,0003024 
0,00 00166 _ 

“0,0000147“ 

3 

V'355 = 7,0806991 iA... 


woraus 


daher 
ferner 

0,000319 - Ifx^ = 0,000319 - 0,0003171 

= 0,0000019 = Jx® 4- Ax» 4- 

9. Jx»(< 0,0000019) 

_ 3a '■'i 4- Garg 4- 3« e* 4 3c *e 

” "löoooöoöö 

/ 3024 4-756 4- 1152\ 


= 0,00000137 i 4- 
= 0,0(XK)4932 


l 


100000000 


woraus 

. 0,00000190 - 0,00004932 , 

4 — - , also neffativ 

0,00000147 ’ ^ 

mithin ist h mit 1 zu profs und = 0 
1'355 - 7,0806990 iA/... 

ferner 

0,000319 - Hx^ 4- 0,000319-0,0003024 
= 0,0000166 = ^x" 4- Ax»4-.... 


10. Jx® 0,0000166) 

= 0,00000147 i + 0,00004932 
. 0,00001 660 - 0,000004932 

woraus t o, 00000147 ^ ’ 

wieder negativ; und es ist mithin auch 
g noch zu grofs, und mufs 8 statt 9 ge- 
setzt werden, demnach hat man statt No. 7 

I 355 = 7.080698 A i A . .. . 
ferner 0,00417 — Ox” 

= 0,00417 - (8 X 0,(HX)147 4- 0,002528) 
= 0,000466 = Hx^ 4- 4 A'x® 4 .... 


II. //xV< 0,000466) 

= 0,0000147 X A 4- 0,0003024 

, 0.0001636 ,, 

.oraus * = 

wofür natürlich nur 9 gesetzt werden kann. 

Demnach i 355 = 7,0806989 i A . . . . 
ferner 0,000466 — //x^ 

= 0,CK)04G6 - (9 X 0,0000 147 4- 0,0003024) 
oder 0,0(K103 1 3 = Jx« 4- A'x“ 4- 


12. Ja?« (< 0,0000813) 

= 0,00000147 • i 4- 0,00004932 
woraus wieder i negativ wird and woher 
A mit 9 zu grofs ist. Aber auch A = 8 
ist, wie sich üoersehen läfst, noch zu grofs, 
demnach ist statt No. 11 

V355 = 7,0806987 
ferner 0,000466 - Hx^ 

= 0,000466 - (7 X 0,0000 1 47 4- 0,0003024) 
oder 0,0000607 = Ja?» 4- Ax« 4- . • . • 

13. Jx» (< 0,0000607) 

= 0,00000147 X 1 4 - 0,00004932 

. 0,00001138 „ 

woraus » = = 8 

0,00000147 

u. s. w. 

Man hat demnach 

j 

|/3ö5 = 7,08069878 

Das vorstehende Beispiel ist deshalb 
so weit und streng durcngeführt, damit 
man bei den dabei oft vorkommenden 
Hindernissen durch zu grofs gewählte Zah- 
len nicht auf Rechnungsfehler schliefse; 
bei einiger Uebung verschafft man sich 
mehrere Erleichterungen. 

GalmiDätion eines Gestirns (culmen 
das Oberste einer Sache) ist der Durch- 
gang des Gestirns durch die Hittagslinie, 
oder der augenblickliche Stand des Ge- 
stirns im Meridian des Beobachtungsorts. 
Fixsterne haben einen ungeänderten Cul- 
minations])unkt am Himmel; Sonne, Mond 
und Planeten ändern mit jedem Tage 
ihre Culminationshöhe in der Meridian- 
linie. Circumpolarsterne (s. den Art.) 
gehen innerhalb eines Stemtages 2 mal 
durch den Meridian des Orts, sie haben 
2 Culminationen, eine obere C, von der 
gröfsten Höhe, und eine untere C, von 
der kleinsten Höhe. 

In dem Art. correspondirendo Höhen 
ist angegeben, wie man die Mittagslinie 
eines Orts genau bestimmen kann. Hat 
man diese nun fixirt, entweder durch ein 
Fernrohr, welches nur in der Verticalen 
drehbar ist, oder durch ein Faden- 
dreieck, indem man das vordere Ende 
einer über eine Rolle geleiteten Schnur 
mit einem Gewicht besenwert, so dafs es 
vcrtical hängt und das hintere Ende der- 
selben innerhalb des Meridians befestigt, 
so dafs beide Schnur-Enden den Meridian 
visiren, so kann man die C eines Ge- 
stirns unmittelbar beobachten und dessen 
Zeitpunkt unmittelbar an der Uhr ablesen. 

Die Sonne und der Mond culminiren 
in dom Augenblick, wo deren Mittelpunkte 
in dem Meridian sich befinden; geschieht 
dies durch die Sonne, so hat man den 
Zeitpunkt des wahren Mittags. 
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Corveo.' 


Sterne, die zn gleicher Zeit eniminiren, 
haben gleiche E^ctascen<ion (a. Anf- 
eteignng nnd Abateignng eines 
Oestirns); Sterne, die 12 Stunden spä- 
ter eniminiren. sind ron den rorigen nm 
180° an Bectasceusiuu unterschieden. Cir- 
enmpularaterne, die 2 mal eniminiren, ha- 
ben 2 Bectascensiunen , die nm 180° un- 
terschieden sind. Sterne, die in den Son- 
nenwenden eniminiren, balieii einerlei 
Reetascension und Länge, weil dieser äle- 
ridian sowohl auf dem Aequator als auf 
der Ekliptik senkrecht steht. 

OllBlnatlongpBilkt oder Pniikt im Me- 
ridian, in welrheni ein Oestim eniminirt 
(s. den Tor. Art.). 

Cnrren, krumme Linieu. Es mbt 
2 Klassen derselben; Cu rven einfacher 
Krümmung und C. doppelterKrüm- 
muug. Die ersten sind solche, deren 
simmtliche Punkte in einerlei Ebene lie- 
gen; die letzten solche, deren Punkte iu 
Terschiedeneu Ebenen liegen, und zwar 
der Art, dafa ^der auch noch so kleine 
Tbeil der C in rerschiedenen Ebenen 
liegt. Die C. erster Klasse entstehen durch 
Zeuhnung Ton krummen Linien auf einer 
ebenen Oberfläche, die der zweiten Klasse 
durch Zeichnung tou Linien auf krum- 
men Oberflächen, als auf Cylindern, Ke- 
geln, Paraboloiden u. dergl. Eben so ent- 
stehen dieselben als Durchschnittslinien 
sich schneidender krummer Flächen, Z. B. 
bei Kappen in Gewölben, bei Ausbauten 
an krummlinigen Bedachungen, bei Zu- 
sammensetzung technischer (reräthe u.s.w. 

Unter C in der Wissenschaft Tersteht 
man aber nicht jede willknhrlich gezeich- 
nete und nach Laune beliebig abzuän- 
dernde krumnfe Linie, sondern eine solche, 
hei deren Form und Fortgang ein be- 
stimmtes Gesetz obwaltet. Der kurze 
Art: Coordinaten gibt darüber eine 
klare Vorstellung; und wie hier eine Co- 
ordinatengleichung für den Kreis aufge- 
stellt ist, so bat ^ede andere aufser dem 
Kreis noch mögliche C. ihr eigenthüm- 
liches Ge.seti, welches bei C. einfacher 
Krümmung durch nur eine, bei C. dop- 
pelter Krümmung durch zwei Gleichun- 
gen ausgesprochen wird. 

CuTTen einfacher Krümmung. 

I. Allgemeines. 

1. In dem Art. Coordinaten ist die 
Gleichung für den Kreis 

CE* = r* = (o — x)* ft« •« 

C«> = r* = (n-x)*ri«*n 
weraua zu ersehen, dafa y* nnd y,* eine nt 


y* = 2r»— a* 
oder auf 0 redneirt 

y’ -f X* — 2rx = 0 (11 

Diese Gleichung ist entstanden, indem 
der Durchmesser zur Absciseenlinie, einer 
dessen Endpunkte (A) zum Anfangspunkt 
der Abscissen gemacht uud der Cuordi- 
natenwiukel als rechter genommen war-, 
den ist. Diese 3 Einschränkungen habeu 
die obige Gleichung oflfenbar ebenfalls 
eingeschränkt, vereiufacht, und sie kaun 
als allgemeine Coordiuatengleicbiing für 
den Kreis nicht gelten. 

Es sei Fig. 518 EH(! ein Kreis, C dee- 
sen Mittelpunkt, dessen Radius wie CE, 
CE=r. Eine beliebige gerade Linie AX 
sei die Abscisseuliiiie, ein beliebiger Punkt 
A in derselben der Anfangspunkt der 
Abscissen und der Coordiuateuwiukel wie 


Fig. 518. 



AI)E=n, so mufs zuerst die Lage des 
Kreises gegen A und AX festgealellt 
werden, und dies geschieht angemessen, 
wenn man Tom Mittelpunkt C auf A V 
unter dom y« die gerade Linie f’ß sieht 
nnii <Ue Abstände AU = u und CB = b 
setzt. 

Nimmt man nun den beliebigen Ab- 
stand AO = X, setzt die beiden Ordinaten 
DE = y, DE = y„ zieht die llölfsHnien 
CH= BK normal auf DE so hat man 
CE} = r' = CH' + EH* 

CE* = r*x=CH*+ EH* 

Nun ist '' 

CH ~ BK = BD fin / BDK z (<z — x) tintr 
EH=DH-DE = Hk+DK- DE. 

EH = - DH + DE=~(HK+ DK)+DE 
Da nun 

HK=BC = b 

und DK = BD cos^BDK= — {a-~x)eim 0 
so ist E/f = 6 — (a — x) cot n — y ■ f 
EH = — 5d-(n — x)eofrt-|-y 1 

und 

1- t 

f [6 — (a — x) eoi n — y]* ' * 

f [- 4 -b (a - x) roi n + y,]* 
d dieselbe Function Ton x Ist, nnd zwar ist 


U 


11 
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lea 

•’ + 2 (• — x)v CM R + (<• — *)* — 24y — 2i(a — *) cos « + &’ — r* = 0 


oder die Klammem aufgelost 

y* — 2jfx cos ö + x* + 2y (o cosa — b) — 2x (r 

Sobald n=90° = iir genommen wird, 
entsteht die 01. 

y* + (o - »)• - 2fry + 4* - r» = 0 (3) 

für 4 = 0, also wenn AX durch den Mit- 
telpunkt C geht 

y» + (a-»)«-r* = 0 (4) 

und für o = r, wenn nämlich A in den 
Umfang des Kreises liegt, 

y* + X* — 2rx = 0 (5) 

wie (ileichung 1. 

2. Es ist der Kreis die einfachste krumme 
Linie, und dennoch wird sie schon durch 
eine Gleichung des iweiten Grades be- 
stimmt; die einfachste unter allen Linien 
ist offenbar die gerade, und wenn man 
diese als Cnrve behandelt und eine Glei- 
chung für dieselbe ermittelt, so erhält 
man diese vom ersten Grade wie folgt: 
Ks sei Fig. 619, ßD die gegebene Rich- 
tung einer geraden Linie, AX eine be- 
liebige AbscUseniinie in derselben Ebene, 
so schneiden sich beide Linien in iigend 
einem Punkt C unter der Voraossetahng, 


Fig. 519. 



dafs sie nicht 4-' sind. Nimmt man den 
beliebigen Punkt A als Anfangspunkt 
der Abscissen , setzt den Abstand AC = a, 
den Schneidungswinkel ACß = af so ist 
die Linie ßß gegen A und bestimmt. 
Setzt man nun den constanten Coordi- 
natenwinkel wie z.AEFs=ß, so ist zwi- 
schen der beliebigen Lange AErsx und 
der zugehörigen Ordinate EF = y 
CE : EF= iin CFE : fin FCE 
oder X ~ < 1 : y = stn {a — ß)i «in a 
woraus 

yiin (rr — /9) — X sin er 4 a«m rv = 0 (1) 
für ^ = 90^ enUtebt 

yco« rt -f- X «inre — n«in n = 0 (2) 

für a = 0, wenn also die Abscissen vom 
Durchschnittspunkt C aufangen 

y — X <y « — 0 (3) 

3. Es gibt auch C. deren Bestimmung 


— 6 cot n) + (o* — 2aö cos n 6* — r*) = 0 (2) 

nur mit Hülfe von Gleichungen geschieht, 
in welchen die Coordinaten von Kreis- 
bogen oder Logarithmen abhangen, also 
von transcendenten Gleichungen wie z. B. 
in dem Art. be rührende gerade Linie 
No. 4, pag. 343 die Gleichungen für die 
Cycloide: 

X = r(l — cos «) 
y = r(v>-«R<p) 

Curven, deren Gesetzeu algebraische 
Gleichungen zu Grunde liegen nennt man 
algebraische Curven, Curven, die 
durch transcendeote Gleichungen be- 
stimmt werden, transcendeote Our- 
ven. Unter den letzten heifsen diejeni- 
gen , io welchen eine der Coordinaten 
als Exponent erscheint exponentiale 
Curven, wie die logaritfamisebe Linie, 
deren Gleichung ist: yxa'. 

Oie in einer Gleichung vorkommeoden 
unveränderlichen Grölseo heiisen die Pa- 
rameter der 0., weil diese den Maafs- 
stab der C. bestimmen, dergestalt, dafs 
.mit der Abänderung dieser Parameter 
nicht die Form, sondern nur die Abmes- 
sung der C. geändert wird. 

4. Wie die Gleichungen für die gerade 
Linie No. 4 eine Gleitung vom ersten 
Grade, die für den Kreis No. 2 vom 2ten 
Grade, so bat mau auch Gleichungen 
vom 3ten, vom 4ien, .... vom nten Grade, 
zu welchen Curven von einfacher Krüm- 
mung gehören. Die gerade Linie, zu wel- 
cher eine Gl. vom ersten Grade gehört, 
bildet die erste Ordnung der Linien 
überhaupt; die Curven, welchen Glei- 
chungen vom 2ten Grade zugeburen, sind 
Linien zweiter Ordnung; Curven zu 
Gleichungen vom 3ten, 4ten . . .. fiten Grade 
sind Linien der 3ten, 4ten, nten 
Ordnung. Dagegen betrachtet man auch 
die Curven mit Ausnahme der geraden 
Linie für sich und nennt C. zu Gleichun- 
gen vom 2ten Grade Curven erster 
Classe, die zu Gleichungen vom 3ten, 
4ten .... wten Grade sind G. 2t er, 3ter, 
... (n— l)ter Classe. 

Die Gleichungen 1 No. 4 und 2 No. 2, 
wenn man in dieser noch die Klammem 
auüüst, heifsen vollständige Glei- 
chungen. Die erste hat die allgemeine 
Form: 

ay+6x + c = 0 (I) 

die zweite die allgemeine Form: 

ay* -f- 6x* -f- cyx rfy + ex + f = 0 (2) 

Eine Gleichung vom 3ten Grade ist voll- 
stiudig bei folgenden vorhandeueu Gliedern 
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“ ' «y* + ix’-)-c)r’>+</«Hf + <y’ + /«'4-9>y + Av + i« + tE:0 (S) 

Ceberhanpt ist eine auf 0 reducirte «-I, ii - 2 3, 2 hetngen, + dem 

Gleichung vom «ten Grade vollständig, bekannten Oliede. 
wenn * und ji in der nten, der (n- l)ten, Um die Anubl der au einer voUstän- 
<ler (i> - 2) .... 2ten, Iten Potenz, wenn digen Gl. vom «ten Grade gehörenden 
ferner die Prodncte von x und y vor- Glieder zu Buden, hat man 
kommen, deren Bxponentensnmmen n, 


X und y in sämnitlichen Potenzen von der 1 bis nten 
X und y in den Producten 
das nnbenannte Glied 

gibt die Somme der Glieder 2 n j(n - 1} « 1 = 


2 » 

a(» - •)« 

1 

4 (« + 1 ){» + 2 ) 


Es hat also Glieder die Gleichung 
vom I. Grade = t • 2 • 3 = 3 

, 2. . =4-3.4 = C 

. 3. , = 4 . 4.5 = 10 

. 4 . . =|.6.6=15 

D. 8. W. 

5. Setzt man in die allgemeine Glei- 
chung des Iten Grades 

+ 4x -I- c = 0 
X = 0, go erhalt man 


für x = + x ist 




y=- 


ix+ c 


für * = — * 


y= 


a 

bx — c 


Setzt man für a, 4, c die Werthe aus 
Gl. 1 So. 2 mit Bezug auf Fig. 520, so 
hat man 

für * = + *; if = (» - a) -r -7 = 

für * = 0 ; « = - a -r , 

«!«(«-/») 

•- ... sina 

für X=-x;y = -(,+ „)__^ 

Setzt man a = 0 , d. h. verlegt man den 


Anfangspunkt der Abscissen in den Durch- 
schnittspunkt beider Linien, so ist 

für x = + x;j = x^^^— 

für * = 0; s = 0 

sinn 

für x = — x; tf = — X — 

sin (« - ß) 

(I. h. lici beliebiger Annahme der Absctsse 
rechts oder links sind die Ordinalen gleieli 
grots aber in ßeziehnng auf ;die AlMcia- 
senlinie AX in entgegengesetzter Lage. 
G.^ Ans der allgemeinen Gleichung 2 

ay’ + byx + cx* + dy + ex + f=0 
y entwickelt gibt für x = + x 

für x = 0 


d 

± 

2 a 


für * = — ; 


I 


(2) 


n(n-/l) <l-4x I '/rf-ix\> cx*-ex-ff ' 

•J!_ ■ 2 a K 2 a ) a 


Setzt man ans Gl. 2 No. 1 die Werthe 
für die allgemeinen Coefficienten 0 bis /■ 
in diese 3 Gleichungen, so hat man die 
Wnrzelgröfse in 1 : 


[fa-x)coia — 4 ]’— x’ + 2 (a — 4 cosn)x — a* + 2 o 4 cos n- 4 * + r* = r* — (a-x)’ sin*«* 
Dieselbe io 2 ; 

(a cos o — 4 )* — a*-|- 2 a 4 cos n — 4 * + x* = r* - o* sin *0 ^ 

Dieselbe in 3 ; 

[(« + *) cos n — 4 ]* — x’ - 2 (a — 4 cos n) X + 2 a 4 cosn - 4 * + r’ = r* — (0 + x)*sM>a 


Ans der allgemeinen Gleichung hat 
man nun die Oidinate für positive Abscis- 
aen (+ x) 

y=4-(a-x)cosn*4/H-(a-x)’si«*n (4) 
für X = 0 

)t=b- a coso ± pr* — o* sin*« (5) 

für negative Abscissen (— x) 
y = 4 - (0 4- x) cos « :t: t/r* - («4 x)* si n •« ( 6 ) 


Für rechtwinklige Ooordinaten, also für 
n = 90® hat man für positive Abscissen 

(+ *•) ; 

y = 4 i ('r* - (a - x)* ( 7 )’ 

für x — 0 


y = 4±4/r*-a« (gj, 

für negative Abscissen (-x) <■ i 

y=4±)/r*-(a + x)» ( 9 ) 


11 » 
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7. A. In CK. 4 ist (Fig. 618) 6 = CS, 
(a — x) rot a = — DK also die Orörse vor 
dem v'xeioken die Linie DH, die Wurxel* 
grübe= HE = HF, so dafs 

y= Oh;^^^= DF oder DE ist. 

6. Für (a — x) li« « = r; d. b. fSr 
BK = CJ = r mufs H in die Peripherie 
in J fallen ; dann wird HE = HF = 0 nnd 
DE = DF die Tangente in J. Es existirt 
also nur diese eine Ordinate 
=b~{a-x)co$n=b^(a-x)cosßDK=HK+DK 
welche jene Tangente in J ^ CB ist, die 
bis in AA fallt, nämlich die Ordinate LJ, 
Fig. 620. 

C. Für (a.~x) ttna > r, also wenn D 
swischeo A und L flillt, wird die i gröGie 
negatiT, y ist nnmöglich, wie auch Fig. 
620 nachweibt. 


Fig. 520. 



D. Für X = X, also o — X = 0; d. h. wenn 
AB = X, ist 

y = b± r also Fig. 520: 
y= fiC+ = oder BH. 

E. Für x = o + X, d. h. wenn x über 

B hinaus , also zwischen B und X fällt, 
wird o — x = o — (o + x) = — X daher die 
Vgröbe r* — (— x)* sin *« = r* — x* sin*« 
und 

y = 6 4 X rof R ± V r’ — x* »in ’a 

So lange non x »in a <r bleibt, erhält 
man Ooppelordinaten zwischen B und O, 
für X sin r = r wird die Vgröbe = 0, 
y = 6 4 X cos R = 6 4 »* cot a^b — B Ptg BOP 
= HP - GO - GO; die letzte Ordinate ist 
abo wieder die zweite Tangente GO an 
G und für x»inn > r, nämlich für x über 
0 bin existiren keine Ordinaten mehr. 

8. Für x = 0 in Gl. 5 existiren nur Or- 
dinaten wenn o»inR<'r, wenn also der 
Punkt A innerhalb LO liegt. Wird A in 
L angenommen , so ist a= BL und es 
existirt die einzige Ordinate, die Tan- 


gente in Jsb—BLcooa=h+BL cos BLJ 
= JQ + LQ = JL. 

Wird A in genommen, so ist a = O; 
y=6±r = BC+jJp| =IVÄoder MB. 

Wird A in O angenommen, so ist 
a — — BO and 

y=b+ 0 cossi=b-BO cosBOP=GP- OP=GO 
die einzige Tangente in G. 

Für + o »in R > r, wenn also der Punkt 
A in den Verlängemngen Ton BL und 
BO liegt, srird die i grübe negafix und 
y ist unmöglich. 

9. Wenn x negativ ist, wenn also x 
in der Verlängerung von LA liegt, gibt 
es keine Ordinaten, weil schon R»»na>r 
ut. Es existiren die No. 7 gedachten Or- 
dinaten, wenn der Punkt A innerhalb LO 
oder in der Verlängerung von BO gele- 
gen ist; im ersten Fall für positive und 
negative, im 2ten nur für negative Ab- 
sciaeen. 

10. Die zu beiden Qleichnngen 1 No. t 
nnd 2 No. 1 gehörenden Curven unter- 
scheiden sich also auch wesentlieh darin, 
ilab bei jener für alle positiven und ne- 
gativen Werthe von x ob ins Unendliche 
Ordinaten exUtiren , bei dieser dageg-en 
die Ahscissen für mögliche Ordinaten be- 
schränkt sind. Da die Cnrve ein Steti- 
ges ist nnd da wegen der Unendlichkeit 
des Raumes kein (iruod für die Annahme 
vorhanden ist, dab die 0. irgendwo auf- 
höre, so mufs da, wo die Abscisse für 
Ordinaten eine Grenze hat, die C. in eine 
dem Fortschreiten der Abscissen entge- 
gengesetzte Richtung sich wenden nnd 
entweder in sich surückkekren, wie beim 
Kreise Fig. 619 oder sich schneiden. Diese 
Aenderung im Fortgänge cbaracterisiit 
sich dadurch, dab an solcher Stelle statt 
2 Ordinaten aus der Gleichung nur eine 
hervorgeht, welche die Richtnngsänderung 
vermittelt, wie in Gl. 4 No. 6für(«-x)stno 
= r oder für x = o — r cosec n nnd 
X = a 4 r cosec n oder bei rechtwinkligen 
Ordinaten Ol. 7 No. 6 wenn x = a — r 
nnd = a 4 r ist. In jedem der beiden 
Punkte geschieht eine Umwendnng der 
Curve. 

11. Bei Curven, welche zurückkehren, 
heiben diejenigen Theile, welche einer 
anderen Folge von Ordinaten angeboren, 
Zweige. Haben diese die Kigonachall, 
dab sammtlicbe Ordinaten von der Ab- 
soissenlinie aus nach entgegengesetzten 
Richtungen genommen paarweise zu einer 
Abscisse gehörig gleich lang werden, so 
heibt die Abscissenlinie ein Durch- 
messer derC.; .sind dieCoordinaden recht- 
winklig, so heibt der Durchmesser be- 
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aoaden Ax* und ihr Dnrehfefanittspnnkt 
mit der C. Scheitelpa nkt 

Die beiden geechloasenen Gurren, 
der Kreia and die Elllpee werden dnrrh 
jeden DnrchmeaMr in Zweite geechieden, 
du Oral iat eine geachloaaene Linie, die 
Dar einen Dnrcbmeaaer und 2 ganz be- 
Btimmte Zweige hat. Han gebraucht den 
Anadmck Zweige rornehmricb ron Cnr- 
rentheilen, die ron einem Scheitel- 
ponht aua, nach rcrachiedenen Rich- 
tangen ina Unendliche aualaufen, wie bei 
der Parabel; biaweilen ianfen aie durch 
einen Punkt, den Knoten, in welchem 
aie eich durchkreuzen. Hierron zollen 
die beiden folgenden Sitze Beiapiele lie- 
fern. 

12. Die Gleichnng 

*•- «j» = 0 (I) 

gibt eine C. der zweiten Klaaae oder eine 
Linie der 3ten Ordnung. 

Für * = 0 wird y = 0; der Anfangaunnkt 
der Abaciaaen iat alao zugleich ein Punkt 
der C. 

Entwickelt man g ao erhält man 

r a — X 

Es existirea also für jedes x (mit Aus* 
nähme für x = 0) 2 sleich grofse ent^* 
geof^esetzt lietrende Ordinalen, die einen 
positiven z. H. über, die anderen nega- 
tiven unterhalb der Abscissenlinie. 

Setzt man x negativ, so entsteht 

f a + X 

Es existiren also für negative Ahscis- 
sen keine Ordinaten und der Anfiings- 

S ankt der Abscissen ist der Scheitelpunkt 
er C. 

X* 

Es ist y* = 


B-X 


i(o-*) 


= + * 

rt II* ' a*(iz— *) 

x*r X ** 1 

ft I n ar a* .1 

Daa Quadrat der Ordinate wächat alao 

in einem noch höheren Maafae ola mit 
dem Guhna der Ahsciaae und beide Zweige 
der C. aind gegen die Ahariaaenlinle 
conrex. 

Endlich iat a die Grenze der poaitiren 
Abaciaaen und für x = u wird g unend- 
lich , folglich ilioae letzte Ordinate eine 
Aaymptote an beiden Zweigen der C. 
Die C. der anfgeatellton Gleichung iat 
die Ciaaoide (»iirooc, Kphen) dea Din- 
klea nnd soll nnu conatrnirt werden. 

Ana Ul. 1 erhält man 


ir* = y* (o - *) 

woraua * : a — * = y* : i’ (1) 

Nun hat man, wenn Fig. ä2l , AFHB 
ein Halbkreia iat, EF die lothreckte Or- 
dinate in E; AF, BF Sehnen, nach 
Euklid X, 34; 

AE:BE=AF‘-.BF‘ 

Nimmt man vom Mittelpunkt C daa 
Stück CG = CE, errichtet die Ordinate 
GH, zieht die Sehne AH, welche die Or- 
dinate EF in K schneidet, ao iat 
Z BAH = /_ABF 
daher EAK<x> /^FBA 

und AF-.BF= EK-. AF. 

folglich AE-.BE = EK*tAE* 

Fig. 521. 



Setzt man nun den Durchmesser ABxa, 
AK = X ao iat BE = a — x, und ei iat 
X : o — X = EK} : x* 

folglich iat nach Gl. I, EK die Ordinate 
y für x= AE. 

Nimmt man eine Ahsciaae AG > Ja 
dann ist nach Euklid 

AG:BG = Ain.BU* 
Verlängert man iian GH nnd AFbia za 
ihrem gemeinachafUichen DarchschnitU- 
punkt J, so ist 

AJAG = Z iBH 
al.ao .tfi/f 

nnd AH:BH=GJiAG 

also AG-.BG=GJ^:.iG* 

oder X : o — X = CJ* ; x* 

nnd CJ = yfürx=.4C 

Der obere Zweig der Oia.«okle für po- 
silivo Ordinaten hat ungefähr die Form 
JÜKA, der untere Zweig für die nega- 
tiven Ordinaten hat dann die ihr gleiche 
Form ACM. 

13. Die Kone holde (*nyxg, Muschel' 
aohale) Hnschellinie iat eine lünie der 
4tan Ordnung oder eine L. der 3Un Klaaaa. 
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Ihre aof 0 redueirte Gleichung ist 

+ + (I) 

Die K. besteht aus 2 einzelnen Linien, 
die eine gemeinschaftliche Asymptote ha> 
ben und die also in den beiden einander 
entgegengesetzten unendlich fernen Punk* 
ten sich berühren. 

8etzt man in die Gl. — ^ für y so er* 
halt man die Gl. 

y*“ 2cy* + (x*-rt* + c’)y*+2rtVy- o*r*z:0 (2) 
Die erste Gleichung ist für die obere, 
die zweite für die untere K., und diese 
nntere enthalt unter gewissen Hedingnn* 
gen einen Knoten, um dessen Willen die 
Linie als Beispiel hier aufgeführt wird. 



genden 4 Zweige der K. betrachtet wer* 
den, die Mittelpunkte der oberen and der 
unteren K. Die Construction ist folgende: 
Man zieht, nm Punkte der K. zu er- 
halten , Ton jedem heliebigeu Punkt z. B. 
E der Abscisse eine gerade Linie EP 
nach dem Punkt P, dem Pol der K. mit 
Yerlängening nach oben nnd nimmt auf 
dieser Linie ron E aus zu beiden Seiten 
die I^ängen Eh's^EH^^n^ so ist F ein 
Punkt der oberen and ü ein Punkt der 
unteren K. 

Aus dieser einfachen Construction er- 
sieht man, dafs II und D die entfernte- 
sten Punkte Ton A'A’ sind und dafs die 
Punkte E und 6*, je weiter E ron A ge- 
nommen wird, je schräger also die Linie 
PE ausfallt, immer uäbor aneinander 
rücken, die Linie XX‘ aber nie erreichen. 
Die Normalen EH und (IJ sind die gleich 
grofsen Ordinaten und die Abstände 4/f 
und AJ^ welche um Jll = 'iJE unterschie- 
den sind, die Ahscissen für die Punkte 
E und ff. 

Die Gleichung für die K. ergibt sich 
nun fnlgendermaafsen: 

Es ist PA:AE:^GJxEJ = FHiEH 
oder c:x^^JE=- y:JE 

oder c : j* - JE = y : JE 

d,her 

V - y c + y 

Für X* = j: hat man also 


JEz 


c±y 


( 3 ) 


Es sei Ki(f. 522, .V.V die (remelnschaft- 
licbe Ahsrissenlinie, A der Anrani;s|>iinkt 
der Abscissen. ln den beiden Ufeirhnn- 
gpn kommt x nur im Quadrat eor, die C. 
ist also für + X und — x dieselbe und 
daher die obere und die untere K. von A 
aus zu beiden Seiten symmetrisch. 

Es sei BP normal in A anf XX\ P 
nnter dem Abstande e von A ein fester 
Punkt, ABxAD eine constsnte Länge a, 
B und D sind die Anfangspunkte, oder 
wenn die zu beiden Seiten von A lie- 


wo das obere Vorzeichen für die obere, 
das untere für die untere Iv. gilt. 

Nun ist 

EG* = EF> = FH* + EU* = CJ* d JE* 
oder n’ = y’ + (<) 

woraus die Gleichung 
y* 1 2cy>+ (x*— «*+c*)y’ s2o’cy-o*c*=0 (5) 
Wenn A, B, C, D die 4 Wurzeln der 
Gleichung für y sind, so hat man 
(y- A)(y-B)(y-O(y-ß) = 0 
woraus entwickelt; 


y‘-(A + B + C+ D)y* + (AB + AC + AD + BC + BD ^ CD)y* 
- (ABC+ ABD + ACO + BCD)y + ABCD = 0 


Es ist mithin ABCD = —a*t^ 

-(A + B + C.+ ») = -t 2c 
folglich .sind für die obere K die Wurzeln 
A = + o; //=-n; C=-c; D = — c 
für die untere K. 

A = + (I; B = -n\ C =■ + c; D = + c 
Die beiden Wurzeln ± c enthalten der 
Figur nach einen Widerspruch; denn da 
y entweder = oder < a ist, so kann y we- 
der -f c noch — c werden. Sollen also 


diese Wurzeln gelten, so lunfs P nach p 
innerhalb AD verlegt wrerden. 

Die Gleichungen I und 2 sowie Gl. 4 
sind zu complicirt, als dafs man die Form 
der 0. aus innen unmittelbar entnehmen 
könnte; sie sind auch erst der vorange- 
gangenen Construction entsprechend auf- 
gefuuden worden. Man kann aber ana 
Gl. 4 mit Hülfe von Gl. 3 eine einfachere 
Relation für die Veränderlichen ableiten: 
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Bezeichnet man nämlich den jedesma- 
ligen Abstand AE mit i so hat man aus 3 
Für die obere K. 


xy c 

a = X — 

c+y c+y 


und 

Für die untere K. 


c + y 

X — i 

c 


( 6 ) 

(7) 




und 


c-y c-y 
c-y 

X - i 

c 


( 8 ) 


( 3 ) 


Diese Werthe von x in Gl. 4 gesetzt, 
gibt für die obere und untere K. 




<1* r* 


c* 4- 


( 10 ) 



und * = (12) 

Nun ist, wenn y = ±a ist, a = 0 
d. h. E fallt in A und die Ordinaten sind 
AB = + a und AD = — a 
Für y = ± rt hat man » = * \^a* - c* 

Es mufs also c < sein als a und es 
entstehen die Ordinaten 

FH - — c und Ap = + c 
(Ap ist = c gegeben) 
wenn Ep=EF=a ist. 

Für * = 1 rt*-c* wird also für die untere K. 
X = 0 und Ap = -f- c 

ist eine Doppelordinate weil sie 2 mal 
entsteht, nämlich wenn E rechts und 
wenn E links von A genommen wird. 



Fig. 523. 


Bei a = j/«’ - c’ für die obere K. 
wird x = AH = 2i 

wie auch Gl. 7 besagt, nämlich 


c c 

Bei K AE entstehen für die obere K. 
der Reihenfolge nach wie A', O; für 
die untere K. durchkreuzen sich die Zci- 
gerlinien in />, deren Endpunkte bilden 
eine Rundung pFD, von welcher pD der 
Durchmesser ist. Geht nuu E von A 
links weiter, so wird von Ü ab rechts 
eine Krümmung Dtp beschrieben, welche 
der Krümmung DKp ^ ist. Ist E nach 
£' geruckt, so dafs FJA — F.A., so fällt 
die C. wieder in p und von E rechts und 
von E’ links entstehen unendliche Zweige 
pQ und pQ' so wie FR und F’R' welche 
sich 'der A'A' immer mehr nähern ohne 
sie jemals zu erreichen. 

Die Konchüide, wenn oa ist, hat 4 
Zweige: die beiden unteren wie die bei- 


den oberen BFR und BF'R'; wenn c<r n, 
5 Zweige; BFR, BFR', KpQ, LpQ' und 
KDL. 

14. Die Abscisse kann eine Curve in 
höchstens .so vielen Punkten schneiden, 
als die höchste Potenz von x in der Glei- 
chung Einheiten enthält, weil für ein be- 
stimmtes y, hier = 0, x« höckstens n Wur- 
zeln haben kann. Sie kann aber die Curve 
in wenigeren Punkten schneiden, weil 
einige unmögliche Wurzeln von x'< bei 
y = Ö existiren könnten, oder auch in 
keinem Punkt, wenn n gerade ist und 
alle Wurzeln unmöglich sind. Ist n un- 
gerade, so schneidet die Abscisse die C. 
in wenigstens einem Punkt. 

Eine Ordinate kann die C. höchstens 
in so vielen Punkten schneiden, als die 
höchste Potenz von y, die in der Gl. vot^ 
kommt, Einheiten enthält, aber auch in 
weniger Punkten und in gar keinem Punkt 
aus aenselben obigen Gründen. 
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Beisp 1. Gleichung 1 No. 2: 
y «ifi(er — /9) — ' « «tfi 4t + a iin ft = 0 
(riHt für sr - 0 einen reellen Werth für j*, 
nämlich x = Daher schneidet die Ab> 
scisse die ^rade Linie, aber nur in einem 
Pnnkt. y entwickelt 

(x — fl) lin rt 
^ iin (« — Ä) 

also für jedes x, auch für x = 0, einen 
reellen Werth für y entweder |K>sitiv oder 
negati?, und also schneidet jede Ordinate 
die gerade Linie in einem Pnnkt 

Beisp. 2. Gleichang2, No. 1 ist für 

3f = 0 

X* - 2 x (a- b cos (t) d* a*— 2 a 6 cos «+ 6 *- r *=0 
worans 

X r: d- fl — * ä cos a ± y/r* — ü* «in 
Beide Werthe Ton x sind unmöglich, 
weil r < b «in n 

daher schneidet x den Kreis nicht Lie^t 
dagegen dieAbscissenUoie durch den Kreis, 
BO ist r > bsina 

es entstehen 2 reelle Werthe und AX 
schneidet den Kreis in 2 Punkten. Un> 


ter welchen Bedingungen y (bei unmög* 
liehen Wuraeln) den Kreis nicht schnei- 
det, und (bei möglichen Wurzeln) nnr 
einmal und höchstens 2 mal schneidet, 
ist No. 7 und 8 mit Bezus auf Gl. 4, 5, 
6 No. 7 nachgewieson worden. 

Beisp. 3. iil. 1, No. 12: 
xy* d* — fly* = 0 

gibt für y = 0 nur den einen Werth x = 0, 
mithin wird die Cissoido Ton der Abscis- 
senlinie nur in einem Punkte und zwar 
in dem Anfangspunkt A der Absciasen 
geschnitten. Dafs und wie weit y die 
Gurre in 2 entgegengesetzten Punkten 
schneidet, zeigt No. 12 selbst. 

15. Aus dem bisherigen Vortrag ist so 
entnehmen, dafs Gleichungen Tollständig 
und unvollständig sein können, um eine 
Linie von der Onlnung des Grades der 
Gleichung zu geben; es gehört aber dazu 
noch die wesentliche Bedingung, dafs die 
au fNull red ucirte Gleichung nicht 
in rationale Kactoren sich anflö- 
sen lasse. 

Die Gleichung 


y* d- (e d- c) d- d" (^ d- <0 y d- (fld d- 5c) x + äd = 0 


( 1 ) 


gibt keine Linie der zweiten Ordnung, 
weil sie, wie schon aus den CoefKcienten 
ersichtlich ist, ans zweien rationalen Fac- 
toren besteht, nämlich aus 

(y + öxd-ä)(yd-cxd-d) = 0 
Es ist also y d- fl>r + ä = 0 
und yd-cxd-d = 0 

Jede von beiden Gl. gibt eine gerade 
Linie, und somit gibt die obige quadra* 
tische Gl. 2 sich durchsebneidende grade 
Linien; deren Durchsebnittspunkt liegd 
unter der Abscisse x, die man erhält, 
wenn man setzt 

flx d* ä = cx d- d 
d- 6 

also unter x = (2) 

a ■— c 

und hierbei ist y = — ~ (3) 

fl — c 

Man nntcrsucht die Gleichunß auf ra- 
tionale Kactoren, wenn man nach einan- 
der y nnd i = 0 setzt nnd die beiden da- 
durch erhaltenen Glelchnn^en nntcrsucht. 
Kür y = 0 entsteht aus Ol. 1 
, nex’ -I- {ad kc)x + bd = 0 
Diese peordnot gibt 

,/di\ d b 
x*-|-(— -b — Ix-b — X — = 0 
\e tt } c a 

d b 

worans man die Wnrieln nnd 

c a 

aikenut. 

Kür X ^ 0 entsteht ans Gi. 1. 


»’ + (A + d)» + M = 0 
worans die Wurzeln - b und - d henror- 
gehen. 

Beispiel. Die Gleichung 

,»-xj -{V + 2ff + 9x - 3 = 0 ( 4 ) 

ergibt für x = 0 

+ 2» - 3 = 0 

worans i/ = -I- 1 nnd — 3 
Diaae Fig. 324 in A, dem Anfangspunkt 
der Absci.s.sen aufgetragen ergeben die 
Currenpunkte B und C. 

Für ij = 0 entsteht 

- ix* + 9x - 3 = 0 
woraus x = -b 1 und -b J. 

Fig. 624. 


j 

/ 

y / 

X- 

g. 



c 

/ \ 

k 
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DicM iMgn ln XX' Ton A ab nach 
AD und AE anfgetra(;en , ergeben die 
Cureenpunkte D nnd E. 

Fürx=: 1 entetebt aus Ul. 4; 
y* + » = 0 
woraus y = 0 und = - 1 
- Der Pnukt D f&r ji = 0 ist schon be- 
zeichnet; für y = 1 entsteht der Curven- 
punkt h\ 

Für x = 2 entsteht ans Ql. 4 
y> - 9 = 0 

also jf = -l-3 und —3 

Nimmt man AG = 2, so erhält man die 
Punkte H und J, nnd wenn man die 
Punkte B, £, F,J nnd P, D, H zusam- 
menzieht, die in K sieh schneidenden ge- 
raden Linien BJ nnd CH, die für weitere 
Abscisaen :fe x verlängert werden. 

Um den Durchschnittspnnkt K ans Gl. 2 
nnd 3 zn bestimmen, hat man erst die 
Werthe von a, h, c, d anfznflnden. 

Vergleicht man Ul. 1 mit Ul. 4 so ist 


«+c=-M 
ac = — 6 


*+ d =+2 
id =- 3 


nierans erhält man (s algebr. Gleichnng 
pag. 61, C.) 

n = -(-2; k = - 1; c= -3; <f = + 3 

also für Ki 

d-b 

X = V» 

a - c 

ad — bc 

y= 

a — c 

Anfser dieser jiractisch geometrUcheD 
Darstellung kann man auch die (ileichung 
auf gerade Linien prüfen, wenn man in 
die Gl. erst 1 und dann x = n setzt. 
Liefert die Gl. statt einer krummen Linie 
2 gerade Linien, so mufs für x = n auch 
da» i»£»ehe « eoieUhen, wenn sMilicb im 
Anfangspann der AUrissen die Carte 
wenn also y = 0 für x = 0 
» = 1 in Gleichnng I gesetzt gibt 
f* + (« + Ä + c-fd)y + (/i + 6)(c-fd) = 0 
hieraus 


_ ö + 6 + c + d^ I ^ + c + d\* 

y T 




) - (n + *) (c -I- <0 


Die Wurzelgröfse findet man *■ 


(o -I- i) - (c -I- d) 


mithin y entweder _ (n J) oder - (c -|- d) 

X = n in Gl. 1 gesetzt gibt 

y* + [«(« + r) + (6 + y + <*c«" -f {ad bc) n { bd = 0 

voraus 


(Ä) 


nia^c)-^(b^d) 
^ " 2 


K 


« (rt + 0 + (^ + 


«eil* — {iid + 6r) « — bd 


Die Wimelgrofse findet man 
d- (fc - d) 

2 

mithin 

y entweder = - (iw + 6) oder - (nc + W) (6) 
Es ist oben gefnnden worden, dafs für 
* 0 die Wurselo der Gleichnng für 
y = sind — b und — d. Die Gurre be- 
pnnt also erst dann in dem Anfangspunkt 
der Abscissen, wenn man die A'A' nach 
der Miousseite um die Entfernung b oder 
d rerlegt, nnd die Ordinalen für x := I 
sind nicht wie ad 5: 

(« + b) und — (c+ rf) 

sondern 

+ = and — (c + rf — ^0= ~ c 

und dieOrdinaten für xsn sollen .sein — n« 
und“«r. Von der ursprünglichen Abscis- 
senlinie A'A'sind dann diese Oniinaten 
— (m« + b) und — (»r + d) 
wie sie ad 6 entwickelt worden sind 
Eine Gleichung rom 3ten Grade, die 
in 3 rationale Factoren 
(y+ox+6)(y + c» + 4)(y + e* + /) = 0 


sich auflosen läfst, gibt ein System von 
3 geraden Linien. 

Bind die Factoren 

(y + «X + A) (y* + X* - dx) = 0 
so ist der erste Factor die Gleichung für 
eine gerade Linie, der zweite Factor die 
Gleichung für einen Kreis rom Durch- 
messer a und die aus beiden Factoren 
hervorgehende Gleichung vom 3ten Grade 
gibt statt einer Curve die gerade Linie 
nnd den Kreis. Eben so kann eine Glei- 
chung vom 4teii Grade 4 gerade Linien, 
2 Linien der 2ten Ordnung, eine grade 
Linie und eine der dritten Ordnung liefern. 

16. Die Anzahl der geometrischen Ho- 
stimiuungsstucke Jeder besonderen C. zn 
wissen ist eben so wichtig wie bei den 
geradlinigen Figuren und man findet die- 
sell>e aus fnlgemler Betrachtung. 

Wenn man die Bestimmnngsgleichung 
einer C. mit einer iiestimmten Zahl mul- 
tiplicirt o<ler dividirt, so bleibt die 
Gloichung und also auch die durch sie 
bestimmte 0. dieselbe; z. B. die Gl. für 
diei gerade Linie 
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ay + c = 0 

liefert dieselbe Linie in Beziehung auf 

ihre Laf^e zu einer gegebenen anderen 
wie die Gl. 

6 c 

y + — ar + — = 0 

a n 

Schreibt man diese Gl. allgemein: 
y + Ax f ß = 0 

so ersieht man, dafs die gerade Linie be* 
kannt ist, sobald die Zahlen A und B 
bekannt sind. Denn 
für X = 0 ist y = — ß 

ß 

und für y = 0 ist * = — j- 


Fic. 525. 



Soll man also die gerade Linie der Tor- 
sichenden ül. gegen eine andere gegebene 


grade Linie ÜT.V' Fig. 525 bestimmen, und 
ist zngleich der Punkt C in XX' gegeben, 
in welcher beide Linien sich schneiden 
sollen, so hat man von C aus die I.änge 

Cn = -^ und die Urdinate DE = - Ä auf- 
A 

zntragen und erhält die gesuchte Linie 
EE durch C. 

F.S sind also zu Kestimmiing einer ge- 
raden Linie EE 2 Punkte (C und K) er- 
forderlich, also so viele Punkte als Coef- 
ficienten zu bestimmen sind, wenn der 
von y = 1 gesetzt wird, oder so viele Punkte 
als die vollständige Uleichung Glieder 
hat weniger einem. 

Die Gleichung für den Kreis ist, der 
Coeifieient von y = l gesetzt: 

y> -t- oyx + hx* + rp + dx + t = 0 (1) 

Gesetzt nun, es wäre ein Punkt des 
Kreises gegen eine gerade Linie XX’ der 
Art gegeben, dals in einem Abstande n 
vom Punkt C die rechtwinklige Ordinate 
= A ist , 

so hat man für r = «, y = A. 

Diese Werthe in die allgemeine Glei- 
chung gesetzt, erhält man 
A* + nAx o + n*x5-l-4-c-|-n-d + e = 0(2) 

Subtrabirt man Ol. I von Gl, 2, so fällt 
e fort und man erhält eine Gleichung 
von nur 4 unbekannten Coefllcienten 
a, h, e, d nämlich 


( I’ ~ !/*) + ^ — **) 4 -t- (-1 — y) c + (n - x) d = 0 (3) 


Kennt man nun einen 2ten Punkt des 
Kreises, so dafe für den Abstand ß von 

(A'~ (ciA -flR)a+ («’ - 

mnitiplicirt man Gl. 3 mit (n — 0), Gl. 4 
mit (« - x) und subtrabirt, so fällt n fort 
und man erhält eine Gl. von nur 3 un- 
bekannten Coefficienten o, 4, c n. s. w. 

l'm also alle 5 unbekannten Coeflicien- 
ten der ursprünglichen Gl. finden und 
den Kreis construiren zu können, müssen 
5 Punkte de.«selben gegeben sein. Hieraus 
ist die Regel ersichtlich, dafs zu einer C, 
so viele geometrische Hestimmungsslücke 
gehören, als die für sie erforderliche voll- 
ständige Gleichung Glieder hat weniger 
einem Nach No. 4 ist diese Anzahl der 
Glieder für eine Gleichung vom fiten 
Grade 

= i (i. + I) (n -I- 2) 

daher die Anzahl der Bestimmiingsstücke 
für eine Linie der nten Ordnung oder 
eine L. der (n — l)ten Classe 

= 4 (i. -U) (» -f 2) - 1 = W» -I- 3). 
Erleichterungen für die Construction 


C die Ordinate = B ist und setzt diese 
Werthe io Gl. 3, so erhält man die GL: 

ß*)h0-{A- B)c + (f,-ß)d = 0 ( 4 ) 

der C. erhält man, wenn man die Ab- 
scissenlinie durch 2 der gegebenen Punkte 
legt, wodurch die beiden zugehörigen Or- 
dinaten = Null werden. 

II. Linien der ersten Ordnung. 

1. Diese bestehen nach I. No. 2 nur in 
der einzigen geraden Linie. Die Co- 
ordinatengleichung für dieselbe ist No. 2 
mit Fig. 520 entwickelt. Es ist noch zu 
bemerken, dafs mit n und ß auch die 
Winkel auf der Pinsseite wie Fig. 52G u. 
527 bezeichnet werden und dann hat man 

Für e = 0, d. h. wenn der Anfangspunkt 
der Abscissen in dem Durchschnittspnukt 
C beider Linien liegt 
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Pi<r. 52G a. 527. 



Wenn /9 = 

90'^ genommen wird, 

so ist 

Für (31. 1. 



y = {x :f. e) Iga 

(3) 

Für Gl. 2: 




y = xlgtt 

(4) 


2. ln der allgemeinen Gleichung für 
die grade Linie 

y zr rt hx (5) 

bedentet n die Ordinate (AD) im Anfangs- 
punkt der Abscissen, und der Ooefficient 
b von X ist der Quotient, wenn man die- 
selbe Ordinate AD durch den Abstand 
f zwischen dem Durch.schnittspnnkt beider 
Linien und dem AnfangspunKt dividirt. 

Sind die Conrdinaten rechtwinklig, so 
ist das bekannte Glied a in Gl. 5 die 
Normale AD im Anfangspunkt .4 der 
Abscissen bis zur verlangten geraden Linie 
= und der Coefßcient b des zwei 

ten Gliedes ist 


so dafs bx — X • lg n = FG ist. 


die Linie in dem Anfangspunkt A der 
Abscis.sen an und schneidet die.selbe dort 
unter dem Z«. 

3. Die I’olargleichung für die gerade 
Linie bestimmt sich wie folgt. 

Es sei C.V die Dolaraxe, C deren Durch- 
schnittsi»unkt mit der verlangten geraden 
Linie, n der Winkel zwischen beiden, der 
.Abstand <les Pols P vom Durchschnilts- 
punkt C = e, eine Polarabscisse , y 


Eig. 529. 




Fig. 528. 


die zugehörige Polarordinate, so ist 
e:y = sin(x — a) : «in « 

«in n 


woraus 


y = e 


«in (o? — o) 


( 1 ) 


Beispiele. 

1. Bei sp. y = x 

Im Vergleich mit Gl. 5 No. 2 ist hier 
a = 0, mithin beginnt die gerade Linie 
in dem festgesetzten Anfangspunkt der 
gegebenen Anscissenlinie; 
ferner ist b = tg n = 1, mithin « = -ib^ 

Ist also (Fig. 528) CE die gegebene 
Abscisscnlinie mit dem Anfangspunkt C, 
so zeichne CF unter » = 45°, und CF ist 
die verlangte Linie. 


Ist n = 0 so ist y = < 1 , und die gerade 2. Beisp. y — cota + x iina { 3 

Linie lauft mit der Abscisscnlinie in dem Es sei A in XX' der Anfangspunkt der 

Abstande a parallel. Ist o = 0, so fängt Abscissen ; zeichne nach der Minusseite hin 
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/_ BAX = it, nimm AD= 1, fall© 
das Loth DC so ist AC = — cot 
folglich C der Diirchschnitts- 
punkt der rerlangten Linie mit 
XX\ 

Nimm ein beliehiges x—AEy 
verlängere BAy fälle das Loth EGy 
so ist EG = X $iti ft 

errichte das Loth EF, zeichne 
KH — EGy schneide EX' aus il 
mit HJ = 2 EHy mache EK = EJ 
so ist ('K die verlangte Unie. 

Denn es ist 



EK^ = UJ* - II E* = {211 E)^ - HE^ = 3 //£» = 3x* sin*a 


folglich EK - X sin ft V 3* 
3. Beisp. j/= ^ 


cos X 


Ist (Fig. 531) CX die Polaraxe, C der 
gegebene Durchschnittspunkt zwischen 
dieser und der verlangten Linie, so ist die 
verlangte gerade Linie die Normale auf 
CX in C. Denn es ist 


Fig. 531. 



I _ 1 _ «in 90° 

cos X sin (90° — x) sin (x — 9Ö°) 
A1.SO in Formel 1: « = 90°. 

Nimmt man nun auf der llinusseite 
CP= 1, so ist für ein beliebiges 
x = ^ DPCy PD = y 
üiid man hat auch 

PI):PC = sinu:$inPDC 
y : 1 = 1 ; cesx 

1 

woraii.s y = 

cos X 

III. Linien der zweiten Ordnung 
oder Cnrven der ersten Klasse. 


der der ganzen Klasse zugehörigen allge- 
meinen Gleichung 

ay* + bxy -f- cx* -\-dx + ex-\-f = 0 (1) 

die verschiedenen Arten der hierher ge- 
hörigen Curven und deren besondere 
Eigenschaften ermittelt werden. 

1. Da y und x in der 2ten Potenz 
Vorkommen, so hat sowohl y wie x zwei 
Wurzeln; d. h. es existiren für jede Ab- 
scisse X zwei Ordinalen und für jede Or- 
dinate y zwei Abscissen x. Nur bei Un- 
vollständigkeit der Ql. ist dies nicht: 
Wenn « = 0, so existirt für jedes x nur 
ein y und wenn c=0, so existirt für 
jedes y nur ein x. 

2. Für 6 = 0 und d = 0, also bei der GL : . 

oy“ + cx* ex + f = 0 (2) 

existiren für jedes x zwei gleich grofiM 
aber entgegengesetzt liegende Ordinalen 
. l/ cx* + cx-f^ 

; 

d. h. die Abscissenlinie ist ein Durch- 
messer der C. 

Für 6 = 0 und e = 0, also bei der GL 
oy’ + cx’-pdy +^=0 (3) 

existiren für jedes y zwei gleieh grofse 
aber entgegengesetzt liegende Abscissen 

d. h. jede beliebige Ordinate ist ein 
Durchmesser der C., wenn man die- 
selbe als Abscissenlinie und die der Ab- 
scissenlinie parallele x als Ordinalen be- 
trachtet 

3 Setzt man x = 0 in die Formel für 
u, so erhält man 


Von diesen Curven i.st No. 1 die Coor- Wenn also /"und a gleiche Vorzeichen 
dinatengleichung des Krei.««o8 beispiels- haben, also da a immer positiv ist, wenn 
weis© entwickelt und theil weise unter- f positiv ist, so existirt für x = 0 keine 
sucht worden. Es sollen nun hier aus Ordinate, aber für ein negatives f kösÜ- 
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na S gltleli gioCae entgegeagentit« Ot- 

dinitsD. 

Setzt man in die Formel fÜT x, y = 0, 
so erbUt man 



FSr y = 0 existirt also keine Abseisae 
man f nnd c einerlei Vorzeichen haben, 
fSr Terschiedene Vorzeichen aber existi- 
nn 8 gleich grorse nnd entgegengesetzte 
AbscUsen. 

4. Ist fxQ also die Oleichnng: 

^ + txy + ex* + dy -)■ e* = 0 (4) 

so ist rar X = 0 auch ein Werth von ff = 0, 
nnd der Anfan^pnukt der CoorUinaten 
liegt in einem Punkt der Ourre. 

0. In 01. 4; ff = 0 gesetzt gibt 
ex* + ex = 0 

Mithin entweder x = 0 oder x = - — 

c 

nnd — — ist die Entfernung zeiseben 

beiden Durobschnittspiinkten der Aliseis- 
seiiliuie und der (’urve. 


In 01.4; x = 0 gesetzt gibt 
Off* + rfff = 0 

woraus entweder ff = 0 oder y = - — 

6. Setzt man in Gl. I ffxO, so erhält 
mau 

ex* 4 ex + /■ = 0 
— e ± i'e* — 4c/ 

■■ 8c 
Ist e* > Aef so entstehen 2 ungleiche 
Abscissen 


woraus 


und X- = 

2c 2c 

Ist < Aef so entstehen nur 2 Abscis- 
sen wenn ef subtractiv ist. 

Für e’ = Aef entsteht nur eine Abscisso 


2 c 

Für « = 0 und auch für f-=0 oder bei 
der Gl. 


«ff*+ iffx+cx’+dff = 0_ (5) 

wird für ff = O, x nur = 0, aber für x = 0 

wird ff = 0 und = 

' a 


7. Setzt man in Gl. I. xnO so entsteht: 
ay*+ <ly + f=0 

_ — d * y J* — Amf 

~h7r' 


woraus y = - 


Für d* > Aaf entstehen 2 ungleiche Or- 
dinalen 


— d + ]'d*— 4a/^ 


, , Aaf 

2. nudy' = — - 

Ist </* < Aaf dauD existiren nur Ordi* 
naten wenn af subtractiv ist, wenn also 
da a immer positiv ist, f negativ ist. 

Ist d* = Aa( so existirt uur eine Ordi- 
* d 

nato « = — “ 

^ 2« 


8. Setat man min noch J = 0 so hat 
mau die Gl.: 

ny* + hyx + cx* = 0 (6) 


woraus y 


- i ■*; j/fcs _ 4nc 


(7) 


Für diesen Fall ist mit x = 0 auch y = 0 
und gegenseitig. 

9. Die bisherigen Hetrachtungen haben 
nur die Bedentung und den Kiiiilufs der 
eitizelnen Coefßrienten für sämmUiche in 
diese Klasse gehorendan Curven aiueigen> 
sollen; e.s ist nur noch zu bemerken, dafii 
da X und y Linien sind, alle Glieder der 
allgemeinen Gleichung von einerlei also 
von 2 Dimensionen sein müssen; demnach 
sind a, c abstracte Zahlen; </, e Linien 
und f ist eine Fläche. 

Der Charactor der Curven ist aber nur 
aufiafassen, wenn man den Zusammen- 
hang der Abscissen von beliebiger Länge 
mit deren zugehörigen Ordinateji betracn- 
tet, und hierzu eignet sich ganz lieson- 
ders Formel 7. Dagegen geht diese letzte 
aus einer unTollkommenen Gleichung 6 
hervor. 


10. Aus der allgemeinen Gl. 1 erhält 
man 


— {hx + rf) * — 4«c) r* -f- 2 {bd — 2of) x + irf* — 4«/* 


( 8 ) 


Diese Gleichung gilt nun für jedes x, fsem x besser zu iberseken dividirt mauj 
80 grofs man es nehmen mag, und um mit x uud erhält 
den Einflufs der Glieder bei beliebig gro- 


1-=^- 

X 2« 




rf* — 4 o /1 


(») 


Digilized by Google 



Curven. 


174 


Cnrven.' 


Je gTÜfser « genommen -wild, desto 
kleiner werden die reranderlichen Glie- 
der zur Rechten , weil diese .sämmtlich x 
im Nenner haben, während die Zähler 
constant sind und für * = oo fallen die- 
selben als 0 fort. Es ist demnach für 
ff = ao 

A = JL [_ 6 ± ] (10) 

ff 2a 

d. i. Formel 7 für den Fall, dafs d, t, 
f=0 sind. 

Da die Seite rechts eine endliche üröfse 
ist. so ist — = — nicht = 0, welches da- 

* ff CO 

her kommt, daCs y mit t=cc. ebenfalls 
unendlich ist und dafs xueleich zwischen 
ff = 00 und y = =o ein endliches Verhält- 
nifs statt findet. 

SammtUche Curven der ersten Klasse 
zerfallen also in 3 nauptgattiingen, 

1. die, für welche die Wurzelgrofse 

- 4ac positiv ist. 



2. die für welche sie negativ ist und 

3. die für welche sie Null ist. 

Hat b einen wirklichen Werth, ist also 
b nicU =0, so ist es für den ersten Fall 
gleichgültig, ob c additiv oder subtracliv 
ui; in den beiden letzten Fällen mufs e 
additiv sein. Ist für die Gleichung 2, 
No. 2 , wo die Abscissenlinie ein Durch- 
messer ist, 6sO, so ist für den ersten 
Fall c subtractiv, für den zweiten Fall e 
additiv und für den dritten Fall c = 0. 

II. Die 0. des zweiten Falles: 6* <4ar 
unterscheiden sich dadurch, dafs für ff = « , 
y unmöglich wird, auffallend von den C. 
der beiden anderen Fälle; es kommt nun 
darauf an, den CnterscÜed der Curveu 
des ersten und dritten Falles in bestimmen. 

Geht man auf 01. ü zurück, so hat man, 
wenn zugleich ilie beitlen ungleichen Or- 
dinalen mit y und y' bezeichnet werden: 

I. Für 6 > 4rtc 

^ 2bd- 4ae ^ d* - 4 a/' 


2. Für 6 = 4rtc 


y — y* _ 1 I , *2bä — 4oe ^ (f* 


• 4af 


( 12 ) 


In dem ersten Fall, wo die beiden letz- 
ten Glieder der Wurzelgröfse für ff = « 
verschwinden, ist 


y-y 


' ; ff = 1^6* — 4nr : a 


In dem zweiten Fall ist 

. I /l2bd - 4ae . tf* - 4/iA 

s-y'-^ = V[ ^ = “ 


In dem ersten Fall, für 6>4<ir, steht 
also die Differenz beider unendlichen Or- 
dinalen mit der unendlichen Abscisse in 
einem endlichen Verhältnifs 
\'b^ — 4oc : a 

In dem zweiten Fall, für fc = 4«c steht 
die Differenz beider unendlichen Ordina- 
len mit der unendlichen Abscisse in einem 
unendlichen Verhältnifs. Denn es ist 


i'( 


'2iif — int ^ d* — 4g, ^ ^ 


: o = ) (2id — 4ur)x + (<f — inß : ax 


Ge^en das unendliche erste Glied der Wurzelgrüfse TerseUwindet da.s endliche 
zweite Glied, und es ist das Verhältnifs 


y - ; X = — 4oe) X : ax = \\2bd — 4a«) : a l'x = 1 : 


l'itd — 4ae 


y'x = 1 : CO 


12. Es kommt nun darauf an, die _3 
Gattungen der Gurren erster Kla.«se nä- 
berkennen zu lernen, und dies geschieht 
am geeignetsten, wenn mau die allge- 
meine Gleichnne für dieselben dergestalt 
einachränkt, dafs für jede beliebige Ah- 
acisse x eine mögliche Urdlnate existirt. 
Demnach ist nach No. 4 in 01. 1 zunächst 
f=0 zu setzen, und man hat die 01.: 
oy’ -|- 4yx -I- cx’ -|- </y + ex = 0 (13) 

Sämmtliche 3 Gattungen der Gurre 
haben nach No. 2 die gemeinscbaniiche 
Eigenschaft, für 4 = 0 und d = 0 in der 
Absciasenlinie einen Durchmesaer zu be- 


sitzen und man hat daher die eingeschränk- 
tere Gleichung 

ay* -I- ex’ -f-tx =0 (14) 

so dafs für jedes x (mit Ansnahmc ron 

X = 0 und ron x = — - , s. No. 5) zwei 
c 

gleiche aber entgegengesetzte Ordinaten 
entstehen, und zwar ist 

. ,/ cx’ + tx 
y = i / — 


Für c = 0 wird nun y = y — ^x 

und da a immer positir ist, so existiren 
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fSi GleielmnK Ixi e=O für «in 
positiT«« e nur Ordinalen für neifative 
Absciasen. Damit diese Einsrbränknn); 
nicht statt finde, soll das Glied ex in 
Ol. 14 subtraetiv gesetzt werden und man 
hat die Gl. 

oy* + cx’ — er = 0 (15) 

Ist nun (I. Fall) 5* > 4oc; alsoO>4isc 
so bt c subtraetiv , und die Gleichung 
dafür ist 

I. oy»-cx»-ex = 0 (16) 

Ist (2. Fall) 4’ < 4ac ; also 0 < 4ac 

so ist c additiv und die Gleichung da- 
für ist 

II. oy’ + cx*-*x = 0 (17) 

Ist (3. Fall) 4* = 4uc; also 0 = 4uc 

so ist r = 0 und die Gleichung dafür ist 
III. o^’-ex = 0 (18) 

Da nach I. No. IC eine C. dieselbe bleibt, 
wenn deren Gleichung durch eine con- 
stante Zahl mulGplicirt oder dividirt wird, 
so hat mau durch a dividirt, y entwickelt, 

und wenn man — mit A und — mit B 
a a 

bezeichnet 

I. Für 4’>4ac 

jf* = Ar Bi* 
n. Für 4*<4 oc 


»’ = Ar — ßx* 

III. Für 4* = 4ae 


(19) 

( 20 ) 


woraus 

y,* = Ar, — ßx|* 

Es ist mithin die geschlossene C. von 
beiden Endpunkten ah symmetrisch und 
yin der Mitte ein Maximum, nämlich für 

A 

“2ß 

oder für die Gleichung 
woraus 

^ 2|/ß -YB 

Es ist demnach die C. II. eine Ellipse. 

A A ^ 

niid sind bei rechtwinkligen Co- 

ordinaten deren Axen. Tst B"> 1 so 

ist “ die grofse, die kleine Axe: 
I o iS 

ist B < 1 so ist die grofse und 

die kleine Axe ; für ß = 1 sind beide 
Axen gleich grofs und die 0. ist ein Kreis 
und IV: y* = Ar - 1 * (22) 

14. Setzt man in die Formeln 1 bis IV 
(19 bis 22) (- x) für x, so entsteht 


y* = Ax (21) 

wobei zu bemerken, (s. No. 9), dals A 
eine Linie nnd ß eine abstracte Zahl be- 
deutet. 

13. Die beiden Cnrvcn I und III haben 
für eine unendliche Abscisse 2 unendliche 
Ordinalen, die C. II. hat für eine unend- 
liche Abscisse unmöj^liche Ordinalen, und 
da eine C. nie aufhart, .so mufs die C. II. 
Röckkehmngen machen (a. 1. No. 10.) 

Nun istfüry = 0, X entweder = 0 oder = 

B 

es existirt also nur für 2 bestimmte 
Werthe von x ein einziger Werth nnd 
zwar =0 für s; ferner bat für alle übri- 
gen Werthe von x. Jedes y zwei und 
nicht mehr als zwei Werthe, mithin kann 
die C. nur eine Umkehrung machen und 
die C. II. mufs eine geschlossene 0. sein, 

von welcher zugleich ^ der Durchmes- 
B 

«er ist. 

Um diese geschlossene C. näher zu un- 
tersuchen, setzt man 
A 

^ X 

so dafs die Abscisse x, am zweiten Null- 
punkt von y anfängt und der ersten Ab- 
aciss« X entgegengebt Dann erhält man 

,.. = A(4-x.)-ß(-^-x.)* 



I. 

y,’= - Ax, + ßX|‘ 

woraus 

Vi 

= ±l-'-Ax, -1-ßx,» 


u. 

y,» = -Ax,-ßx,* 

woraus 

y. 

= -t|/-.4x, - ßx,5 


HI. 

X,* = — Ax 

woraus 

y. 

- 1 l'- Ax,' 


IV. 

y,'‘ = - Ax, - x,' 

worau.s 

y< 

= + l'Äx, - x,‘ 


Gleichung I. ist also die einxige der 4 
GleU-hungen, in welcher m einen reellen 
Werth erhalt. 

Für * = — ^ , also für den negativeu 

Werth der Ellip.<;enaxe wird y = 0 und 
die Abscissenlinie schneidet die C. Sonst 
hat die Abscissenlinie mit der (\ keinen 
DurchschDittspniikt weiter. 

Setxt man in den beiden Gleichungen I, 
Sft = y, 80 erhält man 

oder (x , * - j-*) Ä - (j? , + x) A = 0 
oder (X|W-x)Ä — A=0 

, A 

woraus x,=x-f~ 

B 

80 dafs nach der entgegengesetzten Rich- 
tung der X Ton der constanteu Länge 

ab dieselbe C. wie für die positiven 

»y aber nach entgegengesetzter Richtung 
der positiv gelegenen C. beginnt » eine 
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Eifenschafl, welche der einzigen Hyper-- - _ . »t« ~ T) , - j» (24) 

bei angehört. Da ferner eine C. von der » “ — « 

Gl. 111. nur eine Parabel sein kann, die 
Qleichang II. aber entweder eine Ellipse 
oder einen Kreis liefert, so bestehen 
die Curven erster Klasse nur in 
den 4 Kegelschnittslinien. 

15. Die Kegelschnittslinien sind in 
dem Art. Brennpunkte der Kegel- 
schnitte pag. 420 mit Hülfe von Fig. 


(C) Für die Hyperbel 

\y-^ 

.»X 




c. - CO. 


257 durch ihre Gleichungen entwickelt, 
wenn die Coordinaten reditwinklig sind, 
die Abscissenlinie die Axe ist und der 
Anfangspunkt der Abscissen im Scheitel- 
punkt liegt. 

Fig. 532 zei^ Fig. 257 in den hier 
nothwendigen Umrissen: ABD ist der 
Axendurchschnitt eines Kegels, y (statt ««) 
dessen Winkel an der Spitze, F der Schei- 
telpunkt sämmtlicher Kegelschnitte, so 
gelegen, dafs wenn AE=AF genommen 
wird die Länge FF = k ist. 


Für die Parabel ist ij = r, für die El- 
lipse n > y, für die Hyperbel ij < y. 

Für den Kreis fällt FJ in Fh , es ist 


,, = 90° 

und wenn man diesen Werth in die Glei- 
chung 24 für die Ellipse setzt, so erhält 
man die Gleichung für den Kreis 

y* — hx — (26) 

Es ist demnach in den Gleichungen 
19, 20 und 21 

(27) 

y 

ros — . 


Fig. 532. 


db sin (o — y) . 

B sin 


(28) 



7 } (statt /f) bezeichnet allgemein den 
Winkel , den die Axe FJ jedes Kegel- 
schnitts mit der Kegelseite AI) bijdet, 
in welcher der Scheitelpunkt F liegt. 
Setzt man nun in den Formeln sub. A^ 
B, C Bd. I. pag. 420 u. f. für « = y und 
für ß = rj, so erhält man 

(A) Für die Parabel 

= 2k sin • X (23) 

» 2 

(B) Für die Ellipse 



16. Sollen non die Gleichungen 19 bis 
22 in ganz allgeiueine wie I. Gl. 1 ver- 
wandelt werden, so hat man Art. Coor- 
dbiatengleichung mit Fig. 516 die Glei- 
chungen 

I. y »i« n -b (6 -b «) stnß = t «in (ß d) 

II. x — ycostt—scos{ß-\-iT) = n — {b-{v)cosß 
Es sollen also hiermit die mit x, y und 

n = 90° gegebenen Gl. 19 bis 22 auf an- 
dere für u, a, tf gewählte Gleichungen 
reducirt werden. 

Setzt man a — 90° und ändert die Con- 
stanten a und 6 in p und g um sie mit 
den Coefficienten « und 6 nicht zu ver- 
wechseln, so hat man 

I. jf -b (y -b «)*»«/* = »•»» 0* -b 

II. af — » CO» (/? + »D =p - (y + “) i* 
Nun hat man 

I. Für die Parabel 
y*=:Ax 

Setzt man in diese Gl. die Werthe von 
y und X ans Gleichung I. und II., so erhält 
man: 


» ' 

[a f in (/9 + d) - (y + «*) **« ß^ = Ap + Ai cos (ß + S) - A (g + u) cos ß 
II. Für die Hyperbel, 
j/* = Ax -b Bx"* 

wie vorher verfahren gibt 

[a si« (/?+(D-(y +«) «« ß]*=‘^ Cp+‘ 0S-l-d)-(y-H‘) cos ß]i-B [p-b» co*09-bd)-'(9+«) «»»/»]• 

III. Für die Ellipse. 

y'^ = Ax — fi»* • 

[a ain03 -b 6)-(ß->r^)sinßy=A\f\-% cos(ß-\- d) - (y+ w)coi,?]-^ [p+a cos 0?+d)-(y+«»)«,f /9]* 
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IV. Für den Kreis 

[» ti» (^ + 1 )>- (j+«) $%n ßf=A [p+» roj (^+d) - (ff-H*)««/?] - 0 +ä cm (^+d) - (y+n) 

Diese 4 Oieichiingen aufg^üst und geordnet findet man: 

1. Die allgemeine Gleichung für die Parabel: 
s4«*0J + J) »* — 0^ + d) iin ;J*tu + iin'ßu* — [*2g + J) »xnß-\- A co* (j) + J)]* 

+ (2g fin ^ß -{■ Aco$ ß)u \ tin^ß ~ A{p~~ geo» /S) = 0 (29) 

n. Die allgemeine Gleichung für die Hyperbel. 

[•in* (^ + d) — coj* (/? + d)]»* — 2 [li« 0? + d) «*« ^ + Ä eiw (d + d) co» 

+ (tt« V ~ F coj “ [2g «w + d) sinß-{-A cos (/9-f-d) + 2 cot (.'l-f*d) (p — gce»^)]» 
+ [2g««V+'^ co#/J+2lfco*^(p— gco«,4)]u+g*itft*/J— i4(p-gcoi/f)-Ä(p-grof/?)*=0 (30) 

III. Die allgemeine Gleichung für die Ellipse. 

[fin* (^+d)+ßco**(^ + d)]»* *- 2 [»in (/iJ + d) »in/? — Beos {ß + d) cot ß'] lu 

+ (»inV + Bcos*ß)u* — [2gtin(4 + d)»in/? + ro» (/S -f- d) — 2Äeo»(,'?-|-d)(p — gro»;?)]» 
-f [(2g fin V +■<<«'»;*- 2 B cosß(p-gco$ ß)]u-\^gU%n*ß~A(p~g cotßy\-B{p~gcotßy=0 (31) 

IV. Die allgemeine Gleichung für den Kreis. 

»■ — 2 CO» d • »w + «• — [2g CO» d + (j4 — 2p) cot (ß -f d)]» + [2g + (il — 2p) cos p]n 

+ g*»in V - .4 (p - g CO» p) + (p - g CO» p)* = 0 (32) 

17. SeUt man p = 0, so erhält man die 
Axen der Kegelschnitte zu Abscissenli- 
nieii, die Ordinaten unter dem beliebigen 
^ d und Fig. 516 verwandelt sich in Pig. 

633. Man erhält demnach die üleichnngen : 

I. Für die Parabel. 

»m*d*»’— Aco»d»»+An— .4(p — g) = 0 (33) 

II. Für die Hyperbel. 

(»in *d — B co»*d) »* - 2 Ä cot d • »« - Bu^ 

— [A + 2Ä(p-g)]co»d«* + [A-f2ß(p g)]n 
-A(p-g)-fi(p-g)» = ü (34) 

in. Für die Ellipse. 

(»»ft *d + fi CO» *d)t* + 2 Ä ro» d ■ »u -f Bu* 

— (A — 2Ä(p — g)]co»d*» + [A — 2tf (p-g)]»i 
-A(p-g)+ß(p-g)* = 0 (3Ö) 

IV. Für den Kreis. 

*’ - 2ro» d •'»« + «* — pg + (.4 - 2p)] co»d - 1 + [2g + .4 ~ 2p] m — .4(p— g) + (p“?)*=0 (36) 
13. Setzt man in die Gleichiin^oii 33 bis 36 für » den Werth (t + ä), so er* 
hält man die schiefwinkligen Coordinatengleichungcn für eine Abscisseniinie , die 
mit den Axen der KegeUchuitte in der Entfernung c»ind 4^ läuft. 

I. Für die Parabel. 

»in *d • »* — (.4 ro» d — 2A »in *d)t + -4w — A (p — g + A cot d) + A* »in = 0 (37) 

II. Für die Hyperbel. 

(»in*d - B cos V)j*— 2i?co» d* tu — [2 (»in *d — Beos *il)A - A cos d — 2Ä(p g)co» J]* 

4 [A + 2ß (p — g) — 2ÄA CO» d] « — A (p — g) — Ä (p - g)* -f- (»in*d — B cot *«DA* 
- [A + 2fi (p - g)] Aco» d z= 0 (38) 

III. Für die Ellipse. 

[»in ®d+ ß co»*d] -f 2ß cos d*»«-f Bu* - |[A - 2ß(p - g)]co»d — 2(»inM + ßco» ^'iDAJ s 
+ [A — 2Ä (p — g) + 2ßA CO» d] n — A (p — g) + ß (p - g)* — [A — 2ß (p — g)] A CO» d 
+ (»in *d + ß cot *d) A* = 0 (39) 

IV. Für den Kreis. 

— 2 cof d • »« + «’ - [(A — 2 [p — g]) cot d — 2A] t + [ A — 2(p — g) — 2A co» d| »i 

- A (p - g) + (p - g)> - [A - 2 (p - g)3 A CO» d + A’« = 0 (40) 

II 12 


Fig. 533. 
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19. Setzt man in Gleichung 29 bia 32 statt S den Werth (90° «o erhUt 
man Coordinatengleichungen für eine beliebige Abscisaenlinie und Ordinaten die 
normal den Axen der Kegelschnitte sind. 

I. Für die Parabel. 

%> -2nnß- iu+tin'ß‘u'- 2 snnß-i+{ 23 nn*ß+Aeotß)H+s*n»*ß-A(f-gcot, 1)=0 (41) 


II. Für die Hyperbel. 

^ nn V — A(f-gcotß)-Bip-gcoi/fy~0 (42) 


III. Für die Ellipse. 

sin^ß - A (j> - 9 C0$ ß) B {p - g cos ßy - 0 (4 J) 


IV. Für den Kreis. 

20 Setzt man in die Gleichungen 37 bi» 40 den Werth 90° für <f, >o erhalt 
man die rechtwinkligen Coordinaten^eichungen für die Kegelachnitte, wenn die 
Absciwenlinie mit den Axen in der Entfernung * + lauft. 

I. Für die Parabel. 

»’ + 2*» + A« - i4 (p - j) + ** = 0 (4b) 

11. Für die Hyperbel. 

,» _ JU* + 24» + [A + 2* (p - J)] w - A (p - j) - B (p - j)’ + *’ = 0 (*ß) 

III. Für die Ellipse. 

z> + 8«* + 24» + [A - 2B(p- j)]a- A(p- j)+ ß* (p - j)* + *’ = 0 (47) 

IV. Für den Krei«. 

»» + »’ + 2*» + [A - 2 (p - j)]w - A (p - j) + (p - j)* + 4* = 0 (48) 


21. Setzt man io die Gleichungen 33 
bi» 36 den Werth 90° für d, oder in die 
Gleichungen 41 bi» 44 für ß den Werth 
= 0, oder in die (ileiehnngen 4i bis 48 
für 4 r- 0, »0 erhält man die whtwink- 
ligen Coordinatengleichungen für die Ke- 


gelachnitte, wenn deren Axen die Abscis- 
senlinien sind und bei dem Anfangspunkt 
A in der Entfernung p vom Scheitel. 

I. Für die Parabel. 

»’ + Au — A (p — j) = 0 (49) 


II. Für die Hyperbel. 

- ßa’ -1- [ A + 2ß (p - 9)] « - A (p - j) - B (p - j)’ = 0 


III. Für die Ellipse. 

.» + B»» + [A-2B(p-9)]*-^(P-J) + *(P-9)’ = 0 

IV. Für den Kreis. 

s» + B« + [A - 2 (p - j)] w - A (p - j) -t- (p - j)’ = 0 


(50) 

(51) 

(52) 


22. Setil m»n in diese letzten 4 Glei- 
chun)(en für u den Werth (j> — g — 
frhilt man (vergl. Gl. 19 bis 22); 

I. Für die Parabel. 
— Ab = 0 

(53) 

II. Für die Hyperbel. 
»»- Ab- Bb» = 0 

(54) 

III. Für die Ellipse. 
»’ - Ab + Bb» = 0 

(55) 

IV. Für den Krei». 

- Ab + b’ = 0 

(56) 


23. Aus den Gleichungen 29 bis 56 
ist nun die Bedeutung der Coefßcienteu 
in der allgemeinen Coordinatengleichung 
(Sr die Kegelschnitte 

O»’ + 0»B + CB* + <fi + eB + /‘=0 
zu ermitteln. 

I. Der Coeflicient a xon ist allein 
abhängig von dem Winkel zwischen den 
Ordinaten und der Axe des Kegelschnitts, 
indem (^ -f- J) als Aufsenwinkel von ß 
und if jenen Winkel jederzeit mifst (s. 
01. 29 bis 40), Ist dieser Winkel = 90° 
so ist « = 1 (». 01. 41 bi» 52). Bei dem 
Kreise ist a jederzeit = 1, weil jeder 
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Darehmtsier d«s Kreüu loeltich Aie 
das Kreises ist, also jede beliebig gele- 
geoe Ordinate auf irgend einer der Axen 
des Kreises normal steht. Dividirt man 
daher eine mit «»• gegebene Gleirhnng 
durch s, so Terwandelt man sie io eine 
Gleichung für dieselbe C., in welcher die 
Ordinaten rechtwinklig auf der Axe ste- 
hen. Aus diesem Grunde sind die Glei- 
chungen 29 bis 40 nicht mehr in Be- 
tracht tu ziehen, sondern nur noch die 
4 Gattungen No. 41 bis 44, 45 bis 48, 
49 bis 62 und 53 bis 56; und es sollen 
Ton jetzt ab die Coefficienten 6 bis f für 
« = 1 gelten. 

II. Der Coeflicient 5 xon sa ist für alle 
4 Kegelschnitte = dem doppelten negati- 
»en Sinns des zwischen der Abscissen- 
linie und der Axe des Kegelschnitts be- 
findlichen Winkels ß (s. ÖT. 41 bis 44). 

Uegt die Abscis-senlinie + der Axe oder 
ist sie die Axe selbst, ist also ^ = 0, so 
fehlt das Glied za (s. Gl. 46 bis 56 und 
Tsrgl. No. 2) ; nach No. I. fehlt es also 
jederzeit beim Kreise. 

III. Der Coeflicient c ron a’ ist in al- 
len Kegelschnitten Ton dem gedachten 
Z ß abhängig, aber er ist in jedem Ke- 
gelschnitt verschieden: 

A. Bei der Parabel ist c allgemein 
= + »*"V; >*t die Abscissenlinie + der 
Axe oder die Axe selbst, so ist d = 0 und 
das Glied a’ feÜL 

B. Bei der Hyperbel ist 

e = $in*ß — B eoi *ß 

C. Bei der Ellipse ist 

c = sia V + ® ce» V 

bt nun die Abscissenlinie 4: der Axe 
oder die Axe selbst, so ist 

bei der Hyperbel e = —B 

bei der Ellipse c = +B 

beim Kreise ist deshalb c immer = 1. 

Dis Bedeutung von B s. No. 15 n. 24. 

IV'. Der Coeflicient ä von z ist = der 
doppelten Entfernung des Anfangspunkts 
A der Abscissen von der Axe; positiv, 
wenn die Abscissenlinie zwischen uer Axe 
und der Curve liegt, wie Gl. 45 bis 48, 
wo die Ordinaten z um 5 kleiner sind; 
nentiv wenn die Axe zwischen der C. 
und der Abscissenlinie liegt wie Gl. 37 
bis 40. Setzt man in die Gl. 33 bis 36 
den Werth (z — h) für z so weiden die 
Ordinaten z in den Gl. 37 bis 40 und 45 
bU 48 um k gröber, die Abscissenlinie 
rückt abo um eben so viel von der C. 
weiter ab und wie jetzt jedes Glied mit 
den Factoren äs adoitiv ist, so wird es 
dann snbtractiv. I.iegt die Abscissenlinie 


in der Axe, so fällt du Glied s fort, wie 
iu GL 49 bis 66 (vergl. No. 2). 

V. Der Coeflicient e von a hängt von 
3 Elementen ab. Von dem ^ ß zwischen 
der Axe und der Abscissenlinie, von der 
Entfernung des Anfangspunkts A der 
Abscissen oder dessen Projection auf die 
Axe von dem Scheitelpunkt des Kegel- 
schnitb und von den Parametern A nnd 
B der Kegelschnitte. 

Ist die Axe zugleich Abscissenlinie und 
der Scheitelpunkt Anbngspnnkt der Ab- 
scissen so Ist bei allen Kegelschnitten 
e = — A (s. Gl. 53 bis 66). 

Ist die Axe Abscissenlinie oder diese 
4= der Axe nnd die Entfernung zwischen 
A nnd dem Scheitel = p— j = i so ist 
bei der Parabel e = -|- A 
, , Hyperbel 0 = + A + 2Bt 
, , Ellipse « = + A-2Bs 
beim Kreise e = -j- A — 2s 
Die Bedeutung von A und B a. No. 15 
nnd 24. 

In Gleichung 41 bis 44 ist 

p — g eoi ß = t 

und mau hat also, wenn die Ahscissen- 
linie mit der Axe den ^ß bildet; 
hei der Parabel e = -^-2giiu*ß+ Arotß= S 
, , Hyperbel *=A+2S cos I 
, , Ellipse t=N-2Bcoiß-s 
heim Kreise e=N-2eotß-i 

Annierk. Für den Kreis erhält man 
die Formel, wenn man in den Factor von 
a in Ql. 44: für 2j den Werth setzt 
2j sin V + 2j cos 'ß. 

VI. Der Coefficient f, das nnbenannte 
Glied wird nach No. 4 = 0 wenn ein Punkt 
der C. zugleich Anfangspunkt der Ab- 
scissen ist (s. Gl. 53 bb 56). Liegt der 
Anfangspunkt der Abscissen in der Ent 
fernnng (p - j) = s vom Scheitel in der 
Axe (s. 01. 49 bis 52) so ist 
bei der Parabel f= - Am 
, , Hyperbel /"= - As — Bs> 

, , Ellipse /'s: - As -b Bs* 
beim Kreise f= — As + s* 

Liegt die Abscissenlinie in der Entfer- 
nung 4 von der Axe, so ist 
bei der Parabel /■= - As ± 4* 

. . Hyperbel ^=- As- Bz’ ±4’ 

, , Ellipse /■ = - As + Bi>±4* 

beim Kreise f = - As -(■ s* ± 4’ 

Du obere Vorzeichen von 4* gilt, wenn 
die Abscissenlinie der C. näher, das un- 
tere wenn sie der C. entfernter liegt (s. 
Gl. 45 bis 48). 

Schneidet die AbacUseuliuie die Axe 
in Entfernung p vom Scheitel, und liegt 
der Anfangspunkt A der Absoisaen von 
12 » 
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dem Durchschrittepunkt in der Entfer- 
nung j, der Winkel iwischen AbscUsen- 
linie und Axe =ß, 
so ist jri*/S = *i 

die Entfernung des Punkts Ä ron der 
Axe und (f-gcotß) = t, 
die Entfernung der Projection des Punkts 
A von dem Scheitelpunkt. Uan hat so- 
dann (s. Ol. 41 bis 44) 
bei der Parabel ( = k,'—At, 

, , Hyperbel /■=*,’- yt»i - B»i* 

, , Ellipse f = h,* — A>, + Bt,' 

beim Kreise f = k,* — At , + 

24. Bestimmung der Parameter A nnd 
B (No. 15). 


gelschnitte mit den Seitentheilen FD nnd 
A'A SU geraden Linien zusammen; A und 
B werden = 0. 

Für i| = 90“-f Y (ällt FJ in FF, der 
Kef^elschoUt wird eiu Kreis. 

Es ist 


.(90“+|) 


k = k 


y 

"*Y 


-f sin 


B=- 




Es ist 




(I) 




■""(90°+i)=t 


(2) 

™*’y 

Der Winkel y Fig. 534 hat die Gren- 
zen 0 und l»0°; liei 0° lallt der Kegel 
mit seiner Axe in eine gerade Linie zu- 
sammen, Z ’l *ird elienfalls =0 und A 
und B wenien =0; bei 180“ geht der 
Kegel in eine Kreisebene über; A und B 
weraeu co . 

Der Winkel n hat seine Grenzen 0 iiml 
180°. Für lieide Werihe fallen die Ke- 


Ffir i; > y ist der Kegelschnitt eine 
Ellipse, also in allen Lagen, wenn FJ 
um F von FM + AB ab, links herum bis 
in die Kicbtung FA sich bewegt, mit 

Ausnahme von ij=90°-|--5- wo die El- 
lipse in einen Kreis überj[eht. In diesen 
Fallen gilt für B das additive Vorzeichen. 

A winl eiu Uaxiuiiim für t| = 90", näm- 
lich A = — * -. 

r. 


2 

Hierbei wini 


COS* — ros* 




Es wird also B positiv und der Kegel- 
schnitt eine Ellipse für j-<90°, und B 
negativ und der Kegelschnitt eine Hy- 
perbel für )• • 90°. 

Für ) =90° wird B = 0 und der Ke- 
gelschnitt eine Parabel. 

Zwischen 

wird A >k, für alle anderen Werihe von 
I) wird A<k. 

Für ti<y, also in allen Lagen von FJ, 
von FM + AB ab, nni F reclil.s bis in 
die Uichtiing FD gedreht, ist der Kegel- 
schnitt eine Hyperliel und für B gilt das 
subtractive Vorzeichen. 

25. Fig. 534 ist in den Umrissen mit 
Fig. 533 gleich. Beschreibt man aus F 
mit FE = k den Bogen EC zieht CL + F.F 
BO ist CL der Parameter A. 

Denn lallt man das Loth CG auf AD, 
seist CC = CEri» i; = * «in I) 

Ualbirt man nun Z }■ durch AH so ist 
AH normal mit EF und CL, 


Fig. 534. 
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^ALC=9(P-^ 

2 

^ CGL = 90" 

^ GCL = 


CG — CZ. • CM ^ (iCA SS CL • cos 
folglich CL • coj ^ * »in 1 


Bei einerlei wächst j4 tod i; = 0 his 
= 90" wo yl ein Maximum = 


wird. Je gröfser y desto gröfser wird A, 
bei y = 180" wird /4 = oo . 

Zieht man FM ± 
so ist JFJf = i; — y 

nnd fällt man die Normale CM auf FM, 
so ist CM = CF lin (ij - y)= * sin (ij — y) 

Es ist zugleich ^LCM= /_LCG=^ 
daher CK • cos = CM 
daher CK cot = ä sin {ij — y) 
n„j £!f- *'* (i ~ y) 


sin(^- y)_ lin (>i-y) 
y • r 'K y 

-- CO,- co.~l 

^ CK A A-CK 

ß_ — . — _ - 


Verlängert man CF, nimmt CiS=CL = A, 
zieht /V F + FM so ist 

CF:CN = CK;CP 
CAf-Cff CL-CK 

woraus CF = 

C’/* CP 
mithin eF~ k 

36. Sind die Parameter, A als Linie 
nnd H als ahetracle Zahl gegeben , oder 
sind beide ans einer gegebenen Gleichung 
ermittelt, so existirt der ans beiden Pa- 
rametern hervorgehende Kegelschnitt in 
jedem beliebigen Kegel , d. n. in einem 


Kegel mit beliebigem y an der Spitze 
des Axenijiierschnitts. 

Denn aus ül. 1. No. 24 hat man 

^ cos i = ä sin ij 

und je nachdem ß positiv oder negativ 
gep^n ist hat man in Gl 2: i) > oder< y 

Nun ist aber aus einem gegebenen y 
und einem gegebenen B der /.i; za fin- 
den und diesen in die Formel fnr .4 ein- 
gesetzt ergiebt bei gegebenem A den 
Werth von k. 

Noch ist zu bemerken, dafs man sich 
durch die Vorzeichen nicht irre machen 
lasse: B ist immer als absoluter Warth 
zu nehmen; bei der Ellipse ist 
„ . sin (n — y) . 

Ä = -f — sin I) 


bei der Hyperbel ist 

B = + . 


27. Beispiele. 

I. Die Gleichung 3F * y*y -h 16*’ -f.... 
gibt eine Parabel, weil 

i’(=8’) = 4oe(4- 1 ■ 16) = 64 ist 

II. Die Gleichung y’*8*y- 16*’ 
gibt eine Hyperbel, weil 

i’(=64)>4oc(=-64) ist. 

III. Die Gleichung y’± 8*y -b l8*’-f ... 
gibt eine Ellipse, weil 

ä’(=64)<4oc(=72) ist. 

IV. Die Gleichung y* ± 8*y -t- *’ -f-... 
gibt einen Kreis, weil 

ä’<4ac und zugleich a = c ist. 

Beispiel V. Gegeben ist eine Glei- 
chung, die mit a, dem Goefficient von s’ 
dividirt folgende ist 

s’ + lOsn + 3«’ -b 2Ss -1- 7« -f 20 = 0 (1) 

Hier ist a = 1; c = 3; also 4nc = 12; 
8=10, also 8’= 100; folglich 8’>4oe 
und die der Gleichung entsprechende C. 
ist eine Hyperbel. 

Es soll a^r nach No. 23 , II. der Coef- 
ficient von » = — 2 sin ^ sein , also snb- 
tractiv nnd < 2 ; es scheint demnach, 
dafs die gegebene Gleichung eine Hyper- 
bel, nbeinaupt einen Kegelschnitt nicht 


tiactiv umi i cs svuciuir ucuiuaL-ii, 

dafs die gegebene Gleichung eine Hyper- 
bel, nbeinaupt einen Kegelschnitt nicht 
mht. Ihn dies zu untersuchen, dividire 
die Gleichung durch eine Qnadratzahl 
von der Beschaffenheit, dafs der Goeffi- 
cient < 2 werde, am bemiemsten also mit 
der Zahl 100. Dann eriiält man 


^ • " + o>- = 0 

Man erhält aus der eisten Qleichnng 
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Ans der zweiten 


s =- ± i ( 88 «’ + 472 « + 


&45 


,0 = - -2^- ± i l''0,88 «’ +'4,72 w + 5,45 


( 3 ) 

(4) 


Man ersieht, dafs man aus demselben 
u dasselbe s erhält, welche der beiden 
tileichiingen man auch nehmen will 
lind man kann daher für die erste Glei- 
rhnnK schreiben 

»•+«u + 0,03w* + 2,5»+0,07ii+0,2=0(.i) 
l)a nun nach No. 23, 11. der Coeffi- 
cient 5 Ton sw (hier = I) siibtractiT 
sein soll, so mul's ■ negativ sein und 
man hat statt Ql. 1: 
i>- 10»w + 3«> + 25s-7i« + 20 = 0 (6) 
statt (ileichung 3 

in«i — 

» = +— Y— =*=il 88«»-472M + 545 (7) 

und statt 61. 5 

s>- SW + 0,03«»+ 2,5s -0,07w+ 0,2 = 0 (8) 
A. Setzt man in Ql. 7 
für « entweder + 3,68 1301 oder + 1,682335 
so erhält man die Wunelgrörse = 0 und 
für « = 1,682335 wird s = - 4,0883 
für « = 3,681301 wird s’ = + 5,9065 
Wenn man also die Werthe von w in 
(ileichung 8 setzt, für welche nun iler 
Kegelschnitt gefunden wird, so hat man 
die Ordinaten der Scheitel 

für « = 1,682335; s = -0,40883 
für « = 3,681301; s’ = + 0,59065 
Hieraus ist klar, dafs beide zusammen- 
gehörigen Hy(>erheln mit den Coordinaten 
die Lan von Fig. 535 haben müssen 
(vergl. Fig. 516). Wenn nämlich E der 
An&ngspnnkt der Abscissen ist, so ist 
bei 

« = E»=+ 1,682335; s = AB=-0,40883 
bei 

m=£ 1)’=+3,681301; s = A'ö’=+0,59065 


Fig. 535. 



Es stimmt auch diese Zeichnung mit 
der Eigenschaft der Gleichiinmn 1 bis 8, 
dafs kein Worth von « den Werth s = 0 
gibt. 

Die graphische Constrnction der obiger 
Gleichung (5 oder 8) entsprechenden Hy- 
perbel wird durch Verwandlung deren 
CoefKcienten in die No. 23 angegebenen 
Werthe ermittelt. 

B. Der Coefficient 5 von »», hier = l 
ist nach Nu. 23, 11. =2 sin;», folglich ist 
sin fl = ^ und fl = 30'^. 

D. h. der zwischen der Ahscissenlinie 
EO’ und der Axe I.K begriffene 

^ ACD ist = 30° (9) 

wobei noch zu bemerken, dafs das 2te 
GUed 

in üi. 5 ist 1 + sin 30° • s (+ «) 
in Gl. 8 ist ! — sin 30° • s (— «) 

G. Nach No. 23, 111. ist 
c (hier = 0,03) = si«»,i - fi cos »n = i - JB 
woraus 


B = + ^ sin ij = + { ■ 0,88 = 0,2933 .... 


2 

D Nach No. 23, IV. ist 
d(hier=2.5) = 2gsin/l = 2 •iy =9 
Da nun d hier additiv ist, so rnüCste 
nach No. 23, IV. die Ahscissenlinie zwi- 
schen Axe und Curve durchgehen, da 
aber in Gi. I bis 8 kein Werth von « 
den Werth s = 0 ergibt, so ist solche Lage 
nickt möglich und folglich mnfs y nega- 
tiv sein. Man hat demnach 

CE = s = -2fi (11) 

Dieser Werth von y stimmt auch mit 

e (hier = 0,07) = 2y lim’fl + A cot fl + 2B cfs fl • 
0,07 ist hier sobtractiv für (- «). 


( 10 ) 


der Zeichnung nnd den ad A berechne- 
ten Werthen von « nnd s für die Schei- 
tel A, A'. Denn 

CD=CE- DE=2,b - 1,682335 = 0,817665 
hieraus 

AD = CD sin 30° = = 0,40883 

ferner 

CD'=ED'~ CE= 3,681301 - 2,5= 1,181301 
hieraus 

A'D' = CD' sin 30° = ; CO’ = 0,59065 
E. Nach No. 23, V. Ut 


( 12 ) 
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ln diuer Uleichnni; 13 befinden sieh 
2 Unbekannte A und t ; ea mufs deahalb 
der lallende Cuefficient [ hluzagoiof;en 
«erden. Nun ist 

F. Nach No. 23, VI. 
f (hier = 0,2) = j’ sin ^ß- Ai — Äs* (13) 
Setzt man nun in Gl. 12 die Werthe 
für ß and g und entwickelt A so erhält 
man; 

= 1,363.^466 - 2ÄS (14) 
Diesen Werth ton A in Gl. 13 gesetzt, 
gibt 

0,2 = 1,5625 - (1,3625466 - 2Äs) s - Bi' 
oder geordnet 

s> - 4,64504 s + 4,644866 = 0 
«orans s = 2,32253 ± 0,86557 
und s = 4-3,18809 und -h 1,45695 (15) 


Diese Längen sind die Entfernungen 
der Projeclion K des Anfangspunkts £ 
der Abscissen von den Srheiteln A und 
A' also die Längen hA' und A’4. Die- 
selben stimmen auch genau mit den ad 
A ermittelten Längen von h für die Or- 
dinalen der Scheitel A und A'; denn 
es ist 

DE cot ß = DE J » = 1,682335 p* = 1,45695 
und 

ffEeotß =3,681.301 l'J = 3,18809. 

G. Nun ist nach No. 23, V. und Glei- 
chung 43 

i-p-geotß 

aber AE ~ AC ß- CK 

and da g negativ, 
also -f CK = — g rot fl 

Ist, so ist f ebenfalls negativ und 


p=[- AC)=gcoifl + t = ~i,b l'i -1- 1,45695 = - 0,70809 (16) 

Eben so ist i'=p' — gcoifl 

aber -b A*K — -|- di*C -4 CK = -f- A'C — g cot fl 

nnd p’ = (+ A (^) = j cos /S-bs' = - 2,5 1 {4-3,18809 = + 1,02303 (17) 


Auch diese Längen von p and p' stim- 
men mit den ad A berechneten Ordina- 
len AD und A'D' für den Scheitel ; denn 
man erhält 

- 0,70809 X tj 30“ = - 0,40883 
and + 1 ,02303 X <j 30“ = 4- 0,69065 

H. Nun ist noch der Parameter A za 
bestimmen, und dies geschieht durch For- 
mel 14 für A. 

Man erhält bei s = 1,45695 
A = 0,50802 

Bei s = 3,18809 wird A negativ, wel- 
ches nnm^lich ist, nnd cs existirt na- 
türlicher Weise nur ein Werth für A. 

Für die Veneichnung der Hyperbeln 
hat man nun aus G: 

p = - 0,70809 
p'=4- 1,02303 

Nimmt man in der geraden Linie LK 
den vrillkührlichen Punit C, trägt nach 
einer Seite die Länge CA=p, nach der 
anderen die Länge CA* — p* so erhält 
man die beiden Scheitel der beiden durch 
Gleichnng 1 gegebenen Hyperbeln nnd da 
A = 0,507802 
^88 
3 

so hat man für die Hyperbeln die Glei- 
chung 

y» = 0.507802 • ® 4- 0,293 . . . . a:’ 

J. Zum Beweise, dafs die Hyperbel mit 
der Gleichung 1 übereinatimmt setie man 
für s eine bestimmte Länge z. B. AG = 10 
so ist 

y* = 5,07802 4- 39,333 . . . . = 34,41 135 
woraus y = 5,86612. 

Die Piojeetion K des Änfutgspunkts £ 


: 8,54305 


: 9,864666 


auf der Axe LK liegt vom Scheitel A 
entfernt um die Länge d£ = s = 1,45695 
AU= 10,00000 

mithin ist die Projection 
der zu AG gehörenden 
Abecisse EM von K ent- 
fernt 

und die Abscisse a= KU ist 
_ 8,.54305 
cos 30“ 

Nun war die Richtung der Abscisse ED 
negativ, folglich ist u= EM positiv und 
die Formel 7 für s mufs geschriebea 
werden 

z = 4- ZA”“:. * > p88 »*T472V+li45 

3 

Setzt man in diese den Werth von 
H = 9,864666 so erhält man 

s = - 61,8233 ±58,6612 
also s = — 120,4855 und —3,1621 
und die Zehntel davon genommen, für 
Gl 8: 

z = - 12,0485 und - 0,3162 
Ea ist nun 

das erste z die Ordinate MH = — 12,0485 
das zweite s die Ordinate MJ — ~ 0,3162 
subtrahirt gibt /// = — 11,7323 
und die Hälfte = 5,8661 = y 
K. Zur Ueberzeugnng, aale beide Hy- 
perbeln zusammen gehören und einander 
IS sind hat man aus No. G, 16 und 17 
AA’ = p + p’ = 1,73112 
hierzu x = 10 

gibt -*’ = AL = 11,73112 

älan hat nnn 

y* = - 11,73112 A 4- 11,7811»’ • B 
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= - 5,967 + 40,368 = + 34,41 1 
wie bei der ersten Hyperbel. 

Es ist dieses Beispiel deshalb so com* 
plicirt gewählt und so sorgfältig dnrch- 
genommen worden, damit die vorgetra- 
genen Gesetze über die Natur der Cur- 
ven erster Klasse als allgemein gültig 
erkannt werden. 

IV. Linien dritter und höherer 
Ordnungen o d e r C u r v e u zweiter 
und höherer Klassen. 

Diese Curven finden wenig .\nwendung, 
sie sind ihrer verschiedenen zusammen- 
gehörigen Eigenschaften wegen ebenfalls 
in Gattungen zu bringen und haben For- 
men der mannichfaohsten Art, und um so 
mannichfacher je höher deren Ordnung 
ist. Die I, No. 12 betrachtete Cissoide 
ist eine Linie der dritten Ordnung, die 
Konchoide No. 13 ist eine Linie der vier- 
ten Ordnung. 

Unter Familie von Curven versteht 
man die Summe der Curven, von denen 
jede einer anderen Ordnung angehört, 
deren Gleichungen aber allen der Form 
nach eine und dieselbe allgemeine Glei- 
chung zu Grunde liegt. 

So z. B. drückt die Gleichung 

eine Familie aus zu welcher die Glei- 
chungen gehören 

iß = ax 
= ax* 

y* = ax* n. s. w. 

Die bekannteren Curven und deren 
Kenntnifs verlang wird, als der Kreis, 
die Parabel, die FTyperbel, die Ellipse, die 
Konchoide, die Neoide, die Evolvente, die 
Cycloide, die Epicycloide, die Hypocycloide, 
die logarithmi.sche Linie, die Spirallinien 
n. s. w. werden in diesem Worterbuche 
ihre Artikel haben. 

Carvenlehre, auch höhere Geome- 
trie genannt, eine höhere Disciplin der 
Geometrie, ist die Lehre von denjenigen 
krummen Linien, (Curven) die nach 
irgend einem Gesetz gebildet sind, von 
deren Eigenschaften und von den Flä- 
chen und Körpern, die aus ihnen durch 
Construction hervorgehen können; wäh- 
rend die niedere Geometrie nur gerade 
und Kreislinien und die aus ihnen her- 
vorgehenden Flächen und Körper zum Ge- 
genstände ihrer Untersuchung macht. 
Auch wie die niedere Geometrie hat diese 
höhere G. ihren synthetischen und ihren 
analytischen Theil. Die Ableitung des 
Verhältnisses zwischen den AbscLssen und 
Ordinalen der Kegelschnitte im Art. Brenn- 
punkte der K. kann als synthetisch an- 


gesehen werden, die Entwickelung der 
Formen der Curven im vorigen Art. ist 
nur analytisch. Die hörere G. hat dem 
Obigen nach auch ihre Longimetrie, ihre 
Planimetrie und ihre Stereometrie. 

Der erste Theil der C. , die Kenntnifs 
der Curven selbst, eine eigentlicheCur- 
vagraphie ist in dem vor. Art. im All- 
gemeinen und aus dem Gesichtspunkt 
gegeben, dafs so viele Curven existiren 
als man Gleichungen aufzustellen beliebt. 
Diejenigen bekannteren Curven, deren 
speciell nicht Erwähnung geschehen, wer- 
den in dem Wörterbuch ihre Artikel fin- 
den. Der zweite Theil der hier noch ab- 
zuhandelnden C. besteht in den Aufgaben, 
deren Lösung erforderlich ist, um mit 
den Curven rechnungsweise verfahren zu 
können, also in einer eigentlichen alge- 
braischen C. 

I. Bestimmung der Tangenten an 
Cnrven. 

Tangente oder berührende gerade 
Linie in irgend einem Punkt der Curve 
heifst diejenige gerade Linie, welche durch 
diesen Punkt hindurch geht und mit der 
Curve diesen einzigen Punkt nur gemein 
hat, so dafs keine zweite gerade Linie 
zwischen ihr und der Curve durch den- 
selben Punkt gezogen werden kann, ohne 
dafs diese die C. in 2 Punkten schnei- 
det (vergl. Bd. 1, Art. berührende gerade 
Linie imt Fig. 204). 

Ist BT die Tangente an der Curve FG 
in B, so kann das Curven-Element in B 
zugleich als das Element einer Kreispe- 
ripnerie angesehen werden , deren Halb- 
messer in der normal auf TB in B ge- 
zogenen geraden Linie BN liegt, und da 
jeder Halbmesser auf dem von ihm be- 
rührten Kreiselement normal steht, so 
steht auch die im Berührungspunkt nor- 
mal auf der Tangente befindliche Linie 
normal auf dem (Turvenelement. 

Sind T und N die Durchschnittspunkte 
der beiden genannten Linien mit aer Ab- 
.scissenlinie AA’, BD die rechtwinklige 
Ordinate für den Punkt ß, so heifst für 
den Punkt Bi 

Die Länge der berührenden Linie BT 
zwischen dem Berührungspunkt B und 
der Abscissenlinie die Tangente. 

Die Länge der normal auf BT in B 
befindlichen Linie BN zwischen dem Be- 
rührungspunkt B und der Abscissenlinie 
die Normale. 

Die normale Projection TD der Tan- 
gente BT auf der Abscissenlinie die S u b • 
tan gen te und 

Die normale Projection ND der Nor- 
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male BN auf der Abeeiaaealinie die 8 ab- 
normale. 

Fift. 536. 


BD y 8]t ,, 
Df ~ Snbtg. “ S» ~ ' 


( 2 ) 


Nun ist Tangente 

\Dx) 




(LT 


\Dx) 


=^-,i'i+(r*)‘ (3) 


Da ^ DBN = z DTB = n 
so ist DT-.BD- BD -.DN 


B.I. 1, pag. 344 mit Fiu. 216 ist bereits 8<tbnormale 


€ntwickelt, wenn die form der Curve 
dnrrh eine reebtwinklijre Coordinaten^lci* “ 
rbnnft y^fx gegeben ist: 

Sabtangente DT~ = ^ 

(H) " 




fx-rx ( 4 ) 


(1) 


Ferner ist 

DTtBT=BD.BN 
woraus Normale 




BN = 


BD-BT 
DT ~ 




= fxfl^(Tx)* 


( 5 ) 


Beispiele (pag. 344) 1. die Parabel: 

r = p* 

h 

J5x 2y 

2y« 


Gleichung 
Es ist 


daher Snbtg. DT = —=1x 

'2" = 2^ _ 

Tang. BT - ] 4j’ -|- p* 

P 

Subnorm. DJV = -^ 

Norm. ÄA’= J t^4j’-t p’ 

2. Die Ellipse. 

Gleichnng: P' = ^ ■ (2<*a: - *^) 

„ . . 8 » r’ » - • 

Es ist * = ■ 


8a 


V 

2oa-x’ 




« — X 

y 


daher Snbtg. DT — 

c* 

'«" = «> 

Tang. «r=-»-^|/gp)V(„-x)» 
c® 

Subnorm. fllV= (« - *) 


Norm. BN = + [^ («-*)]’ 

II. Ist die Form der Curre durch eine 
Polargleichnng gegeben, so sei Fig. 537, 
C der Pol , EA die Polaraxe , Z V •*'* 
Polarabscisse für den Punkt B, BC = % 
der Polarabstand oder die Polarordinate 
Ton B: ferner sei BA die berührende ge- 
rade Linie an der Curre an B. Zieht 
man nun durch C die Linie TN normal 
auf CB, so heilst die I4nge BT der Linie 
BA die Tangente, deren Projection CT 
anf TN die Snbtangente, die in B 
auf BÄ bis in die Richtung TN errich- 
tete Normallinie BN die Normale und 
deren Projection CN anf TN die Sub- 
no r m a I e in Besiehung auf den Punkt B. 

Diese Linien lassen sich nun ans denen, 
welche für rechtwinklige Coordinaten er- 
mittelt worden sind, für die Polaicoor- 
dinaten ableiten. 

Fällt man nämlich das Loth BD auf 
AF, setzt CD = x, BD = y, so ist 

fy Z Ä.40 = rot z DBF= (I.Formel2) 

Nun ist z CBT=£ DBT - Z CBD 
mithin cot z CBT = eol (z CBD) 
und mit Hülfe dieser Gleichung ist Bd. I, 
pag. 345, B. mit Fig. 217 ermittelt. 
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Fig. 537. 




1 





jy . ; 






SiibtaDgente CT = 


Cot. CBT=-- 


o 

_(?;) 


(I) 


( 2 ) 


Nun erhält man die Tangente l!T aus 
BT=CTcneeCJir^CT- j'l + co<*CßT 
/~ö» 


•1 




WifJ 

Aus der Proportion CT:CB = CB-.Cty 
oder — j* -r ■•» = »! CÄ 


ropo 

(t)" 


Die Snbnormale C/V = 
BN 


da nun 
so ist 


»» 



yBC^ + CA> 


• / / 

dieNormale ßiV= I 


(*) 


(5) 


II. Bestimmung des Krnmmungs- 
kreises an Cnrven. 

Es ist ad I. gesagt, dafs jedes CnrTsn- 
element als das Efement einer Kreispe- 
ripherie angesehen «erden kann; der Kreis 
selbst, der diesem Elemente angehürt 
heilst der Krü mmnn gskreis oder 
Schmiegiingskreis der Gurre in dem 
Punkt. Ein Krümmungs- oder Schmie- 
gnngskreis ist also ein Kreis, der mit 
der CnrTe nur ein Element gemein hat; 
er ist zugleich der gröfste der Kreise, 
die durch einen und denselben Punkt der 
Gurre bindnreb gehen können ohne die 


Gurre in noch einem Punkte zu schnei- 
den, oder der gntfste aller der die Gurre 
in diesem Punkt zn berühren mögli- 
chen Kreis«, Der Halbmesser dieses 
KreifW liegt in der Richtung der Nor- 
mal» der Cnrre in dem Bernhrungs- 
ipuiiM und heilst der Krümmnngs- 
halbmesser. 

Dl* Bestimmung des Krämmiings- 
kroitM geschieht nnn folgender Art. 

Kn sei KBJ eine Gurre; dieaeihe sei 
durch eine rechtwinklige Goordinaten- 
gleichnng » ■* gegeben; cs soll 
der Krünimungskreis an dem Punkt 
B bestimmt werden. Ist nun A der 
Anfangspunkt der Abscissen, so ist 
AOsjc die Abscisse, ÜB — if die Or- 
dinate Ton ß. Stellt BIIL den Krüm- 

Fig. .W«. 


(,?;) 

oder 

Tangente = j 'sH gj)’ (») 

ve«/ 



mungskreis ror, so Hegt dessen Mittel- 
punkt C in der Normale BB oder in des- 
sen Verlängerung. Bezeichnet man die 
Abscisse AE des Mittelpunkts C mit a, 
dessen Ordinate EC mit 6, den Krüm- 
mungshalbmesser BC mit r, so sind diese 
3 Parameter o, b, r des Krümmungskreises 
zu ermitteln. 

Die erste Bedingung ist offenbar, dafs 
der Punkt B der Gurre sowohl als dem 
Kreise angehöre; hieraus entspringt die 
erste Bedingungsgleichnng 

BC^ = BG* + C(P 


oder 


r’ = {'j- by + (« — *)• 


0 ) 


Die zweite Bediugnng ist, da^ der Mit- 
telpunkt in der Normale liege. Ist dem- 
nach BT die Tangente an B 
so ist Z BTl) = Z CBG 

folglich DT.BD = BG:CG 

oder da 

DT als Subtangente (1. Formel 1) 

V8*) 
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© 


( 2 ) 


Die dritte und letzte Bedincnni; ist, 
dafs zwisehen dem Kreise nnd der Curve 
kein anderer Kreis durch B hindnrchfre- 
beo könne ohne die Curve noch minde- 


stens einmal so schneiden, «as ährigens 
unter der aweiten Bedingung zweimal 
geschehen würde. 

Läfst man, um dieser Bedingung zu 
genügen, die Abscisse x um ein MÜe- 
oiges Stück DK = k wachsen, so hat man 
nach der Taylorachen Reihe für die Curve 
y = <fx die Ordinate MK oder 


(.tu. 


Setzt man die Function von g für den Kreis, wie sie Oleichung I ausspricbt: (x 
so hat man für den Kreis die Ordinate KU oder 


»■=/■(•'+*) = 


tflfx 

i)x> 


Ofx fl*fx 
Bx* 

folglkb die Differenz BK beider Oidinaten 

Da nun nach der ersten Bedingung ifx = fx= BD = y, so ist 
* *'■ \8x ftxl ^\e*s 


Da nun diese Differenzenreihe mit den 
Potenzen von k fortschreitet, so kann 
man t so klein wählen, dafs, welches 
auch die eingeklammerten Differenzen 
sein mögen , jedes Glied gröfser wird als 
die Summe simmtitcher nachfolgenden 
Glieder. 

Wenn also zur Bestimmung der 3 Pa- 
rameter a, k, r noch 3 Gleichungen er- 
forderlich sind, nnd sie werden so be- 
stimmt, dafs die ersten beiden Glieder 
der Reihe =0 werden, also 

?)* 


Man siebt, dals diese Gleichung mit 
der 2ten BediofungsgleicbuDg identisch 
ist und dafs die nothwendige GleichseUung 
der beiden ersten UifTerenziale von ifx 
und fx die Be<lingung au.«s{>richiy dafs 
der Mittelpunkt des Krummuogskreises 
in der Normale liege. 

Schreibt man Gl. o: 




nnd differenzirt , so erhält man 


( 6 ) 


w 


so schliebt sich der diesen Parametern wotans (y — ä) = — 
zagehörige Kreia der Curve am innigsten 
an, weil mit dem kleinsten Werth der 
Differenzenreihe auch die Differenz KB 
die geringst mögliche wird. 

Um ans den vorstehenden Bedingun- 
gen die 3 Parameter zu entwickeln hat 
man Gl. 1 differenzirt: 

0 = 2 (y - 4) Sy - 2 (<i - x) fix 
Oy S(/'X 8/x a — x 

woran. = --4 W 


»>, 

Wi> 


O) 


Diesen Werth in 61. 6 gesetzt gibt 


lS7*/ 

Diese Werthe aus 7 and 8 in 1 ge- 
setzt gibt 


,1 + 


folglich 


(-■©v.hOTer [‘*©T 

\ ^ / pW 

0x> Voxv 
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II. o = x 


1 + 


fix' fly 



(9) 

( 10 ) 


111. A = y+- 


1 + 




(11) 


lieber das Voraeichen Ton r ist zu be- 
merken, dals das positire Zeichen die 
La^e r Ton B aus nach BF hin , das ne- 
catire die Lage r über B hinaus in der 
Verlängerung von FB bedeutet. Erste- 
res findet bei einer hohlen, letzteres bei 
der erhabenen Gurre statt. Da nun bei 
der hohlen Gurre das zweite Differenzial 
immer aubtractir, bei der erhabenen G. 
immer additir ist (rergl. den Art. con- 
rex und concar), so ist das Vorzeichen 
ron r mit dem Vorzeichen des zweiten 
Differenzials ron ji übereinstimmend. 

Beispiel. Die Parabel. Anfian^- 
pnnkt der Abscissen im Scheitel, Abscis- 
senlinie die Axe; Gl. ji* = px. 

Es Ut also 

Bx 2x 2y 

- ■ p - p’ - y 

Öx* ixy 4y* ~ 4x’ 

hieraus 

^^ (4x-bp)»/i ^(4x»-Ppx)*/i 

2pp 2x0 

-- ■•** + »’ 1 

3x -I- 4p 


A = y-t- 


2x 
-V 


4x« 


111. Bestimmung der Gurre der 
Mittel p unkte. 

Jeder Punkt einer Gurre hat seinen 
besonderen Krümmungskreis, und jeder 
derselben seinen Mittelpunkt. Diejenige 
krumme Linie, in weicher die Mittelpunkte 
aller Krümmungskreise einer Gurre lie- 
gen, heilst Gurre der Mittelpunkte, 
auch die E r 0 1 u t e der gegebenen Gurre, 
so wie diese wieder die Erolrente der 
Mittelpunktscurre heilst. 

Bei der No. II. gegebenen Goordinaten- 
gleichnng y — i/x ist die für dieselbe Ab- 
sciasenlinie und denselben Anfangspunkt 
der Abscissen a die Abscisse und A die 
Ordinate des Mittelpunkts ron dem zu 
dem Punkt B derselben Goordinaten x 
und y gehörenden Krümmnngskreise. Ist 
daher eine Erolrente JB& durch eine 


rechtwinkligeGoordinatengleichnng 9 = <f" 
gegeben und man soll die Erolnte finden, 
so nehme man die Gleichungen 

„ -o' 


Sy 


©X« 


1 - 1 - 


III. A = y-|- 


©■ 


(öx») 


Substituire in beide Gleichungen y 
und dessen Differenziale ans der gege- 
benen Function y = <fx, eliminire y so 
werden a und A nur durch x ausgedrnckt. 
Eliminirt man dann x aus beiden Glei- 
chungen, so erhält man eine Gleichung 
zwisimen a und A, welche die rerlangte ist. 

Beispiel. Die Goordinatengleichung 
für ^e Parabel ist 

y» = Vx = py 

Verfährt man nun so wie in dem Bei- 
spiel ad 11. so erhält man wie dort 
a = 3x + ip 

y l'px 

X aus beiden Gleichungen entwickelt und 
die Werthe einander ^eich gesetzt, ent- 
steht: 

(a - jp)* 

16 27 

woraus die rerlangte Gleichung für die 
Erolnte 

, 16 (x- jpr 

27p 


A» = 


IV. Bestimmung, ob und wo die 
Gurre einenWendungapunkt oder 
einen Rückkehrpunkt hat. 

Der Wendungspnnkt, in welchem 
eine Gurre aus der conrexen in die con- 
care Form übergeht, macht sich in der 
Formel oder Gleichung dadurch kennt- 
lich, dals der Krümmungshalbmesser für 
diesen Punkt ± so wird, weil hier das 
Element der Gurre geradlinig ist. Allein 
dieses Zeichen ist nicht genügend; es 
gilt auch für eine Spitze, einen Rnck- 
kehrpnnkt, demnach muls noch ein 
zweites Zeichen hinzntreten und dies ist, 
dals bei einem Wendnngspunkt rechts 
und links ron dessen Ordinate die Or- 
dinaten mögliche Grölsen sind, während 
bei dem Kuckkehrpunkt eine ron beiden 
Ordinaten unmöglich wird. 

I. Beispiel. Die Gissoide, psg. 
165, Fig. 521 hat die Gleichung 
xy» -I- X» — oy» = 0 
diese diffeienxiit gibt 
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jr* + 3x* - Sy (a ■ 




fiy _ y* -f 3 j * 
9x 2y(a~x) 


woraus ^ = 
ax 

Die Differenzialgleichung abermals dif* 
ferenzirt gibt 

Das xweit« Differenzial Ton y bildet 
den Nenner in der Formel für den Halb- 
messer des Krümmungakreises (Formel I, 
No. II.): demnach hat man das eben ee- 

fiindene ^ oder dessen Zähler = Null 

in setzen nämlich 

5y* -b 9x^ + 6xy* (x So) = 0 
Man ersieht, dafs «ef;en der einee- 
klammerten Ürüfse-Cx + So) nur entweder 
für X = 0, weil für x = 0 auch y = 0 ist, 
oder für x = einem negativen und klei- 


neren Werth als So der Ansdmck = 0 
wird. 

Nnn ergiebt sich aber ans der Gleichung 
xy’ -|- X* — oy* = 0 

dafs für ein negatives x die Ordinate un- 
möglich ist, nämlich 

y = *l/--f*- 

* V O-I-X 

Daher ist kein negatives x möglich, x 
kann nur 0 sein, der Punkt der Cissoide 
für x = 0 ist kein Wendungspunkt, son- 
dern ein Rückkehrpunkt. 

S. Beispiel. Die Koncboide pag. I6ö, 
Fig. S22 u. ÖS3, hat die Gleichung (pag. 
166) 4 

oder nach Entwickelung von x 

X _ (e * y ) -7* 

8y 

Hieraus das Differenzial 

ox 


fix = 

» L I'“* - y' 


* y I «* - y* - y) I a* “ y'' fty 




oder 

oder reducirt und entwickelt 
Nun hat man 




1 '“’ 




8x‘ 


o*c * y* 


»«y. 


» 


y»l'o« - I 


Ox* o*c ± y* 

_ (o*c * y*) [- y* -f 3y (o* - y*)] t 3y* (o* - y») 8jr 


(oV * y*)* |/ö* - y» 
- ”^y [■*» V — 3 T y'] 

__ y* (2® ~ 3ry* T y*) 

(fl»r±y»)3 “ 


\ o*c * y* / 


Dieses zweite Differenzial wird nun = 0 
wenn der Factor 

2a *c — 3/n/* y* =: 0 

wo das obere Vorzeichen ron y* für die 
obere» das untere für die untere Kon* 
cfaoide gilt. 

Kür die obere Koncboide entsteht also 
die geonlnete (tleicbung 

y* + 3cy* — 2a V = 0 (1) 

Für die untere 

y» - ,3cy* + 2a = 0 (2) 

1. ßeispiel. Es sei r = 1 ; a = 5, so 
hat man 

1. für die obere Koncboide die 
Gleichung: 

y* + 3y* - 50 = 0 


durch Probiren erhält man y = 2»909 
mit (y — 2,909) die Gleichung dividirt er- 
gibt die 01. 

y>4 5,909 y 4 17,28928 = 0 
beide Wurzeln daraus sind unmüglich 
und die erstere y = 2,909 zu beiden 
Seiten von ./i geiiomuien der Ort des 
Wendungspunkta. Dafs hier y au beiden 
Seiten von A genommen werden kann 
liegt darin, dafs wie pag. 16G, Gl. 5 vom 
4ten Grade darthut, für 4 x uud — x die- 
selbe Ordinate entsteht. 

2. Für die untere Kouchoide ist 
die Gleichung 

y* - 3y» + 50 = 0 

Die Wunel ist y = — 2,909; die Glei- 
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ehnng doioh » + 2,909 diTidiit irlbti nnd ea genagt eine der beidenGlei- 

y’- 5,909 y+ 17,28928 = 0 chungen lur Bestimmung der Wende- 
deren Mide Wnneln unmüglich sind, punkte. . „i • 

Die beiden Ordioaten reebta und linke SeUt man den Werth Ton y in Glei- 

Ton A für die untere Konchoide lind de- chung 12, pap. 167, *o erhält man für 
nen für die obere (gleich* Die der oberen beide Konchoiden 
erscheinen positiv, die der unteren negativ, 

s = - ± ~ V'25^.9Ö9> = * 1,398 


Die Weithe von y und i ln 01. 7 ge- 
seUt gibt Kr die obere Konchoide 

* = . 1,398 = 5,46478 

c 1 

Für die untere Konchoide, wo » nega- 
tiv wird (s. Ol. 8, pag. 167), indem * auf 
der entgegengeseUten Seite von A liegt. 

,= !=»,= (- 1 ,398) = -I- 2,66878 

c l 

Der Wendnngspunkt der unteren Kon- 
choide Hegt also der UittelUnie näher als 
der der oberen. 

In dem Beispiel entsteht für die untere 
K. ein Knoten (s. pag. 167, Kig. 623); es 
folgt hier ein solches Beispiel, wo kein 
Knoten entsteht, indem c> a gesetzt vrird. 

2. H e i SD. Es sei c = 10, a = h, so bat 
man die dleichung für die obere Kon- 
choide 

y» + 30y* - 500 = 0 

«s-f 3,8445 ist eine Wurzel und gibt 
^en der beiden oberen Wendungspunkte. 
Denn die 01. mit y — 3,8445 divinirt ent- 
steht 

y* + 33,8845 y ^ 130,269 = 0 
welche 2 negative Wnneln giebt, die 
nicht gelten können. Die 01. für die un- 
tere Konchoide würde sein 

y»-30y*+600 = 0 

Eine Wunel ist hier wieder die entge- 
gengesetzte deroberen nimlichy=— 3,8445 
nnd diese gibt die beiden Wendungs- 
punkte ; denn die Gl. mit y + 3,8445 di- 
vidirt gibt 

y» - 83,8845 y + 130,269 = 0 
welche 2 positive Wurzeln gibt, die hier 
nicht gelten können. 

Aus der Construction der Konchoide, 
und auch da für jedes * von 0 bis * « 
mögliche Werthe von y entstehen geht 
hervor, dafs die hier gefundenen Punkte 
keine Spitzen an der Curve sind. 

V. Rectification der CuTven. 

Hierunter versteht man, die Länge einer 
C. anzugehen , oder die gerade Linie zu 
finden, welche mit derC. einerlei Länge hat. 


BH = 1 äJ> + Jff = ] Aa-’ 


Ea sei ABG ein« krumme Linie, CX 
die AbaeisaenUiiie C der Anbufiapunkt 
der Abaciaaen; C£ = z', CD = x die Ab 
eeiasen, EA = y‘, DB = y di« Ordinateo 
zweier Punkte A nnd B dar krummen 
Linie, diese Ordinaten y', y als Functio- 
nen von x', X gegeben; man soll die 


Fig. 539. 



Länge 1 des zwischen beiden Punkten A 
nnd B befindlichen Curvenstücks be- 
stimmen. 

LäTst man CD = x nm das Stück 
DF=A* wachsen, so ist die Ordinate 
FG = y-l-Ay 
sieht man BJ 4= CX , 
so ist BJ = t)ß und GJ = C^y 
zieht man ferner dnrch B die Tangente KH, 
so ist 

Da die Tangente BH mit BJ densel- 
ben Winkel bildet wie mit der Abscia- 
senlinie, (nach pag 185, Gl. 2) die tri- 
gonometrische Tangente von ^HBJ 

oder ljHBJ=^~ 

Verlängert man daher die Ordinate FG 
bis sie die Tangente in H schneidet, 

8» 

so ist HJ — BJ tg HB J — Ax 


folglich GH = C^g 



nnd 
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Zieht man nun die Sehne BO so hat man 


BGyBJ^ + J(Pr= [/■ 1 + (|^) 

Es ist aber nach Lehren der Geometrie der Boj^en grö&er als die Sehne and 
kleiner als die Summe der beiden ihn aufserhalb einschliefsenden geraden Linien, 
oder BG<t^KBH + GH 


oder 

oder 












Lälst man nun den Zuwachs /\x von 
X beliebig klein werden, so nähert sich der 

Zuwachsquotient ^ in dem 3ten Verglei- 

chungsgliede beliebig seinem Greqzwerth 


folglich hat das eingeschlossene Glied 


oj ^ und die Differenz ^ 
fix Q X 


Ay 

A» 


denselben Grenzwerth 
tix 


Oder es ist 




kann be- 


liebig klein , resp, — 0 w erden ; das Tor- 
stehende Glied i -j- als Grenz- 

werthjbleibt ungeändert. Das erste Glied 
I -t- (^~) Vergleichung nähert 

sich seinem Grenzwerthe 1 + (ox) 

welcher dem ersten Gliede des dritten 
Yergleichungsglieiles gleich ist; es kön- 
nen also die das Mittelglied einschlie- 

Aa: 

fsenden beiden Glieder 


woraus 


I 


clx -f C 


Die Constante C l>e.stimmt sich daraus, 
dafs für x' der Bogen ^ =:0 winl. 

Beispiel. Die Parabel. Es ist 
y* = px wenn die Abscissen in der Axe 
vom Scheitelpunkt ab genommen werden. 


n also 

und 
also 




Dy 

Dx 


P_ 

2y 


/ 






Nimmt man des leiclatereu Intecrrirens 


-^1 
9x A* 

einander beliebig nahe gebracht werden, 
oder sie haben einerlei Grenzwerth und und man erhält 


Nimmt man des leichteren Integrirens 
wegen y als urvariabel , so ist zu setzen 

P 


Dy 


woraus 


;. = i [2y \^p^ -H 4y* + p’ logn (2y + ]^p* -|- 4yOJ + C 

4p 


Da die Coordinaten vom Scheitel ans in dem Pol C den Anfangspunkt der 
genommen worden, so ist füry=0 auch rechtwinkligen Coordinaten und man hat, 
A = 0 daher hat mau zur Bestimmung das Stück FB der Curve l gesetzt, 
der Constante: 


I 




0 = — [0 -}- p’ logn p] + C 

woraus C=---pVognp Nmi ist 

daher vollständig lind eben so 

, = i ^ 

2. Ist die Curve durch eine' Polarglei- Substituirt man diese Werthe iu die 
chung gegeben, so nehme man Fig. ö37 erste Formel, so erhält mau 
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also 


Nun ist 

fix F ' 9u> fix / 


fi(^ fix 


fi<^- fi<^- 


.1/,+ ö» .5vV 

^ ^ V89 8*/ 


daher 

und 


)/£)’+($)■ b,™. 


ys$ftn<p 

X = — $ cos (f 

fiy 1 • 


fix 

filp 


r» «tfl ^ - 


fis 


■ COS (f • 


(^)* + ® )* = [* ”" T - V T + ’ + § ”" ’ J’ 

= »» (sin 'tf + cot *if) + (■^) (*•" V) = »* + ( 


daher 


und 


Die Constante C «ird hier dadurch be- 
stimmt, dafa wenn man den Werth von 
a' für den Punkt F einsetzt, 1 = 0 entsteht. 
VI. Quadratur der von Curven be- 
grenzten Ebenen, 
nieruiiter versteht man die Bestim- 
mung des Flächenraiims einer Klieiie, 
welche durch eiue Curve, durch die Or- 
dinaten ihrer Endpunkte und das zwi- 
schen beiden befindliche .Stück der Ab- 
acisse begrenzt ist. 

A. Ist die Curve ABG durch eine recht- 
winklige Coordinatengleichung y = fx ge- 
geben, und soll der Flächenraum F zwi- 
schen AB, DE, y’ und y bestimmt wer- 
den, so lasse man x um das Stück EF=CiX 

Fig. 540. 


Zeichnet man nun die Parallelen mit 
CFi GH bis in die Richtung EB und BJ, 
so entstehen 2 Rechtecke EFGH und 
EFBJ von denen das Erstere = EF'x FG 
= A * (y + A y) gröfser und das zweite 
BFx EB = C^x‘ y kleiner als£FGß=AF 
ist. Man hat also die Vergleichung 
Aa'(y + Ay)>AF>A**y 
oder y -I- A y > > y 

Bei Ibeliebiger Abnahme von A x nimmt 
auch A y beliebig ab, uud es können die 
beiden äufseren Glieder einander beliebig 
nabe gebracht werden uud das dritte Glied 
ist der Grenzwertb des erstereu ; mithin 
ist y znglefcb der Grenzwertb des mitt- 
leren Gliedes und da dieses der Zuwachs- 
quotient von F als Function von x ist, 
so gebt derselbe in das Diflereuzial vou 

F über und wird = T— 

8x 

8F 

woraus = y 



wachsen, zeichne die Ordinale FG, so ist 
FC = y -(- A y und die Fläche EFBG = A F. 


und F= jyhx F C 

worin die Cxinstante so bestimmt .wird, 

dafs für x = x’; F=0 entsteht. 

Zusatz. Bei dieser Entwickelung ist 
ganz davon abgesehen, dafs C£ eine ge- 
rade Linie ist. Die Formel gilt also 
auch für den Fall , dafs CE eine in einer 
Ebene liegende Curve ist und die krumme 
Oberfläche ist dann das Integral der Or- 
dinate als Function des Bogens. 

Beispiel. Die Parabel : Wenn die 
Axe als Absciasenlinie, der Scheitel als 
Anfangspunkt genommen wird, so ist 
y’ = px oder y = |'pa- 


daher 


F=f\'px -f C = Vpfx\ + C= )> 


B 

XI 

f 


■i C = lx] px -I- C 


Soll die Parabelfläcbe mit einem zu- 
gehörigen X — x' beginnen, so hat man woraus 


0 = s»’|'px'^C 
C=->x- 
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nnd Tollatindig ist 

^=j‘^yp*-'^'yp^'=wpL^y^-*'vr'} 
Pur * =0, «senn also die Parabelfläche 
mit deren Scheitel beginnen soll, hat man 
F= Jx I pj- = Jxy 

B. Ist dl« Curre durch eine Polarglei- 
chnng gegeben, so ist (Fig. 541) die Flache 
ACB iwiachen dem Curvenstüek AB und 
den sn den Abacissen <f’ nnd q gehö- 
renden Urdinaten CA — t' und CB — % 
als F zu bestimmen. I,äfst man nnn die 
Abscisse 7 um das Stück B('F=^^if, 
wachsen, so ist Cf die Polarordinate 
(» + A «) in (1/1 + A 7 ) nnd der Ansscbnitt 
BCF=isF, Beschreibt man nnn ans A 

Fig. 541. 



die Bogen BC und Fll bis in die Rich- 
tung von CB, so ist der Bogen 
B (1 = i 7 

der Bogen FH = (t + A ») A 7 
folglich Ausschnitt BCG = A 7 
und Ausschnitt fCW = j(» + A»)' Av 
Zwischen beiden Au.ssclinitten ist der 
Ausschnitt ÄCf = A f begriflen, folglich 
hat man die Vergleichung 

4»*A<p< AF< i(s + As)’At 

«der 

Bei beliebiger Abnahme von A 7> winl 
das erste Glied 4»’ der Greiizwertb des 
dritten Gliedes j(s-fA»)“ folglich auch 


/^W ^ 

der Greniwbrth v6n v~- Dieser Znwaehs- 
A'p 

qnotient ^bt aber bei beKebiger Abnahme 
von A7‘ *1 das Differenzial von F in Be- 
ziehung anf 7. über, also bat man 

V.,k ^=i.Z 

und F = \f%*htf-\-C 

worin C dadurch bestimiot wird, dafs für 
7' der Werth von /»' = 0 entsteht. 

VII. Rest i mmn ng der Oberflächen, 
welche bei Uiudrehnng von Cur- 
ven um feste Axen entstehen. 

Es sei (Fig. 539) CX die Axe, um welche 
die Curve Alt sich lierumdreht, so soll 
die von AH orzeucrte Oberfläche bestimmt 
werden. Jeder Punkt der C. also be- 
schreibt eineu Kreis und die von AB auf 
CX gefällten Normalen, wie AE und BD 
sind die Halbmesser der von den Puiik- 
len A bis B beschriel>eneu Kreise. 

Ist CA' zugleich Abscissenlinie der 
Curve, A der .Vnfangspunkt der Coordi- 
naton, die Curve durch die rechtwinklige 
Coordinatengleichung gegeben, so 

setze VEinx, 0//=w, KA-y\ 

die von AB erzeugte Oberfläche = P. 

Wächst nnn dieAl>8cissej*um 
so wird die Ordinate /''f» = »/ + Ay 
nnd die durch den /.nwachs B(l der Curve 
erzeugte Oberfläche = A /*'• Zieht mau 
nun durch B die Tangente Btt bi.s in 
die Rirlituiig v«u /**// und die Sehne BG\ 
so werden v»ui den beiden geraden Linien 
Bll und Bfi zwei »bgekurzfo Kegelmiii- 
lel beschrieben. I)cr von BG begchric- 
l>fDe Kegelmantel i.'»t kleiner als A F, 
der von^ Bit be.scbriebcue Kegelmantel 
•f dem Kreisringstuck, welcher durch 67/ 
heschriebeu wird ist gröfser als A /•'• 

Nun ist nach i>ag 185, Gl. 2, wenn 
mau noch BJ f\V'zieht, 

<sz//w= 


daher 


//J= 


«nd «»=| 'a** + (|»)’a»» = Ax|, 

Der von BH gebildete Kegelmantel Ist aber 

71 (BD + FU) .BH = n (Bü + BD + JH) BH=n (27-I A* -p* ) A* j -f a> 
der von GH gebildete Kreisring 

Tr (f»> - f C>) = , l^FJ ^ _ f.ßr^ = „ ^ y - (, -f A»)>J 

n 13 
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der von BG gebildete Kegelmantel 


7i(ÄD + FG).ÄG=7i(2y + Ay)-V'A*’ + Ay* = ?»(2ff + Ay)Aar j/l +(^) (1^*) 


Zwischen der Gröfse (I + II) und der 
Qrölse (III) liegt nun der Zuwachs A F 
der Oberfläche F. Dividirt man die_3 
VergleichungsgUeder durch A^ su erhält 
man 


I. 


^"(2S+ of ^*)I- ‘ +(k*) 

III. =»(2</ + A!()J.'i + (|~ )’ 

so dafs I + II > ^ >111 

Bei beliebiger Abnahme von A a* ent- 
stehen nun folgende Aenderungen: 


In I wird das zweite Glied ^ A * des 

zweiten Factors beliebig klein und der 

Factor selbst 2y -f- A a- kommt auf 

seinen Grenzwerth 2y; da nun die beiden 
anderen Factoren u ngeäiule rt bleiben, so 

wird J = + 

In II kann der zweite Factor, indem 

— - seinem Grenzwerth sich beliebig 
Aa? 

nähert, beliebig klein werden ; sein Grenz- 


werth ist = 0 und der Grenzwerth der 
ganzen Gröfse II ist =0 
In III endlich erhält bei beliebiger Ab- 
nahme von Aa^> elso auch von Ay der 
zweite Factor 2y -f- Ajf seinen Grenzwerth 

2y, der Zuwachsquotient geht in das 

Differenzial über und es ist 

iH = 2»y J/i + 0' 

Es werden also I und III als Greuz- 
werthe einander gleich, und folglich mufs 
auch der zwischen liegende Zuwachsquo- 

/\ 

tient - — in dem Differenzial als seinem 
Aa? . 

Grenzwerth jenem Grenzwerthe gleich 
sein, und man hat 
DF 




iZ) 


uml F=2<ijlyi Sx+C 

Die Constanto ergiebt sich daraus, dafs 
wenn man x' für x setzt, F = 0 wird. 

Beispiel. Die Parabel, 
y* = px, also y = \'px und “ ? |/ 
mithin 


= 2/7 ßx |/ l + ^ Dj- = 2/1 \ p j 9a? = w 1/p + p 


9x 


4x -f- p ■= s 
9x 


_ I 

- 4 


Setzt man 
so ist 

und Ä- 

O ft 

oder 9x = {9ft 

daher F = /i y/p Vs • <9* 

« • 

. » ^ I ' 

= 4^ V'P • - = > P' 
i 

= pv(4x+ p)i +C 
Für X = x' wird F—0 
folglich ist 0 = jTT pv (4x' + p)i + C 
und vollständig die Oberfläche des para- 
bolischen Conoids 

F-^71 ph [(4x -f p)\ - (4x* -f p)* ] 
Fängt das Paraboloid am Scheitel an 
und ist geschlossen, so ist 

F= in pv(4x-f- p)\ 


VIII. Bestimmung der durch Um- 
drehung von Curven um feste Axeu 

hervorgehenden körperlichen 
Räume. 

In Fig. 540 bei der ad VII. gewählten 
Bezeichnung, soll der durch Umdrehung 
des Curvenstücks AB und der Ordinaten 
AD und BE nm die Axe CX erzeugte 
Körper K bestimmt werden. Der von 
AD beschriebene Kreis ist ny,’; der von 
BD beschriebene Kreis /»y*, der bei dem 
Wachsthum von x um ^x von OFbeschrie- 
bene Kreis ist n (y + A y)* und der bei 
der Umdrehung von BO, BE und OF 
beschriebene Körper ist A A'. Dieser 
Zuwachs des Körpers K ist zwischen 2 
Cylindem enthalten, von denen der eine 
den Kreis in B, nämlich ny* und der 
andere den Kreis in //, nämlich n (y + Ay)* 
zumGruudkreise und den Zuwachs £F=Aa* 
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wr Höhe hat. Man hat also die Ver- 
gleiehung 

>!»’• A»<AÄ'<n (y+As)’'A* 
oder wenn mit der Zunahme ron x eine 
Abnahme ron y geschieht: 

ny*A*>An>n(y + Ay)*A» 
oder mit A* diridirt 

Mit beliebiger Abnahme von As: also 
auch von A.W wird das erste Glied der 
Qrenxwerlh des dritten, folglich wird auch 
das mittlere zwischen lieideii begriffene 
Glied derselbe Grenzwerth, wobei es in 
ÖK' 

das Differenzial übergeht, und man 
hat 


woraus K=n Jy' T>x + C 
Zusatz. Es ist ny’ die Kreisfläche 
zu Ende des körperlichen Raums, der be- 
stimmt werden soll. Ans dem Entwicke- 
Inngsgange ist zu ersehen, dafs auch ein 
Körper bestimmt wird, der kein Umdre- 
hungskörper ist, wenn man statt nyS die 
Endfläche fx setzt, dann ist 
K— ffx öx -f- C 

Beispiel. Die Parabel. Ol.: y* = px 
K = n Jfx 8x = inpx^ + C 
Für x' statt X wird K = 0 folglich ist 
vollständig 

K = jop (x* — x'*) 

Setzt man für px und px' die Werthe 
y* und yi’ so erhält man 

K = (y*x-y,>x') 

Für X =0, also für das geschlossene 
parabolische Conoid hat man 
K = >jny*x 

CycloidfltpSldfll ist ein Pendel, welches 
statt in einem Kreisbogen, in einem cy- 
cloidiachen Bogen schwingt und der Qmnd 
für diese Einrichtung ist, dafs bei einerlei 
Länge des Fadens das Pendel durch 
verschiedene grofse Bogen gleichzeitig 
schwingt, dafs es isochrone Oscillationen 
macht. Dies Pendei ist so constrnirt wor- 
den, dafs man von dem Aufhängepunkt 
W aus nach beiden Seiten hin feste Flä- 
chen WA, WB von cycloidischer Form 
znsammensetzte und das Pendel an einer 
biegsamen Uhrfeder anfhing, die sich ge- 
gen das Endo jeder Schwingung an Jene 
Flächen zum Theil auf- und beim Rück- 
gang wiederabwickelte, wo dann der cy- 
cloidische Bogen innerhalb ACB durch- 
laufen wurde und wobei es auf die Länge 
der Auf- und Abwickelung nicht ankam, 
weil wie eben gesagt, jeder verschieden 


grofse Bogen in einerlei Zeit durchlaofen 
wird. In der Praxis hat sich das C nicht 
bewährt, denn bei den nur kleinen Bo- 
gen, welche durchlaufen werden, ist es 
schwierig, richtige cycloidische Chabionen 
zu fertigen, die Elasticität der Federn 
oder anderer Fädeu veianlalst eine anf 


Fig. 542. 



die richtige Bewegung nachtheilige Rück- 
wirkung und zugleich sind kleine Kreis- 
bogen ZU gleichzeitigen Schwingungen 
des Pendels ausreichend. Aus diesem 
Grunde soll dieser Art. auch nur kurz 
behandelt werden. 

Wenn die Flächen AW uud BW Cy- 
cloiden sind, von welchen die krumme 
Linie ACB sich abwickelt, so ist diese 
die Evolute der beiden cycioidischen Bo- 

f en. In dem folgenden Art. No. 7 mit 
ig. 543 ist nachgewieseu , dafs die Evo- 
lute der Cycloide selbst S ist, und wäh- 
rend (Fig. 543) die Evolute der Cycloide 
ACB ans den beiden Hälften AW und 
BW besteht, so ist hier die Curve ACB 
die Evolnte der beiden halben Cycloiden 
AW und BW. Ferner ist nachgewiesen, 
dafs Wp — CD ist, und der Erzengungs- 
kreis für die beiden Chabionen mufs die 
halbe Pendellänge zum Durchmesser er- 
halten. 

Dafs nnn der Isochronismiis bei der 
Schwingung des Pendels in einer Cy- 
cloide statt findet, liegt in dem No. 8 
erwiesenen Gesetz, dafs jeder von der 
Mitte C ansgemessene Bogen, wie CL = 
der doppelten Sehne CP ist; d. i. der 
Halbmesser r multiplicirt mit dem 4fachen 
Sinns des von C bis L abgewickelten 
Kreisbogens CP oder LK, dus also die 
von dem Pendel durchlaufenen cycloidi- 
achen Bogen mit den Sinns der ihnen 
zugehörigen aus W beschriebenen Kreis- 
bogen in Proportion stehen. Denn als- 
dann vereinfacht sich der Ausdruck für 
die Zeit I einer halben Pendelschwingung 
und es ist 


r;- -.- t". -igli 
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' = ca] 

hieriu ist t die Zeit, in welcher das Pen- 
del von A' bis E ßllt, / die Länge des 
Pendelfadens, g die Rescblennignng. Setzt 
man nun CE = 0 so ist die Zeit des Fal- 
lens bis C, nämlich 

• = i'’ Vfg 

unabhängig von der Länm des Bogens, 
durch den das Pendel ßllt und ßr alle 
Bugen wie EC oder AC gleich grofs. 

Cycloide wird durch jeden in der Kbene 
eines Kreises hehndlichen Punkt beschrie- 
ben, wenn dieser Kreis innerhalb einer 
Ebene auf einer geraden Linie sich der 
Art fortwälzt, dafs er mit der Abwälzung 
eines Bogens auch um dieselbe Bogen- 
länge auf der geraden Linie fortscbreitet. 
Die gerade Linie heifst die <i r ii n d - 


linie oder Baois der C., der sich um- 
wälzende Kreis heifst der Erzeugungs- 
kreis und der Punkt, den die C. be- 
schreibt der beschreibende Punkt. 

Liegt der beschreibende Punkt in der 
Peripherie des erzeugenden Kreises so 
heifst die C. die gemeine C., Radlinie; 
man versinnlicht sich diese Linie durch 
Beobachtung der Curve, welche der Nagel 
eines Wagenrades während der Fortbe- 
wegung des Wagens in der Luft beschreibt. 
Liegt der beschreibende Punkt innerhalb 
der Peripherie, so entsteht die gest reckt e 
oder gedehnte G., welche z. B. die Kur- 
helwarze an dem Treibrade einer Loco- 
motive beschreibt. Liegt der heschreilieude 
Punkt aufserhalb der Peripherie, so ent- 
steht die verkürzte oder verschlun- 
gene C., wie sie z. B. die Windescheibe 
auf iler Welle einer zu einem Krahn ge- 
hüreuden mit Laufrollen fortzubewegen- 
den sogenannten Katze beschreibt. 


Fig. S43. 



2. Es sei .-I/i die Basis, AE der Kr- 
zeugungskreis im iVnfange seiner Bewe- 
gung, .< also der beschreibende Punkt, 
ist AI) die Länge der halben Peripherie 
und befindet sich der Kreis über i), so 
liegt jetzt der Punkt E in I) und der 
Punkt A in C. Ist 1)11 die Länge der 
zweiten Hälfte der Peripherie und' befin- 
det sich der Kreis über ß, so ist von A 
bis B der ganze Kreis ahgewälzt, der 
Punkt E ist nach E, der Punkt A nach 
B gekommen, und ALCHB ist die mit 


einmaliger rmwälzuug des Kreises von 
dem Punkt A beschrieueno G. iJer senk- 
rechte Durchmesser in der Mille der Be- 
wegung heifst die A xe der G.; der Punkt 
C der Cycloide ist vou der Basis am 
weitesten, und zwar um den Durchmes- 
ser des Erzpuguugskreises entfernt und 
heifst der Scheitel der G. Vou der 
Axe ab sind beide Hälften der C. einan- 
der pc. 

3. Es sei der Kreis bis über J ge- 
kommen, JE sein lothrechter Durchmes- 
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«er, G sain Mittelpunkt, so ist der Punkt ist Bogen JL = rif; yerlängert man MC, 
h in der Cycloide der Ort des beschrei- so ist 

benden Punkts, es ist der Bogen JL auf £JV = riin 7 ; MiV = = Bogen JL = rtf 

der Linie AJ abgewilst und /I J = Bo- GN=rco$if 

gen LJ. und man hat die beiden Gleichungen 

Nimmt man die auf AB normale AE für die C. 


inr Abscissenlinie (vergl. Bd. I, pag. 343 
mit Fig. 215), so ist AM = x die Abscisse 
nnd ML—y die Ordinate von L. Zieht 
man GL, setst den Bogen für den Halb- 
messer = 1 swischen den Schenkeln GJ 
and OL = tp, den Halbmesser GJ = r, so 


x = T — reoiif (1) 

y = rtf — r lin 71 ( 2 ) 

Ans der ersten Gleichung erhält man 


siii 71 = (/I — cos * 7 ) = 1 - = 


y irx — a:* 


Ans der 3ten Gleichung tel C zum An&ngspunkt der Absciasan, 

/ r — x\ so ist CO = x, die Abscisse nnd OL = y, 

71 = Are ^cos — j Ordinate für den Punkt L. 

daher Nun ist AM = AE — CO 

jf=ryirc(^oos -^-j-y2rx-x» (4) , = lr-x, 

4. Nimmt man den lothrechten Durch- ond y = ur-y, 

messer CD znr Abscissenlinie, den Schei- Diese Werthe in Gl. 4 substituirt gibt 


nr— y, xrAre (cos 


r-(2r-x,)' 


y, =r[^,i -Arc|coi^L^j | 2 rx,-x,* 

Da arc ^cos — ^ den Bogen 

71 — .4rc (cos — j,~) Halbkreise er- 

gänzt, so ist 

folglich hat man 

y, = r Arc^cos—- j -f- l'2rx, - i,* (5) 

Zieht man den Halbmesser PQ, so ist 
dieser ^ LG 

Bogen DP = Bogen JA = r arc (cos ~ 

folglich Bogen CP=r arc (cos 

Da nun z^leich OP= p 2 rx, -x,* 
so ist nach I^rmel 5 

y = OL — Bogen CP+ OP 
aber auch y = LP+ OP 
folglich Bogen CP=LP 

5. Die Construction der Tan- 
gente an einen beliebigen Punkt L ist 
Bd. I, pag. 343 mit Fig. 215 gezeigt: Man 
erhält sie in der geraden Linie KL. Ver- 
längert man diese bis S in der Abscls- 


- I 2r (2r - X - (2r - X , )« 


^enlinie AE^ so ist LS die Tangente und 
MS die Biibtangente; da nun LJ mit LK 
rechtwinklig ist, so hat man in der Ver- 
längerung LR von JL bis .an die Ab- 
scisäenlinie AE die Normale und MR die 
Subnormale des Punktes L. 

Wenn man für irgend einen Punkt L 
der C. den Erzongungskreis in seinem 
zugehörigenStande zeichnen will, so zeichne 
man über irgend einem Punkt z. B. D 
der Basis AB, den Erzeuguogskreis CP/>, 
ziehe LPi=ABy die Sehne rD und aus 
L die Parallele LJ dsimit, so ist J der 
Ort für den lothrechten Durchmesser des 
verlangten Erzeuguugskreises. 

6 . Die Lage des Krömmungs> 
halbmessers ist durch die der Normale 
bekannt, die Länge desselben ist nach 
pag. 188, Formel 9 




Ans Formal l und 2 entspringt 
Sx 

g-^-=r..«7 

a - = r - r cos <f, 
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hieraus 


Ö* _ r — r roi _ 1 — co* tf _ 




kix 6#^ * h< 4 ‘ rtin tf 
Zur Auffimlun^ der zweiten Differenziale hat man 

fia- 8y 

ft«/ <J#/* ft»/ fta:’_ r II« (/ • r *iw »/' - r (1 “ foi »/) • r ro* »/^ 

— — , ; , “ — * ^ ^ . 


Ojr* 


(?T 

1 \ - cot if 

r »i« *(/' 


H ii« 


r <in 


folglich 


P = + 




V *'/' *V' ^ 

= 4r »1» . cot ~ »ec y 


(/) 

4r <ii> ^ CO» 


(ß) 


Nun ist /_ JKL = } Z JßL = ^ 
JK=ir 

daher JL — 2r «t« 

woraus fol^, dafs der Krümmungsniittel- 
punkt in Tsich befindet, wenn Z» 7= 2 JL ist. 

Nun ist JL^ = JhxJN = 2rx 
daher JL = v2rar 

und p = L7 = 2|2rx (7) 

Die Abscisso x für den Scheitel ist 
= 2r, daher ist (» für C = 4r = 2CD. D. h. 
der Krummungahalbmesser des 
Scheitels ist = der doppelten Axe, 
er lie^ in der doppelten Verlängerung 
Ton CD. 

Dies Resultat erhält man auch aus For- 
mel 6 ; denn für C wird rp der gestreckte 

Z.DQCj also •^ = 90® und tf. = 4r. 

Für den Anfangspunkt A ist <f —/_AMA 
= 0 und ^ = 0. Aus Formel 6 und 7 

g eht also hervor, dafs f> für A =r 0 ist. 

h. Es existirl fürA keinKrüm- 
mungskreis, und jeder mit noch 
so kleinem Halbmesser beschrie- 
bene Kreis würde mit dem ersten 
Element aufserhalh der Curve 
fallen. 

7. Die Gleichungen für die Curve 
der Mittelpunkte oder die Evolute 
der C. erhält man durch eine Coordina- 
tengleichung für den beliebigen Punkt 
T derselben. 

Fällt man demnach das Doth TU auf 
AEy setzt 7(7 = w, A(/ = t, so hat man 
A/in/^ALAW 

daher z. RTU = ^ LKfi = 

Nun ist 


» = J7 »in ■— = |^2rx • lin ^ (8) 

u = AJ + JT • cos " 

= Bogen JL -P J7 cos -~ 

= ^ff’ + V'^2rx • cos “ (9) 

Nun ist Gl. I. x = r—rcotff 
hieraus wenn man mit 2r multiplicirt 
und radicirt 

I'^2rx = r p2 (1 - cot (/) = 2rsin ^ 

Diesen Werth in die Gleichungen 8 
und 9 für u und e substituirt, entsteht 

e = 2r si« ~ =: r (l — cos y) (10) 

und 

r/) cp 

« = r»/ + 2rsm y 2 “ rsi«</. (ll) 

r — f» 

Aus 10 ist cot q = 

’ r 

Daher si« 9 = | 1 — cos 

r — r\* _ 1 ’2rc — c* 
r I r 

und . y. = Are |cos --y") 

Diese Werthe in Gl. 11 substituirt gibt 
II = r Are ^cos = — - ^ 1 2rr — (12) 

Setzt man in diese Gleichung x, für r 
so erhält man Gleichung 5. Die Evo- 
lute ist also eine mit dergegebe- 
nen C. congruente Cycloide; oder 
vielmehr sie hesteht aus 2 halben Cy- 
cloiden, deren Scheitel in A und B lie- 
gen, deren gemeinschaftlicher Anfangs- 
punkt W in der verlängerten Axe CD in 
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Entfernuof; f^D =■ 2r von AB liegt nnd 
riereo Basis durch tV mit der Basis AB 
4: läoft, io der Form, wie Fig. 543 pnnk- 
Urt angegeben ist. 

8. Rectification der Cycloide. 

Setzt man Bogen AL = $ so ist nach 
pag. 191, rechts l oder 


Nach No. 6 hat man 

Ox ^ S 
Sx = r sin if fty 


»x + C 


daher 


-’/y 

=/ 


*cp 

1 + 'J V ■ «» 'P 


T”‘ 2 


9^ — lec itH <f öy. 


also s = — 4r cos ^ ~t- C 

« 

Für Y ~ ® ® 

folglich ist 0 = - 4r + C 
woraus C=-f4r nnd man hat 

yli = s = 4r — cos (13) 

Für y = 180”, also für -y = 90° ent- 
steht die halbe Cyeloide AlC = 4r 
d. h. die halbe Cyeloide ist = der 
doppelten Axe. 

Es ist ^JKL = ^ 

also KL = 2 cos .y 

daher ist Bogen AL = s = 4r — 2 KL 
und da die halbe Cyeloide = 4r ist , so 
ist der Tom Scheitel C ab gemessene Bö- 
en CL =2KL = 2CP 
. h. die vom Scheitel ab gemes- 
sene C. ist = der doppelten Sehne 
des in der Axe befindlichen Er- 
zeugu ngskreises, welche durch 
die Ordinate OL des Bogens ab- 
geschniten wird. 

Es ist KL' = KJ y. EJY= 2r-(2 r- x) 
daher Bogen Ct = s' = 2 1 '2r (2c — x) 
oder wenn man, wie No. 4, CO =x' setzt 
Ci = s'= 2 ) 2rx’ 


nnd^der Bogen 

Ai = s = 2 (2r - l'2r (2r - x)) _ 
= 2 (2r - 1 /2rx') 
9. Quadratur der Cyeloide. Fällt 
man das Loth iF, so erhält man das 
Flächenstöck ACV (nach pag. 192) 

P =J X f)j 

oder das Flächenstück 

ALMz=F=fyBx + C 

Nun ist (Gl. 1) y = r (y - sin y) 

(No. 8) 8x = r sin y 8y 
folglich F* = r*y(y - sin y) sin y 8y 
. = r*y"y sin V 8y — r*y sin *if' Sy 

Es ist 

/v sin y. = if f sin y> — / (_/»•" V' 9y ) ®y’ 
= — yi cos y — y — cos y' 8y> 
= — y cos y -i sin yi 
J^sin ’y 8y = lin y- • sin y 8y. 

= sin y /siny 8y — y [cosy 8y> /siny 8y ] 
= — sin y. cos y -|- ycos *y. 8y 
= — sin y. cotif+J 8y — y sin ’'/• 8y 
hieraus 

2 y*sin *y 8y = — sin y cos y. -1 y 
und y* sin *y- fly. = 4*1 “ 1**” *f c°* *F 
Diese Werthe eingesetzt ergibt 


F’ = r’ [sin y — y cos y — 4 y -|- 4 V 7 ] (Id) 

das Rechteck Aäfi V ist = x ■ y = r’ (1 — cos y ) (y - sin y ) 

= r* [— sin y — y cos y -(- y + sin y ros y ] (15) 

hierron F" abgezogen gibt den Flächenranm 

ALV = F= r* [4y — 2sin y -|- 4*'>* 7 cos y] (16) 


Für y = 0 Terschwindet die Fläche, 
also ist die Oonstante = 0. 

Für y. = 180°= n hat man 
das Rechteck CDAE = 2str* 


= dem doppelten Erzeugungskreise (17) 
die Fläche AECLA (aus 14) = ^nr* 

= dem halben Erzeugungskreise (18) 
die Fläche ADCLA (ans 15) = jrtr* (19) 
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die ganze cTcloidische Fliehe /(C/; = 3/rr''' kann nun von der Fliehe CDA dl« 
= dem siaehen Eirengiingakreizc (20) Fläche y4COß = .il K -|- 01, FO abziehen. 
die ganze äiifsere Fläche AKFHV l = or* Sun ist Fläche 
= dem Frzeiigungskreise (21) CI>A = jiit^ 

10. üm die Fläche CLO zu rinden ili F = r* — 2ii» yi + i»in y co» 7] 


OL VD=x(r i -y)-r\\-c(ini){:i -'f j-sin 7)=r*|(7-7)-( r-7)eo»7 f ji» if -iini/ cok/ ] 
daher AL F - OL FO = r* [.7 ^7 — «in 7 — (7 — 7) ce* 7> — ^«in 7 cos 7] 

und Fläche 1*1-0 = F" = r-* [i (.7 — 7) I- «in 7 -f (7 — 7) co* 7 7- ^««n 7 co« 7] 

Setzt niau 7 — </> = 7', .«0 ihifs das Flächenstnek CLO von der Axe nnd dem 
Scheitel aus genommen wird, so hat man zugleich 7=7 — 7' also cotif = — cat i/i‘ 
und «in 7 = «in 7 ' und es ist Fläche 

CtO = F’=r»[.l7' +.in7' -7' «>«7,' - i«in 7 ' co« 7'! 

II. Die änfsere Fläche C/1 ist =4^CZ10 — CIO 
# QZLO = x' • !/' = (2r - x)(r.7 - j) = r*(l + cos 7) (7 - 7 +«in 7) 

= r* [(7 — 7) + (7 — 7) cos if’ + «in 7 -i* »in 7 cos 7] 

= — 7 ' eo» 7' f«in7‘ — «in 7-' co« 7.'] 


(•12) 


hiervon CIO (Formel 22) abgezogen bleibt 
Fläche CZ 1 = { r’ (7 ' — «in 7 ' ro« 7 ' ) (23) 
12. Zieht man durch den Mittelpunkt 
^de.« in der Axe befindlichen Krzengungs- 
kreises eine grade Linie QL der Basis 
AI), fällt das Loth IF auf AI) so ist 
7 


7 = 7 


= 90° 


Fig. ,--t4. 



Also F X ALV (Formel 13) 

= an-2)r> (24) 

P' = CLQ (Formel 22) 

= (i7 + I)r> (26) 
hierzu □! FOß = r • j' 

= (TV + l)r» 

gibt die halbe cy- 

cloidiscbe Fläche ACD = ,7 r’ (26) 

13. Zieht man die Sehne CI so ist 

ACt0=5C0*0t=iry‘ = 4r*(7-7 +«in7) 
hier ist 7 = 7.7 

folglich ist A Cl-P =(-^ + i) c’ 

dies abgezogen von der Fläche CLQ (For- 
mel 25) 

bleibt Segment CIF über Ct = lr’ (27) 

14. Halbirt man CQ in F., zieht KPA^ AD, 
so hat man cos 7 ' = 7 

also 7 ' = 60° 

Mithin nach Formel 22 


die Fläche CEF= r* [ (7 ' f «in 7 ‘ - ^7' — l»«n 7 ') = Jr’ «in 7 ' 
Zieht man nnn DO 

so ist A DEG = jO£ • EG = jr • r «in GQE = Jr’ «in 7 * 


Daher Fläche CEF= A DEG (28) 
15. Die gewölbte Oberfläche, die 
der Bogen . 11 (Fig. 543) bei der Drehung 
um AM beschreibt, findet man aus der 
Formel (pag. 194, rechts) _ 

Nun ist >j-r (7 - «in 7) 


Ans No. 8 hat man 
daher 


8« 


>3 


8x = r «in 7 Ö7 


l’’=27r^(7-«in7)| 1-Hj ('|)«in 7-87 
woraus nach erforderlicher Umformung 


welches einen Ansdntck mit logn gibt ist. Eben so practisch unbrauchbar i.st 
und der von keinem practischen Nutzen der .Ausdruck fnr die Oberfläche bei der 
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Drehung um wo in obiger Formel y'=;»r — y=r(w— ^)+ r»m(;)=rr(7/+«n70 
(für F) y mit x tn vertauschen ist. «'=r(l — coif/»') 

16. Nimmt mau dagegen die Axe CD j. 

der Cycloide xnr Umdrehungsaxe, .so hat ^ Ö</)' ~ ^ ' 

man die Oberfläche durch die Um- . » 

drehung des Bogen.s CL um CO 

nach derselben Formel gy» I -|. co$ 

f’=27r/J’l I C "" V a , 

•/ ^ r Vöx / und ?)x = r im r/- • Ö«f 

Nun ist folglich ist 

F= 2nr* ßf' + .i» 7 ■) ^ 1 + ”* 'f ’ ' »7 ’ 


Nnn iit 1 + ( i±^)’ = ü* +4??,») ^ 

' am tp / aifi *(u ain *i 


at» *ffi 


4 cos 
sin ’<f 


(f) 


Alio 

F= 4 nrß(<f’ + «* t,*) cm y . 8^,’ 

IC* 

(Jm du lategnl ganz dnreb y ans- 
zudiäckeo, hat man 

7 .' + «<• 7 .’ = 3 ^ + 8 »in ^ . CM ^ 

nnd 87 = 2 8(^-) 

Also wenn man zugleich n für ^ schreibt 

F = I ßnr^Jla + li» rt • coi «) CO» « • 8« 
Schreibt man das Integral in 2 Glie- 
dern, also 

Jo • cot rt • ön + ß sin n • cot • 8o 
so ist nach der allgemeinen Reüuctions- 
formel 

ß(fxfx=itfxßfxiix -~f%ßx ßfxhx 
I. ßacotoho — nfcotaha^j^aßeotoha 
~ n tin a —ßtintt 8 <e = n »in a -h cot a 
llj'tin a cot *a 8o 

s »in tj eof *« 8a Jh »in tjcot *c 8a 
— nntjcos'^aho^jcotojeot *«8a=i4-J? 


und f = 16/ir*(I -H II) 

Nnn ist fcot *n 8a c | (sin r cos o + «) 
daher ils:i»iiia(»i»aco»a + f() 
nnd ß=|yM»a(fi»R*co»« + «)8« 

= ^ß$inacot ht Bn-\-^ßu cot n 8a 
sr^inaco»*« 8«+{(a»ina+ce»«) 
Es ist also 

ly'sin rt • cot V Ö« = Ä- j (rt »in r+co« «) 
nnd nach II. fsi$tncot^rtüit = A- B 

folglich die beiden letzten Ausdrucke 
addirt 

^ßtinacoi ^(t Bit=:A — {{rtstna + cos n) 
und 

ii./.i» rco»*«8r = Jil- J(n»inR+ooin) 
folglich 

I + II = « »in ^ ^ n+o) 

— 5 (R»inR + co» n) 
=: R sin a + *co» r + jsin cot rt 

Schreibt man nnn wieder ^ ^ 

erhält man 


«i» Y+I««y + {«* (y)«** |- + ^] 

Für (j) = 0 wird F =0 folglich ist 

0=16nr»(0 + 3-l + 0 + C) 

also Tollatändig 

'ß'«'-’ [ Y «» Y - i (f - «*» y) + i «» ’(y) \] 

OherMche d»r gaoaen Oyeloi'do ’ *' [ Y ~ ” J ” ® ’ ~ 
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17. Dreht sich der Bof;en um AI', K = it 

so erhält man den dadii rch erzeogten Es ist zr;r(I-eof 7 ) 

U m drehu ngskörper aus der Formel y = r(y->iny) 

pag. 195, links. woraus 8y = r (1 — cos </) hif 

daher K — - cot *i;) (1 — cos ’</) Ö<j = — cot (/)• 8<p 

= — 3cos tf + 3cos ’(/■ ~ “* *’/) 9'7' 

= - 3yioi 7 + 3 /coj *(/ Ö'f — y«* *V 

Nun Ut yfey> = y 

Jcoi 8^’ = ttf» tft 

jeot ^ (fifi (ff cos (/ + <^ 

* fcos Ö<^ = i «in (co« + 2) 

daher K = nr* [r/i - 3«in y + , «m tf>cosif ~\- — {«in y ro# — }<in y] 

= nr* [{<y. — ^/«in + {«in co« ip — {«in y- co« V + ^ (31) 

Für ^ = 0 wird ÜC == 0, daher C = 0 Axe CD so hat man 

der von der Fläche ACD durch Umdre* K' - » /i^ Öu' 

hunjf um AD gebildete cycloidische Kör- • 

per ist» wenn man n für ip eetit SeUt man aus No. 16 die Werthe von 

= 5n’r* (32) y' und hx' in dieae Formel, so erhält 

18. Dreht sich der Bogen LCD iim die man 

Ä' = nr^ßif* sin yV«in nr* [ /#/■'* sintp' A- 2 Jtf * sin *</ * +/«in *V '] Ö V * 

Nun ist nach der No. 16 citirten allgem. Reductionsformel (das Gestrichelte 
fortgelassen also (/ ' = yi gesetzt) 

I. y»/ * sin tp 9y = — y * co« y + 2 fip cos *p< hip = “ y * co« y -f- 2y «in y; 2 ce« y> 

II. Jtf «in ’y =s y> Jsin «y 9y — //*•*• 8V’ 

{y (— CO« tf «in yt + y) — {,/(~ V **” V “ 9) Öy = A — fi 
ß = - » yli« 2y (Ö2y) + Oy = + 5 cos 2y + Jy* 

daher 

II. /y «in -y = {y (— co« y «in y + y) + {co« 2y + {y* — {y «in2y — |c«s2/i 

III. fsin Oy = J'sin y «in *y Oy = «in y y*in *y Ö7 “y" T,/"”** V 

=: — {co« y «in *7 - { co« y 

Hiernach 

Ä'= 7rr*[{y3 (l -2co« y)-f {y (4»in y. - sin 2y) + jcos y - Jcos 2y- {«iny sin 2y] + C 
oder ,, 

= [y ^ *(1 -2co«y)+7 sin y (2-cosy)-f Jcosy (4-«in*7) H («in co»*/) - ] {} (33) 

Für y = 0 Torschwindet der Körper daher C* = r; ({ — i)= — gesetzt wor- 
den ist. 

Der von der Fläche ACD durch Umdrehung um die Axe CD gebildete cycloi- 
dalische Körper ist bei y = n 

K = .7r» [V'i* (1 + 2) + • (- 1) . 4 -t { (- {) - i{] = nH [in* - {] (34) 

Cycloide. Die gestreckte oder ge- cloiden; D der beschreibende Punkt für 
dehnte und die verkurzto oder vor- die gemeine 0., d der für die verkürzte 
schlungene Cycloide. Es sei liD C. und d der für die gestreckte 0, und 
der lothrechto Durchine.sser des anf der D, rf, 6 sind die Punate dieser 3 C. in 
geraden Linie AH sich wälzenden Krei- deren Axe. 

ses, C sein Mittelpunkt. Aufserhalb und Ist der Mittelpunkt des Kreises wäh- 
innerhalb CD seien an CD die beiden reiid seiner Wälzung nach E gekommen, 
festen Punkte t/, J verl)uuden, so sind FC sein lothrechter Durchmesser, lo ist 
Df df d beschreibende Punkte tu drei Cy- BF = dom Bogen BAf, der von B ab aof 
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AR sich abgewslzt bat, so dafs M nach 
F irekammen ist, = dam Bogan Ol., um 
welchen der Punkt D nach A hin fort- 
geschritten ist. Der Halbmesser CD be- 
findet sich also jetzt in El., und mit dem- 
selben der Punkt <f in f und der Punkt 
<f in i. Folglich sind L, I und i Punkte 
der genannten 3 C. 

Ist BA = der halben Peripherie des Krei- 
ses, so ist bei der halben Abwälzung des- 
selben D nach A gekommen, der Halb- 
messer CD nach kA und mit demselben 
der Punkt d nach a nnd der Punkt if 
nach n. 

Ist CH = kH = dem Qnadrant DN des 
Etzeugnngskreises nnd befindet sich des 
sen Mittelpunkt in H, so liegt CD waa- 
gerecht; D liegt in K,d in k und J in x. 

Von hier ab kommt 
CD unterhalb CK, 
der Punkt rf geht 
nberden lothrechten 
Durchmesser A J 
hinans, beschreibt 
den Bogen kea und 
die halbe rerkiirzte 
Cdst die Linie dlken. 

Der zweite Bogen 
afk zwischen a n nd ä 
gehört schon zu der- 
jenigen verkürzten 
C-, welche entsteht 
wenn der Kreis von 
A ans in die Ver- 
längerung von BA 
tritt; er bildet mit 
der ersten C. eine 
Schleife nnd in k mit 
derselben einenKno- 
ten k, weshalb diese 


C. auch die rer- 
schlnngene C. ge- 
nannt wird. Die ge- 
streckte f. dagegen 
bleibt innerhalb Bl) 
und AJ. sie wird 
in der Nähe von n 
gegen Aß convex und 
zwischen n nnd x hat 
sie einen Wendungs- 
punkt. 

Hier ist k genau 
in dem lothrechten 
Durchmesser AJ, also 
in dem Mitielpunkt 
des über A befindli- 
chen Krzeugungskrei- 
ses gezeichnet. Dies 
kann aber nur sein, 
wenn Cd = dem Qua- 
drant l)X ist. Für 
Cd Bugen W/V fällt A links von .AJ, der 
Knoten oberhalb CA und die Schleife wird 
grüfsor; für Cd< Bogen DK fällt A rechts 
von AJ, der Knoten unterhalb CA nnd die 
Schleife wird kleiner. 

I. Die verkürzteCvcloide. llmdie.se 
G. zn untersuchen istbei derselben Bezeich- 
nung wie Fig. 545, AD die Basis der Cy- 
cloide, CD der Durchmesser des Erzeu- 
gung.skreises in der Axe, Q dessen Mit- 
telpunkt, daher AI.C die gemeine Cycloid«, 
aelc die verkürzte C. 

Setzt man nun für den Punkt I, am — r, 
ml = y, verlängert w bis o, .setzt co = x,. 


"‘ — thy sieht den Haihme.sser Qp, setzt 
pQc = t[ , so gehören die Bogen cl und 
CL zu g, und die Bogen al, AL zn dem 
Z. Ifi'i = Z pQii = 7 = V - Y , . 


Fig. 54fi. 



D;' r h- 


0 Cyoloide. 


S04 


Cycloidek 


Nnn iii x = + ln = R + IG cot (f, = R - H e»Kf (1) 

yxml= AJ - »i = Bogon DP - G» — rtf — R lioif (2) 

X , zz ae = 2R — X = R + R cot <f = R — R cot if > 

y^=ol=AD — <i=nr—{rif—Riin<p)=(,'i-ti)r+Riin<f = r(f,-i- Rttnif , (4; 


hieraus ist wie ad 2. 

R-x R-x, 

cot if = — ; eoi<f,= — ^ — 

V‘2Rx — X* 


«i» V = - cos V = 


l2Rx, — X|* 

»‘"Ti = ^ 

/ Ä-x\ 

If = Are I cos = — f 

if,z=Arc ^cos = — ^ - ) 

y = r>lrc^cos5^-^)-V2Rx-x’ (5) 

y, =r^rc^cos^-^^ ^+l/2Äx,— x,‘ (6) 

2. Aus Gleichung 2 ! y = rf — Rtixg> 
folgt, dab für 2 Werthe tou f, -y = 0 
wird. 

A. Für y = 0, wo der Erzeugungskreis 

■her A sich befindet und der Cnrren- 
pnnkt a ist. ^ 

B. Für rip=/liin7 oder für9=— ii"T, 
wo der Correnpnnkt k ist. 

Zwischen y = 0 und ip —— tiny, wenn 

also < — sinif ist , wird y negativ und 

es entsteht der Bogen os*. 

Ist x=:/l, so liegt k in IV, und nach 
Formel 1 ist zugleich 

x = R — R eoiip 

Dies ist also nicht anders möglich als 
wenn R cot yi = 0, also wenn w = 4" 
wenn also der Quadrant des Kreises ab- 
gewälzt ist. 

Han hat also für diesen Fall 
i" =j-ttnio = — 
oder R = 


d. h. A ist = dem. Quadrant des Erseu- 
gungskreises wie schon No. 1 bemerkt ist. 
Aus Formel 2: 

y = r(f — R tm if 

wird für x = A , also zugleich für ip — 4" 
y = ^nr — A 

Ist also A < i"r, so ist y positiv, dar 
Curvenpnnkt liegt rechts von IV, nach * 
hin, der Knoten a fällt unterhalb der MU- 
tellinie, die Schleife wird kleiner. 

Ist A>ior, so wird y negativ, der 
Curvenpnnkt fallt links von If, nach 
hin : k fällt oberhalb N, die Schleife wird 
grölser. 

Für R — r entsteht die gemeine C. , * 
fällt in A nnd die Schleife verschwindet. 

3. Zur Construction der Tangente nnd 
der Normale hat man 

ans Formel 1 : ~ = Riixif 
Dtp 

Qu 

ans Formel 2: ~ = r — Rcot if 
ÖT 

hieraus I? = = der TangenU 

fix R f IIS If 

(ty r) des Z " den die Tangente in I mit 
der Linie o»» bildet, oder des z> den die 
Normale für l mit der Linie «4 oder AR 
bildet. Die Construction ist einfoch; 
Zieht man nämlich pD so ist 
Do = po tg ^ opD 

Nun ist 

oQ s=pQ cot if'zzR cot !f' ^ — R cos ip 
folglich Do = DQ + Qo= r — Rcot yi 
und da po = R ti» a' = R tinip 
so ist r — A cos (f = A «in ff • fy Z 
_ r — R cot 1/1 

woraus lg Z »pD = — x— • 

^ r Rtinq: 

Z.opD ist also = R nnd die mit pD ge- 
zogene Parallele IK die für l verlangte 
Normale. 

4. Die Subtangente für den Pnnkt 
l (wie MS für L, Fig. 543) erhält man ans 
Formel 1, pag. 185 


Rcotip _ A »in y (ry — A »in y) 
r — A cos 9 

Die Tangente für I (I S für L Fig. 543) aus Formel 8, pag. 186 


y : ^ = (ry - A»i«9) : — „ . 

* 9 x ' ’ A »m 9 


— — 1/ 1 -I- j'r*-h A(A— 2r ce« 9) 

W r-Aro«9 ' 

Die Snb normale für f (RM für L Fig. 543) aus Formel 4, pag. 186 
n V , r - A CO» 9 

,.-|=(r9- A».»9)-^^^j^ 


(7) 

(») 

C9) 
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Die Normiile für I (LR für L, Fig. 543) aui Formel 5, pag. 136 


6. Die Länge des Krümmungshalbmes- 
ser in der Normale erhält man, nach pag. 
188, Formel 9, wenn man wie im Tor. 
Art. No. 6 »erfährt : 

Es ist = 

Ac A sla f 

8*0- 
^ = n iiH K 


also 

und 


öy 

bf 

8»x 

8?* 


= r — Reoi<f 


= R cot t 




8» 


RtitKf 


( 10 ) 


daher 


und 


8’j^ 

Dx* 


«I 


A sin 7 ■ A sin y — (r — R cot <i) R cot if R —r cot f 

A* sin *y “ Ä* sin •«, 

_ L V A sin y ' J _ (A’ + r* — 2r A ros y)l 
1 A — r ros y\ R (,R — r cot i/) 

\ A‘sin>,~/ 


(II) 


( 12 ) 


6. Aus No. 3 bat man für y = 0, 

8» r — Rcoio 

~ — Io n = — t ~ 00 

Dx A sin o* 

mithin ist n = /■ HA = 90" 
und die Normale für a liegt iu der Inth- 
rerbteu nA. Nun ist für y = 0 

^ (A’ + r» - 2rA)‘ (A - r)« 

“ A (A - r) ~ A 
DerPmikt .4 hatte keinen Krümmung^* 
kreia, wohl aber der Punkt a, und da 
aua Kumiel 12 

2Ä:Ä - r = /I -i-:;p 
ao erhält man deaseii Halbme.sser, wenn 
man ans N mit Mas: H den Kreisbogen 
<15 beschreibt , aus a mit Aa = (/{ — r) 
deu Rogen Ay zeichnet, da» Loth ifk fallt 



Fig. 547. 


und ah doppelt nimmt, wo dann 2aA der 
Halbmesser des Krümmungskreises ist. 

Für ff = n also für den Scheitelpunkt 
c, Fig. 546 wird 

_ (A» + r« + 2rA)l _ (A + r)* 

" A '(Ä + r) “ R ' 


und da mithin 2A : A + r = A + r : 

80 beschreibe aus e mit = A + ^ deti 
Rogen DS, falle das Loth sSl' so ist rV 
der halbe Krümmungshalbmesser für den 
Scheitel c. Für A = r wird p =4r, wie 
im vor. Art. No. 6 schon nachgewiesen 
worden. Schreibt mau Ä = r + A so er- 
hält man 


_(2r4 

» = - = 4r 

»•+ A 


4 


A* 

r + A 


es ist also hoi der vericürzten T. der 
Krümmungshalbmesser immer grofser als 
l>ei der gemeinen (’. 


7. klau erhält ans Formel 2 für y 
— = r — A cof 7=0 

woraus für — y als Maximum res 7 

Setzt man die.sen Werth von 7 in For« 
mel I , so erhält mau 


x=A — A* p=K-r = a.4 
A 

Cs liegt mithin das Maxiimiiu von — y 
immer in der Basis AB. 


Nnn hat man — y = - ry + A sin y 
Zeichnet man daher Fi^. 547 aus .V 
den Bogen ak, lieht iVA, so ist aNK = y 


dessen 


Einbeitsbogen = arr 



ist. 


Zeichnet man noch Bogen Ay, so ist 
Aq = ry, KA = A sin y und 

— y :« A» = KA — Bogen Ay. 

Daher liegt auch die Normale für e iu 
der Basis AB, wie schon in No. 4 die 
Formel 


■F; ‘iseri jy CriOgli- 


Cfoloide, 


20 "> 


C7'«l<>ide 


R 


_ _ r — ft 

»» = 11- , il = 0 = /,« 

t)x R sin 7 > U sin tf 
nachweist, indem rr = 0 und rr = 0 wird« 
Den Krumraunffshalbme.«ser für e er- 
hält man aus Formel 11 


(fi» + r‘-2«r. 

«(ft-r.;) 


= l'ft»^ 


der Krümmnngshaihmesser () für den Punkt 
f ist also die l.änge Ak. 


Fig. 548. 



II. Die gestreckte Cycloide. Bei 
derselben Beaeichiiung wie Hg. 646 ist 
AB die Basis der geiiieiuon C., CD der 
Durchmesser des Erzeugungskreises in 
der Axe, (> dessen Mittelpunkt, ALC die 
Cycloide, alc die gestreckte C. Setzt 
man nun den Halbmesser QC des Er- 
seugungskreises =r, den Abstand c() des 
bes^reibenden Punkts c vom Mittelpunkt 
P=r,, setzt ferner, wie No. l, für den 
Punkt l, am = T, ml = y, verlänwrt y bis 
0, setzt X,, ol ^ y, ^ zieht (Ten Halb- 
messer QPy setzt Z = V I > gehö- 
ren die Bogen c/ und CL zu »/ , und die 
Bogen at und AL zu dem z If** = Z 
= - ifi (vergl. verkürzte C. No. 1 

bis 7). 

Nun i.st 

x=/e=r»+/n=r,4/Cf«5 7 ^■=r^-r^coi(f (1) 
y = /fn = A./ — ri = Bogen DF — Gn 
= r</ — r, sinif , ~rtf - r, »i» 7 (*2) 

(3) 

(4) 


sin 7 , 


] 2r,x, - X,* 


X, = r, - r, cos (ft 
V i =nf , -t r, sin 7 -, 
hieraus ist 

rt-r 

cosif - ■- ; cosfft= — - 


sin 7 




1^1 COS ’U' — ' — 

' ^ ri 


7 = Are ^cos = 

tf t = Are icos = 

\ * 

y = R arc ^ro« = ~“)“l 2»*iar— x* (5) 

y, = ft nrr(coi=l' )+|''2r , = ,==,« (6) 

2. Gleichung 2 ist y = r 7 — r, sinf/» 

F ür y = 0 entsteht 7 =0 und r | sin tf = rtf. 
Nun ist aber sin tf immer kleiner als 
7 , also r, sin 7 < r, 7», also noch viel- 
mehr r, sin7> ry . Es ist also sin 71 = r<p 
nicht möglich und es existirt allein für 
rr = 0 und für das einzige x = 0 die Or- 
dinate = 0 wie auch der Form der Curve 
entspricht. Eben so existirt kein nega- 
tives y weil r, sin 7 < bleibt als t7, 

II. Wenn man in No 3 r mit r, ver- 
tauscht, so erhält man 

Dx r,sm7> 

7ait Constnictiou der Normale für / hat 
mau nun 

DQ = Tj (le = pQ ros7>, = - r, cos tf 
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dslier Dos:r — r^cütf 

po = li» 9 

potg Z. s r — Tj ro« 9 

!• V r — r. CM 9 ^ 

fblghch = - = 

T| ftM 9 

und ^ opD = fl 

Zieht man daher durch I die mit pD 
parallele Ik, so ist diese die Normale in l. 

Da die Linie pD den Kreis cpd in noch 
einem Punkt p' schneidet, so existirt noch 
ein zweiter Punkt in der C., deren Nor- 
male mit pD und Ik rj; ist, und man er- 
hält denselben, wenn man ans p' mit AB 
bis znr C. eine Parallele zieht. Jeder 
Punkt der C. ron a bis r hat also noch 
einen ihm correspondirenden Punkt für 
parallele Normalen und folglich auch für 
parallele Tangenten. 

Nur der Punkt der C. für den die aus 
D gezeichnete Linie den Kreis dpe be- 
rührt, hat eine Normale und eine Tan- 

f ente, mit denen keine Normale und 
angente eines anderen Pnnktea der C. 
^ länft. Man erhält diesen Punkt s wenn 
man aus dem Berührungspunkt f von Df 
au dem Kreise dpc mit AB eine Paral- 
lele fe bis an die C. zieht. 

Der Zusammenhang je zweier für pa- 
rallele Oidinaten correspondirenden Pnnite 
ist folgender: 

kt ^ opD der Tangentenwinkel a für 
die Punkte p und p', z pQd = ip der zu 


p gehörige , Z. p'Qi = «J®'" p' gehö- 

rige Wälznngswinkel, bezeichnet man fer- 
ner ^p'pQ = Z.pp’Q uiit ß, so hat mau 
n - /» = 90° - = 9 - 90° 

woraus ß = 90° + a — if 

auch ist 2ß = 180° - (•/ - tß) 

also ß = 90° — 

beide Werthe für ß gleich gesetzt, gibt 
<1 — *.'» 

if -I- tß 

worana « = ' ' - 


■f=-- 


Hat man also für den zu dem Z T ge- 
hörenden Punkt l den a gefunden, so 
erhält man iß = ‘2n — if , und mit diesem 
Z den Punkt derC. , der mit dem Punkt 
l parallele Normalen und Tangenten hat. 
Pur den Punkt < bat man a = ip = ip und 
dieser z hndet sich aus r cos <p = r,, 

also If = arc ^c«i = ^ j 

4. Aus Formel 2 : 

t= rif — r^ sin ip 
und Formel 7 

ÖS r — r, ros a 

^ -tga= - 

ÖJf r, sin tp 

erhält man wie No. 5 für die verkürzte C. 

Die Subtangente für den Punkt / 
(wie MS für L, Fig. 543) 


, S» = (r,, - r, sin ,) : = r, sin , ^(ny - r, si njj 

ö* rj»tn 9 r — r^cc$if) 

Die Tangente fü r / (wi e LS für Z,, Pig. 643) 

Die Snbnormale für / (wie RM für L, Fig. 543) 

» ^-1 = tr,„ _ - - '•■«'■y 


'ö* 


, . .r — r.co$i 

= (C 9 - r, umi) ? 

r, stn 9 


Die Normale für t (wie für Z,, Fig. 643) 

4^* (li) = r~ 


( 8 ) 

( 9 ) 

( 10 ) 

( 11 ) 


6 . Die Tiänge des Krümmungshalb- 
messers in der Normale bei demselben 
Verfahren wie No. 6 , und bei Vertau- 
schung Ton R mit r, 

02 ) 

r, (r, - rcos cf) 

6 . Auch hier liert aus denselben Grün- 
den wie No. 7 die Normale für den Punkt 
a in aN, die Länge von g für n ist 


Ist in beiden C. der verkürzten und 
der gestreckten Ä — r = r — r, , d. h. ist 
in beiden der Abstand Cc gleich grofs 
= ä, so ist p für fl bei der verkürzten 0 . 
kleiner als bei iler gestreckten 0. Beide 
p verhalten sich wie r, : R oder wie 
r — ä : r -f ä. 

Für den Scheitel c ist p = 

>"i 

Auch hier für e ist p bei der verkürz- 
ten C kleiner als bei der gestreckten C. 
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di« 3 Krüiumaii{[sbalbmes>«r für di« ge- 
meine, die verkurrte und die gestreckte 
C. im Scheitel verhalten sich wie 

1 , ('•+”)* (’■ + 

R ■ r 

kr k’ 

= 4r :4r-(- : 4r -h 

r -H * r — k 

15. Bei der verkünten C. ist der Nen- 
ner in der Formel für (i = R (Ä — r eoi 9 ). 
Da r immer < Ä, also r cos 9 erst recht 
immer < R , so hat dieser Nenner stet« 
einen positiven Werth. 

Bei der gestreckten C. ist dies nicht 
der Fall: der Nenner ist r’(r'- r «1 9 ); 
es ist r > r' und es kann der Nenner 
subtractiv werden. Mithin existiren Theile 
der C. , welche gegen die Basis convex 
.sind; der Funkt derselben für r' ~ r rostf 
ist ein Weudiingspunkt. Man sieht, 
dal's dieser Funkt der Funkt e ist, dessen 
Normale mit der keines anderen Funktes 
der C. + läuft und der, wie am Schlufs 

von No. 3 angegeben, ru 7 =orr:^re« 

gehört. 

Cyclas, Cykel, Kreislauf, also ein im- 
mer wiederkehrender lauf, auch ein Zeit- 
lauf, oder ein Zeitabschnitt , in welchem 
bestimmte astronomische Erscheinungen 
in derselben Heihenfolge wiederkehren. 
In der Chronolome hat man hauptsäch- 
lich 2 Cykel, den Sonnen- und den 
Mond cykel. 

Ersterer, der Sonnen cykel begreift 
die Zeit, nach welcher jeder Wochentag 
wieder auf denselben Jahrestag fällt, i. B. 
der Sonntag immer wieder auf den 1, 8 , 


15... Januar, und so das Jahr und di« 
übrigen Jahre hiudnreh wie in dem vor- 
angegangeneu Cykel, Da daa Jahr aus 
3G6 Tagen = *“/’ = ^2'/’ Wochen , also 
aus 62 Wochen und einem Tage besteht, 
so würde der Cykel einen Zeitraum von 
7 Jahren umfassen, wenn nicht das je 
4te Jahr als Schaltjahr einen Tag mehr 
hätte, woher der Sonnencykel aus 4x7 
= 28 Jahren besteht. 

Der Mondcykel begreift denjenigeu 
Zeitraum, nach welchem die Mondphasen, 
als der Neumond, immer wieder auf den- 
selben J.ahrestag fallen wie in dem vor- 
herigen C , und dieser begreift 19 Jahre. 
Denn ein synodischer Monat beträgt im 
Mittel 29 Tage 12*/« Stunden, daa Jahr 
(das gemeine und das Schaltjahr zusam- 
men) im Mittel 36.5'/« Tage, folglich hat 
mau die Verhältnifszahl zwischen Dauer 
des Jahres und des Monats 
_ 365 Tage GStuiiden 365 ,25 3896 

~ 29 Tage I2j. Stunden 29,53125 315 " 

Cm dies Verhältnifs auf die kleinst 
möglichen und dem Verhältnifs möglichst 
nahe kommenden Zahlen zu bringen hat 
man den Bruch 

1 + 1 , 

2 +Jl 

1 + 1 

1 + / 1 


(b) 


Läfst mau '/:• als unbedeutend fort, 
so bat mau den Kettenbruch 


:12 + 


2+1 


- — =12 + 

1 + 1 

2+J_ 

2 


J 

2+1 
1 + ^ 
5 


-12 + 1 

7 ■*'19 19’ 


9>o 19 alabre oder 235 svnodisebe 

Monate einen Mnndcykel .•juaiiiachen. Die 
Differenz beider ifst an /eit sehr gering, 
denn es betragen 19 .lubre z« 36.')‘,4Tage 
in Summe G339 Tat^e 13 Stunden und 
235 Monate zu 29 Tage 12* 4 Stunden 
sind 6339 Tage und 20y* .Stunde, so dafs 
der Unterschied zwischen beiden nur 2*/* 
Stunde nusmacht. 

So auch kann ein Zeitabschnitt von 4 
Jahren , in welchen sich der Bruchtheil 
des Tages, um welchen die Erde mehr 
als 365 Tage um die Sonne sich bewegt 
ttOfd der auf 4 Jahre iu 3 Oeineiujahreii 
und einem Schaltjahr abgetbeilt ist, eiu 


C. genannt werden, weil abgesehen von 
der noch nicht vollsfändigen Ausglei* 
chung der Zeit die Erde an jedem Tag® 
der folgenden 4 Jahre wirklich oder die 
Sonne scheinbar in demselben Ort iu der 
Ekliptik steht. 

Cylinder ist ein Körper, der von 2 pa- 
rallelen, gleich grofsen Kreisebenen und 
einer um diese betindlicben krummen 
Fläche begrenzt wird, die so beschaffen 
ist, dafs Jede zwischen zweien Umfangs- 
uunkten beider Kreise und mit der 
Verbindungslinie der Mittelpunkte der- 
selben gezogene gerade Linie uiit allen 
ihren Punkten innerhalb der krummen 
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Linie lie^. Die beiden hemmenden 
Kreise heifsen Endkreise, Grund- 
kreise des G., die gerade Verbindungs- 
linie der Mittelpunkte beider Kreise 
keifst die Axe (les C., die krumme Ober- 
fläche der Mantel des C. Jede mit der 
Axe parallele Linie im Mantel heifst eine 
Seite des C. Steht die Axe auf den 
Grundkreisen normal, so heiM der C. ein 
g&ruder, steht sie geneigt gegen die 
Grundkreise, so heifst der C. ein schie- 
fer C. 

2. Fuhrt man einen mit den Endkrei- 
sen paralielen Durchschnitt durch den 
Cylinder, so ist dieser ein den Endkrei- 
sen congnienter Kreis. 

Denn es sei BDEF der Cylinder, AV 
dessen Axe, POLQ eine mit den End- 
kreisen genommene Dnrchschnitt.sebene, 
welche die Axe in K schneidet. Zieht 


Fig. j4i). 



man nun aus einem l^unkt (i des Tin- 
fangs eines der Eudkreise eine Farnllele 
OH mit der Axe, so liegt diese zufolge 
der obigen Erklärung mit allen ihren 
Punkten in dem Mantel des G., und be- 
rührt also den zweiten Endkreis und den 
Diin'hschuitt in 2 Punkten //, t, die mit 
G in derselben geraden Linie liegen. 

Verbindet man nun die 3 Axenpunkto 
mit den 3 Umfangspunkten zu den 3 ge- 
raden Linien C(j, A//, A't, so liegen 
dieselben zwischen zwei Parallelen AC 
und GH also in einerlei Ebene (Eukl. 
Erkl. 35 und XI, 7), und da sie in 3 mit 
einander parallelen Ebenen liegen, so sind 
sie untereinander (Eukl. XI, 16); nun 
sind AH und CG aU Halbmesser zweier 
gleicher Kreise einander gleich, folglich 
auch KL mit ihnen gleich. So läfst sich 
Tou jeder von K nach dem Umfang des 

U 


Durchschnitts gezogenen mden Linie 
heweisen, dafs sie den gleichen Halbmes- 
sern der Endkreise gleich ist, folglich sind 
diese Linien Halbmesser und der Durch- 
schnitt POLQ ist ein Kreis. 

3. Fuhrt man eine Ebene durch die 
Axe oder 4= mit der Axe, so bildet der 
Durch.scbnitt dieser Ebene mit dem Cy- 
lindemiantei ein Parallelogramm. 

Denn es sei /ilNHS eine durch die Axe 
AC gelegte Ebene, so scbneiüet diese 
die beiden Endkreise in 2 geraden Linien 
AUl und NS die beide .in der Durch- 
sebnitUebene und zugleich in den paral- 
lelen Qruodkrei^en liegen, folglich ein- 
ander und als Durchmesser gleicher 
Kreise auch einander gleich sind. Führt 
man nun durch die Endpunkte N und S 
des einen Durchmessers 2 gerade Linien 
4 der Axe, so liegen diese in der zu den 
graden Linien AC und NS gehörenden 
Ebene , d. h. in der durch die Axe ge- 
legten Dun*h.schnittsebene und schneidet 
den Durchmesser JHH des zweiten End- 
kreise.'i; da nun beide durch N und .S 
4^ AC gezogene Linien mit allen ihren 
Punkten in dem Cylindermantel liegen, 
so schneiden sie den Durchmesser J/W 
in J/ und H, das Viereck MNHS ist der 
Durchschnitt der Ebene mit dem Gyliii- 
der und ist, da MN 4; HS und 3IH 4 NS, 
ein #. 

Ist HHOS die 4 AC geführte Durch- 
schnittsebene, so liegen die beiden Durch- 
schnittslinien HH, GS der Ebene mit den 
Kmlkreiseii in der Durcbscbnittsei>eiie und 
sind einander h weil sie in den paral- 
lelen Kndehenen Hegen; durch G und .S 
2 mit AC parallele Linien geführt, schnei- 
den die Linie HH und (la sie gänzlich 
im Uyiindermantel liegen, die HR in H 
und H. Nun war //ft 4 GS, f*7/4 -dT4 HS 
folglich der Durchschnitt GHHS ein 44- 

4. \Vird durch eine Tangente des Grund- 
kroises eines Gylinders eine Ebene 4 zu 
dessen Axe gelegt, so hat diese Ebene 
mit dem Cylindermantel nur eine gerade 
Linie gemein und ist eine Tangeutial- 
fläche des Cyliuders. 

Denn es sei JK eine Tangente in G 
an dem Grundkreise EFG, JLMK eine 
durch JK mit der Axe AC 4: gelegte 
Ebene. Legt man nun durch AC und 
den Punkt G eine Ebene, so schneidet 
diese die Ebene JKLM in einer mit AC 
prallelen geraden Linie, folglich falleu 
beide durch G gehenden Dnrebsebnitts- 
linien in eine gerade Linie GH zusam- 
men, welche sowohl dem Mantel als der 
Ebene JKLM angehört. Jede andere in 
der Ebene JKLM mit AC 4 gezogene 
Linie, wie s. B. NO schneidet die Tao- 
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g^ente JK in einem anderen INinkt als 
0. den sie mit dem (trundkreise allein 
eemein bat, fol^rlich Hegt jede andere 
Linie innerhalb JKML und d- AC aiifser- 
balb des CylindermanteU und folglich hat 
(He Ebene JKLM nnr die eine grade 
Linie GH mit dem C’ylindermantel ge- 
mein und ist eine TangentialÖache des 
(‘ylinders. 

5. ln jedem schiefen Cylinder gibt es 
aofser den mit den Endflächen parallelen 
Durchschnitten noch ein zweites System 
Ton parallelen Durchschnitten die mit 
dem urundkreise congruente Kreise sind. 

Es sei BHNO ein schiefer C., AC seine 
.\xe, die Ebene BONO durch die Axe 
und normal auf die Grnndkreise gelegt. 
Zieht man nun in dieser Ebene die grade 
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Linie GH durch den Punkt J der Axe 
der Art, dafs ^ GHD = BDHf dafs also 
die Linien GH und BÜ antiparaUel sind. 


and führt durch GH eine auf die Ebene 
BDNO normale Ebene, so ist deren Durch- 
schnitt GhHL mit dem Cyliuderniantel 
ein den Kndkreisen congruenter Kreis. 

Um dies nachznweisen, lege man durch 
irgend einen Punkt z. H. L des Durch- 
schnitts dieser Ebene mit dem Mantel 
einen den Endkreisen parallelen Kreis 
hlKFL, dessen Mittelpunkt sei C, die in 
der Ebene Bl)t\0 betindlicben Durch- 
messer EF und GH beider Kreise schnei- 
den sich in dem Punkt H und beide 
Kreisebenen in der durch M gehenden 
gradeil l.inie welche normal der 

Ebene BDMO ist, weil cs beide Kreis- 
ebenen sind, 

mithin ist ^LMF^^LMH=R 
ferner ist z MJC = z *V///> = /^HHH 

da nun auch Z = z BUH 
sn ist Z = z jH-fC 

daher WC=i»/J 

Zieht man also die Linien LC, LJ .so 
sind die beiden bei M rechtwinkligen 
Dreiecke 

iSLMV^t^LMJ 
daher ist auch LC^LJ. 

Nun ist LC der Halbmesser des Krei- 
ses EKFL = dem Halbmesser der Grund- 
kreise und JL ist gerade Verbindungs- 
linie eines Mantelpunkts L mit dem Axen- 
ninkt J, die l>ei(m in der Ebene GKIIL 
iegeii. Da nun L in dem Umfang der 
letzten Ebene beliebig gewählt ist, m> 
liegt auch jeder andere Punkt des Durch- 
schnitts zwischen Mantel und Ebene GEHL 
von dem Durchschnittspiinkt J der Ebene 
mit der Axe um den Halbmesser des 
Gnindkreises entfernt und folglich ist die 
Durchschnittsel>eiie GEHL ein den End- 
kreUeii congruenter Kreis. Man nennt 
den Durchschnitt GEHL einen Wech- 
selschnitt. 

0. lu jedem anderen ebenen Durch- 
schnitt des Mantels, der nicht parallel 
den Grundkreisen liegt oder ein n echsei- 
schiiitt Ist, wird von dem Mantel eine 
Ellipse begrenzt. 

Demi ist ^HHG nicht ^/^BDH so 
Ut ancli MC nicht = i>/i, CF nicht = 7// 
und der Dtm'hmesser EF des KndkreUes 
nicht gleich <ler lAnio iJGszGH. Nun 
ist ME normal auf EF und normal auf 
GH. Es ist aber in dem Kreise EEFL 
ME*^EMxMF 
da nun {^MGEoa ts MHF 

so ist GM -.MH=^EM ‘.MF 
also auch 

GM i MH : GM - EM 4 MFi EM 
oder GH .EF- GM .EM 

und da auch GH : F.F = HM : FM 
so ist GH^ lEF* = GM . HB : EM^ FM 
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oder Gin:EP=GM-HB: MK* 

hieraus MK' = GM ■ HM x 

oder C.V x (67/-f;j/) x ^ 

(tn* 


Setzt man nun MK als lothreohle Or- 
dinate = iy, 6’.W als Absrisse = j* so hat 
Ulan die Oleichuni' 

, EF* EF^ , 


welches die rechtwinklige Coordinaten- 
gleichung für die Ellipse ist. 

Für _ JIIF> ^ BDE wird Jff die halbe 
kleine, 7t “ CF= Al) die halbe grofse Axe. 

Für^ JIIF< y BDE w ird Jti die halbe 
grofse, JL = CF= A l) die halbe kleine Axe. 

Ist BDOS ein gerader 0., so existirt 
kein Wechselschnitt und jeder andere als 
parallel mit den Kndkreiseii genommene 
ebene Schnitt durch den Mantel wird eine 
Kllipse. 


7. Der gerade Cylindermantel ist = 
einem Rechteck, dessen Grundlinie = 
dem Umfange des Grnndkreises und des- 
sen Hohe = der Axe oder einer Seite 
des Cylinders ist. Ist r der Halbmesser 
des (irundkreisG.s, k die Lange der Axe, 
SU ist der Cylinderinantel = 2 rrA. Denn 
wenn man sich den Cylindermantel von 
einer beliebigen Seite aus in eine Ebene 
abgewickelt denkt, .so entsteht das eben 
ungegebeue Rechteck. 

Diesen Satz beweist mau ganz streug 
mit Hülfe derGreuzwerthe: Man beschreibe 
io dem Gruudkreise und um denselben 
rtgelmifsige Vielecke von gleich viel Sei- 
ten, von welchen die Ecken des inneren 
Vielecks anf die Mitten der Seiten des 
äufseren treffen , oder auch so belegen, 
dtis je 2 Seiten der beiden Vielecke ein- 
ander sind, so ist die Summe der Sei- 
ten des inneren Vielecks kleiner nnd die 
8amme der Seiten des infseren Vielecks 

g rölser als der Umfang des (iriindkreise.s. 

iebt man nnn ans allen Ecken beider 
Vielecke Parallelen mit der Axe bis in 
die Ebene des zweiten Endkreises, ver- 
bindet in diesen die L)urchscbnitts|uinkte 
durch gerade Linien, so entstehen in dom 
zweiten Kndkreise zwei den unteren enn- 
grnente Vielecke; und legt man durch 
KÜmmtlirbe Seitenpanre Ebenen, so ent- 
stehen innerhalb und anfserhalb dos Cy- 
lindermantels so viele Rechtecke als die 
Vielecke .Seiten haben. Die inneren Recht- 
ecke berühren mit ihren Seiten den Man- 
tel, die äoiseren sind Taugeutialflacben 
des Mantels. 

Die Summe der inneren RechtecksHi- 
chen ist kleiner, die Summe der äufseren 
ist gTÜl«er als der Cylindermantel Durch 


beliebig wiederholte Verdoppeluiig der 
Vielerk.<.seiten und der zu iooen gehöri- 
gen Rechtecke wird die Snmme aer in- 
neren Kechteck.stläehen immer grufser, 
die der äuiseren immer kleiner nnd man 
kann deren summarische Qrofsen einan- 
der beliebig nahe bringen. Aber immer 
bleibt der Cylindennantel kleiner als die 
Summe der änfseron und grofser als die 
Summe der inneren Rechteck.Hfläcben, 
und da zugleich das Rechteck, des.Heu 
Grundlinie der Umfang des Gruudkreises 
und dessen Hohe die Axe ist ebenfalls 
immer kleiner bleibt als die Summe der 
äufseren und grü&er als die Summe der 
inneren Rechtecke, so sind diese beideu 
cingeschlusseneu Grufsen: erstens das 
Rechteck vom Umfang der Grundfläche 
mal der Axe und zweitens der Cyliu- 
dermantel einander gleich. 

8. Der Mantel eines schief abgeschnit- 
tenen geraden Cylinders ist ebeufalls c 
dem R^hteck *inrk, wenn r der Halb- 
mes.ser des Grnndkreises und k die Höbe 
seiner Axe ist. 

Denn ist BDKE der abgekürzte Cylin- 
der, dessen Grundkreis den ILilbmesser 
BC = r hat und dessen Axe .4C=b ist, 
und man legt durch den Endpunkt A 
der Axe eine Ebene JGKH t* dem Onind- 
kreise, ergänzt den rechts beflndlichen 
niedrigeren Theil de.< Mantels bis zur 
Durchschuittsebeiie 7L'A7/ um das Stück 
JllEK so .schneidet der Hem Grumikreise 
parallele Kreis DJ HK die den C. olieu 
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begrenzende Ellipse EJFK in der durch 
A liegenden geraden Linie JK. Nun ist 
die näche des abgekürzten Cylinders =: 
der Cylinderfläche UHBD f der Iluffläcbe 
JKEG — der Huffläcbe JHEH. Da aber 
beide Uuffläcbeu von gleichen Hüben EG 
und EH uud demnach gleich sind, so ist 
der Mantel des schief abgekürzten gera- 
den C. = dem Ikauttl CU BD=^ 2 irh. 


14 * 



Cylinder. 


212 CylindriBcher Hafabschnltt. 


9. Der Mantel eines schiefen C. ist 

§ leich dem Rechteck dessen (inindlinie 
er Umfanf^ des auf der Axe normal ffe* 
nommenen Ellipse und dessen Höhe die 
Axe ist. Denn legt man durch die End* 
punkte der Axe At C, Fi^ öö2, zwei nor- 
mal auf AC befindliche Ebenen , so wer- 
den an beiden Enden 2 halbe Hufilächen 
gebildet, die einander gleich sind, und 
Ton welchen die eine fortgenommen und 
an dem anderen Ende angesetzt den C. 
zu einem Körper gestaltet, der zwei gleiche 
elliptische Grundebenen hat und deren 
Seiten normal darauf sind. 

10. Die gesammte Oberfläche eines ge 
raden Cylinders ist bei obiger Bezeich- 
nung 

= 2ftrh -{- 2/rr* t= 2nr (A -f- r) 
also gleich einem Rechteck, dessen eine 
Seite der Umfang des Grundkreises und 
dessen andere Seite die Summe des Halb- 
messers und der Axe ist. Ist die Höhe 
des C. gleich dem Durchmesser des Grand- 
kreises, so ist der Mantel = gleich 
der Oberfläche einer Kugel von dem Halb- 
messer r, die also von dem Mantel in 
allen Punkten ihres gröfsten Kreises be- 
rührt wird. Die gesammte Oherfluche 
dieses Cylinders ist 6/» r* = 1} mal der 
Oberfläche der Kugel, welche von dem 
Mantel und beiden Endflächen berührt 
wird. 

11. Der kurperlu'ho Kaum eines gera- 
den Cylinders ist gleich dem eines Prisma, 
welches mit dem C. eine gleich grofse 
Grundfläche und gleiche Höhe hat. 

Denn construirt man in den Endflä- 
chen des Cylinders die Vielecke und ver- 
fährt weiter wie ad 7, so entstehen in 
dem C. und um denselben Prismen von 
gleich viel Seiten, von welchen das äufsere 
öfser und das innere kleiner ist als der 
Durch beliebig wiederholte Verdop- 
ilung der in den Endebenen befindli- 
chen vieleck.«seiten und mit diesen auch 
die der Prismenflächon kann man den 
Unterschied beider beliebig nahe bringen, 
so dafs derselbe kleiner werden kann als 
jede noch so klein j^egebene körperliche 
Gröfse, Da nun zwisAen den Vielecks- 
aaren der Endflächen beider Prismen 
ie Grundkrelso des Cylinders einge- 
schlossen sind, so ist auch zwischen bei- 
den Prismen dasjenige Prisma oingoscblos- 
sen, dessen Grundebene der Gnindkreis 
des C. und dessen Höbe die Axe de.s C. 
ist. Da nun auch der C. zwischen bei- 
den Prismen eingeschlossen bleibt, so ist 
dieser C. dem eben genannten Prisma 
gleich. 

Bezeichnet man den Halbmesser des 
Qruiidkreises mit r, die Höbe des 0. mit 


A, so ist der körperliche Raum K des C. 
= rrrH. Ist A = *2r, so istK=:9rrr*. Die 
von dem Cylinder umgrenzte Kugel ist 
K' = folglich verhalten sich Kugel 
und Cylinder wie 2 : 3. 

12. Der körperliche Raum Keines schief 
abgeschirittenen graden 0. ist = dem 
Grundkreise mal der Axe =s nr *A. 

Denn construirt man Fig. 552 nach 
No. 8, so ist der Inhalt des schief abire- 
schnittenen C. = dem geraden Cylinder 
C//ÄD -F dem Huf JA'KG- dem Huf JKFff, 
und da beide Hufe einander gleich sind, 
K= dem Cylinder GHBD = Grundfläche 
Büx Axe AC = 7irH. 

Der körperliche Raum K eines schie- 
fen C. ist gleich dem Prisma, welches 
zur Grundfläche die auf der Axe normale 
Ellipse und zur Höhe die Axe hat, wie 
aus No. 8 hervorgeht. 

Cylindrischer Hafabschnltt ist das von 
einer durch den Mantel und den Grund- 
kreis eines Cylinders gelegten Ebene GHF 
abgescbnittene , zwischen dieser Ebene 
und dem Grundkreise begriffene Stück 
AFGII des Cylinders. Der Theil h'AGH 
des Cyliiuiermunteis zwischen dem Grund- 
kreise und der Durchscbnittsebene heifst 
die Hnfflächo. 


Fig. 553. 



Ist FG die gerade Linie, in welcher 
die Ebene den Gmndkreis schneidet, so 
ist die durch deren Mitte D normale AK 
der Durchmesser des Grnndkreisos, wel- 
cher die gröfste Seite, die Höhe AH des 
Ilufabscbnitts trifft, j/ HDA Ist dessen 
Neigungswinkel und die Ebene HAU 
thoilt den Hufahscbnitt in 2 symmetrisch 
gleiche Theile. Die Durchnittsebene HFG 
kann auch durch den Endpunkt K des 
Durchmessers geführt werden. Trifft sie 
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den Hittelpnnkt C, 5» i^ird der Huf auch 
in der Elementar-Stereometrie unterHUcht. 

2. Um die H n ff lach e zu finden, nehme 
man ein beliebiges Stück .1/ des Durch- 
messers AfCt ziehe durch J die Linie 
fd + FG, so ist die zu J phorige Seite 
des Hufabschnitts LjV und das zu AL 
gehörige Hufflächenstuck ALMH. Er- 
richtet man in J ein Loth auf dem Grund- 
kreis, so trifft dieses die Mittellinie DH 
in N 

und es ist LW=rXV 

und JNiAItrzDJ: DA (1) 

Setzt man nun den Halbmesser dC=r, 
die Länge AD des Hufes = a, dessen 
Höhe = A, die beliebige Seite LH = y^ 
so ist nach der allgemeinen Quadratur- 
formel, pag. 192, Zusatz, das Flächen- 
stück All LH ?on der festen Seite AH = h 
ans = der Ordinate LM mal dem Difle- 
renzial des Hogens AL 
setzt man also AL = r 
so ist AHLH^F^Jy^t 


Setzt man nun CJ = x 
/_ ACl = ff 

so ist, da JN = LH:xy^ aus der Pro- 
portion 1 : 

y : A = (a — r) -f- ar : a 
woraus 

y = — (rt-r-f = — (a-r + rcojy) (2) 
A a 

v = r<f und = 

Es ist aber wenn man cot i/ = t setit 
VI-»» 

daher 

(3) 

, / “ i'i - »» 

A r ^ ^ 8s Ar® ^ s8» 

" n * ^ a,/|/l - »» 

Ar. . . Ar* . 

= (rt “ r) Are sin s -f — yl — at 

(t a 

Setzt man für s seinen Werth cos </, 
so erhält man 


Ar Ar® 

(a — r) Are (»in = cos 7) -f- — p 1 — cos 

fs <i 

hr . . I 7t \ Ar® _ 

= _ _ (o _ r) j ^ Iin + c 


Für y = 0 wird f=0. 

Man hat demnach 

A'= 0 = - — (a - r) -?- + 0 + C 

(t i 

woraus 

r = + *-^«-r)| 

also vollständig 

,, Ar. Ar® , 

f = + ~ (rt — r) -j simp 

Nnn ist rtf = liogen AL 

— ^ist das I»oth VO 


r sin 7> ist = JL 

und — ist das Loth QP 

a 

wenn AQ = CJ genommen wird. 

Das Flächenstück AHML ist also = 
den beiden Rechtecken 

CO X Bogen AL A JLx QP 
Für r cos 7; = — (a — r), also für *p 

= arc ^coi = — entsteht die ganze 

Huffläche AUL MG 


.. hr ( , A»*' . / a- r\ 

r = — (ö — r) arc ^ros = — ■ — -f — == J 

hr ^ V / <»- r\ Ar 

— — (rt — r ) arc [ cos — — I + — l 2<ir — a* 

a \ r f a ' 


s den beiden Rechtecken CO x Bogen AHLM, wenn FG durch C in RS ge- 
AG A QPxDG, legt wird. 

Für TI erhält man die halbe Huf- F hr sin tp 

fläche HAM LG aus 4 = dem Rechteck JL x AH (6). 

F’=^(rt~r) 2 +“ (^) wnd wenn man 7 =-^ setzt, die halb« 

also = den beiden Rechtecken CO x Bo- Huffläche von HA bis S 
gen AG A PQ x AC F* = A • r 

3. Nimmt man in Formel 4 für F die = dem Rechteck AH x AC 

Länge a = r, so erhält man die Haffläche ? dem doppelten A <difC (7) 
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4. Das Korperstilck jwischen Her flöhe 
AH lind der Ebene HNJL erhalt man 
nach der allgemeinen ('ubatiirforniel 
K = IJL U 

Wenn man also setzt, so hat 

man 

X = r — r co$ tf- 
Öx = + r *ir» tf- 0>f‘ 

JL — r stn 

LM = ^ ßJ = — (rt-x) 

« a 

und 


/ * A • 

riinu • — («-r+ rcani)rnmi btf 
“ 

r*/f ■ 

= — /jin *7 (rt - r + r coi « ) ö'r 
a 

r'^h /"* /• 

= - (o-r) / iin’7 iV/ d - / sin’v roj 7 fi«/, 

“ ./ “/ 

Nua ist Jiin -7 Ü7 = ,('/>- »<» V ™»7) 

yiin>7 Toj 7 •ö'/'=/»in’7 (ö«in</) 

= 5 «in »7. 

also vollständig, weil Const. = 0 wird 


. . r*A . rVi . 

A = — (a - r) (7. - sm 7 eo« 7) -i- >j- »1« ^7 


( 8 ) 


Kür r coi 7 = — (a — r), also für 71 = arc ■ (^cos — ®<**st6ht der Körper 

= ’^(a-r) arc (cos - ^ ~ 

' =^(o_,.)o„(«>s = -^) + ^(10ar-5a’-3r>)l2Sr-a« ( 


Setzt man <i = r, so erhält man den 
körperlichen Kanin desHufabschnitts, wenn 
man die El»cne HOF durch SÄ führt, 
lind es ist statt Formel 8 
der Körper von ,4f/ bis L/V/VJ = {rHsin^tf 

Für = entsteht der halbe Hnfab- 
sebnitt von AH bis .SÄ = lr*A (10) 
d. h. = derjenigen Pyramide, welche das 
Quadrat des Ualbniessers zur Grundfläche 
und die Höhe AH = h zur Höhe hat. 

Cylinderspiegel ist ein Spiegel mit 
cylindriseber Oberfläche. Die Gesetze 
der Spiegelung sind dieselben wie beim 
ebenen Spiegel, wenn man den Punkt, 
der einen Lichtstrahl aufnimmt als den 
Punkt einer den Spiegel tangironden Ebene 
betrachtet. 


Fig, 554. 



Es sei Fig. 654 der Durchschnitt eines 
C. durch die Axe CC, also HD eine Seite 
des C., so kehren di^enigen Lichtstrah- 
len in sich selbst zurück, die normal auf 
eine Seite des 0. fallen. So z. B. tritt 
das Bild von A nach (S in CA zurück; 
der Lichtstrahl AH dagegen reflectirt in 
die Linie //./, wenn ^JHD = ^BHA. 

Ist also A das Auge, .so empfangt es 
in H das Bild von alle innerhalb des 
Winkels JHA hegriflenen Gegenstände 
werden in der Linie GH gesehen, und 
die Gegenstände werden um so mehr ver- 
kleinert, je weiter .sie innerhalb des 
^JHA von DD zurückliegen. 

Ist Fig. 555 ein normal auf die Axe 
CC genommene Querschnitt des C., so 
kehrt jeder JAcbtstrahl in sich seihst zu- 
rück, der auf die .\xe fallt; so kehrt, der 
Strahl AG nach 6\4, der Strahl PK nach 
Ä'P zurück. Der Strahl AK rellecUrt nach 
Ki\ wenn LM in K die Tangente an EKO 
und wenn / LKS = /^ HK A ist. Ist A 
das Auge, so empfänpt es in K das Bild 
von A, und alle Gegenstände, die inner- 
halb de.s /_ iS'KA liegen, werden auf dem 
Bogen GK abgebildot und um so mehr 
verkleinert, jo weiter sie von dem C. zu- 
rück liegen. 

Wenn man einen mit dem C. genau 
gleichen llolzcylioder abdreht, diesen mit 
Papier überzieht und darauf ein richtiges 
Bild zeichnet, so kann man mit Hülfe 
beliebig ajizuiegender Tangentialebenen 
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Cylindroid heilst ein Kör|>er, der 2 na* 
rallele cougriiente (trmulebenen hat, de- 
ren rmfant'e andere krumme Linien als 
Kreise sind, und um welche eben so ein 
Mantel von übrigens denselben Eigen- 
schallen wie bei dem Cylinder gelegt wird. 

Da man durch einen Cylindor parallele 
Durchscbiiilt'^Gbenen führen kann, welche 
Ellipsen sind, so kann man ein Cylin- 
droid mit elliptischen Grundflächen 
in einen Cylinder verwandeln, wenn man 
in den Mittelpunkten der Endflächen 
durch die grofsen Axen Ebenen legt, 
welche Halbkreise werden und wenn man 
den ahgeschnittcnen halben Huf jeder 
Endfläche gegen den der anderen legt, 
oder wenn man jeden abge.schnittenen 
und \Vinkelahnahmen ein Zerrbild ver- halben Huf um die grofse Axe um 180'^ 
zeichnen, welches in bestimmter Entfer- horumdroht, wo er dann gegen den ver- 
nung vor dem C. gehalten von diesem hliebenen halben Gi^indkrets sich legt 
in dein verzeichneten richtigen Bilde zu- und da.s fehlende Stück der nenen Grund- 
rnckgewurfen wird. ebene ergänzt. 


Fig. .*»55. 
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D&mmening s. astronomische Dämme* 
rung. 

Dämmemiigskreis s, astronomische 
Dämmerung. 

Dämpf ist ein Körper in dem Zustande 
tier Luftformigkeit , in welchen er aus 
dem flüssigen Zustande übergegangen ist 
ohne dals er in seiner chemischen Be- 
schaffenheit eine Aenderuiig erfahren hat. 
Die Ursache der Acuderung des Aggregat- 
zustandes (s. d.) ist allein die AVärine, 
welche der Flüssigkeit zur Damnfbildung 
zugeführt werden mufs, so dals Dampf 
ni^ts anderes ist als Flüssigkeit + Wärme. 

Die Aenderung einer Flüssigkeit in 
Dampf geschieht unter allen Temperatu- 
ren und ein Minimum Tun Wärme, als 
zur Dampflnldung nothwendig, ist noch 
nicht ermittelt worden — auch Eis bei 
grofser Kälte Terdampft — . 

Der Dampf bat (bis auf eine (irenze 
der CompressioQsfahigkeit , welche man 
permanenten Gasen noch nicht hat nach- 
weisen können) alle Kigcnscbaflen der 
Gase: Er ist durchsichtig, in einem 
Gefäfs eingeschlossen überall gleich 
dicht, gleich elastisch, er übt auf 
jedes gleich grofse Fläehenstück der Wan- 
dung einen gleich grolsen Druck au.s und 
hat somit das Bestreben der Ansdehn- 
samkeit, dessen Grenze noch nicht er- 
mittelt ist. 

2. Der Dampf ist also ein Produckt ans 
Flüssigkeit (F) und Wärme (IV) und seine 
physikalischen Eigen.schaften sind daher 
nur abhängig von der Natur der F aus 
der er entnommen ist, und hiernachst 
von den Mengen von F und von W, au.s 
welchen er besteht. 

Auf die Entwickelung de.s D haben 
aofserdem noch die mechanischen Wir- 


kungen anderer Stoffe und Kralle Ein- 
Aufs, als besonders die atmosphärische 
Luft durch Druck und Bewegung. Nimmt 
man diese fremdartigen Einflüsse hinfort, 
setzt man z. B. über ein Gefafs mit F 
eine Glocke, die mit ihren Rändern ein- 
taucht, also hermeti.sch und man evacuirt, 
so ergeben sich folgende Erscheinungen : 

Bei einem bestimmten thennometri- 
schen Wärmegrade (T) hat der Dampf 
eine ganz he.stimmte Dichtigkeit (D); d. 
h. ist V das Volumen der F in tropflia- 
rem Zu.stande, welche in Dampfgestalt 
innerhalb der Glocke von dem Volumen 

V sich befindet, so Ut die Dichtigkeit 

des Dampfes (die Iropfliare F als Einheit 
genommen) constant. 

Bei Vermehrung von T nimmt die 
Glocke mehr F als Dampf in sich auf, 

e, und mit e die Diclitigkeit y,- des Dampfes 

wird grofser und um so grülser Je grofser 
man T werden läfst. 

Da der Glockenraum die F zur Unter- 
lage hat und der Dampf nur eine ganz 
he.stimmte Menge r und nicht mehr aus 
der F entuinimt, .«o nennt man den Dampf 
gesättigt, man sagt: der Dampf ist in 
.seinem gesättigten Zustande. 

Erkältet inan, d. h. läfst man T ab- 
nehmen, so kann der Dampf mit der ver- 
minderten \V bei seiner Dichtigkeit nicht 
bestehen, er ist übersättigt und gibt 
so viel Dampf der F zurück bis er die 
der verminderten T entsprechende gerin- 
gere Dichtigkeit, also .seinen Sättigungs- 
zu.*^tand erreicht hat; und diese Zurück- 
gabe des Dampfe.s an die F geschieht 
mit fortgeseUter Abkühlung successive 
bis die F in ihrer anfänglichen Quantität 
wieder hergestellt ist. 
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Hat man durch Termebrte W die F 
änzlicb Terdampft und man vermehrt 
ie W noch weiter, m wurde der Glocken« 
raum noch mehr F als Dampf in sich 
aufnehmen, wenn noch vurhamleii wäre: 
der Dampf ist un (gesättigt und hat 
nicht die seiner T zngehorigo ß^rüfste 
Dichtigkeit. 

3. Der Dampf hat das Beatrehon sein 
Volumen zu vergröfsern, d. h sich ans- 
zudehnen und die Oröfse des Widerstan- 
des, welcher die.aem Bestreben das Gleich- 
gewicht hält, heifst seine Spannung. 
Diese Spannung (S) bei derselben F ist 
abhängig von der T und der D des 
Dampfes, und zwar wächst die S bei 
Dampf von einerlei I) mit der Vergro- 
fserung von T und bei Dampf von einerlei 
7 mit der Vermehrung der 0, also wächst 
.S überhaupt mit ,dem Wachsthum von 
Tx D. 

Gesättigter Dampf hat bei einerlei T 
auch einerlei D und einerlei 5. Ver- 
mehrt man T so nimmt der Dampf neue 
F in sich auf, seine D wird grofser und 
hiermit auch seine S. Vermindert man 
T so schlägt ein Theil des Damnfes zu 
F nieder, seine J) und mit /> aucn seine 
S wird vermindert. 

Gesättigter Dampf mit F aiifser Berüh- 
rung gebracht und T vermehrt bleibt 
Dampf von derselben />, er wird unge- 
sättigter Dampf und seine .S wird ver- 
mehrt. Gesättigter Dampf hat also 
gegen ungesättigten von einerlei 
0 die geringste N. Gesättigter Dampf 
mit F aufser Berührung gebracht und 
bei gleichbleibendcr 7 das Volumen 
(F) vermehrt wird ungesättigter Dampf 
von geringerer Ü und geringerer S und 
beides in dem Maafse geringer als V ver- 
mehrt wird. 

Ungesättigter Dampf, also aufser Be- 
rührung mit bei gleichbleibeuder T 
das Volum vermindert erhält gröfsere 
D und grofeore S. Die Compression bis 
zu der D des Sättigungsziistandes fort- 
gesetzt gibt das Maximum von D und 
von S: denn eine weitere Compression 
veranlafst, dafs der Dampf zum Theil zu 
F niedergeschlagen wird, .so dafs die D 
und die S, welche dem gesättigten i Kampfe 
bei der statthabenden T zngehoren , cfie- 
selben bleiben. Man kann die Compre.s- 
sion bei gleichbleibender T so weit fort- 
setzen , dafs der Dampf gänzlich zu F 
wird, ohne dafs sich t) und S bis dahin 
vermehren. Lälst man mit dem Dnick 
nach, so wird die F wieder, und mit fort- 
gesetzter Vermehrung des Baumes immer 
mehr und mehr derselben zu Dampf und 


zwar zu Dampf von deijenigen D und 
deijenigen welche der D und der $ 
des Sättigungszustandes bei der gleich- 
gebliebenen 7 zugebören. Gesättigter 
Dampf ist demnach in dem Zu- 
standedesMaximumsseinerSpau- 
nu ng. 

4. Der ungesättigte Danmf also, und 
nur dieser allein hat die Eigenschaften 
der Gose und für ihn gelteu dieselben 
Gesetze, welche in den Art.: »Ausfluis 
der Luh*^ und ,aerostatische Gesetze“ 
vorgetragen sind. Da nun für diese 
Dämpfe eine niedrigere 7 gebürt, um den 
Sättigungspunkt und das Maximum der 
Spannung zu erreichen, so betrachtet 
man ganz richtig die Gase als Dämpfe, 
die unterhalb des Ma.\imums der Dich- 
tigkeit sich befinden, und welches sie erst 
bei einer .so niedrigen Temperatur er- 
reichen, welche bU jetzt noch nicht hat 
Mlrvorgebracht werden künnen. 

Die Ao.sicht hat auch Krfahrungen für 
sich. Denn wenngleich alle Gase, wie 
die atmos]>härische Duft für permanent- 
expansi)>el gegolten haben, so sind doch 
im J. 1823 von Faraday Gase unter nie- 
driger Temperatur und mit hohem Druck 
zu tropfbaren Flüssigkeiten comprimirt 
worden. /. B. kohlensaures Gas bei 0® C. 
mit einem Druck von 36 Atmosphären. 
Krwägt man nun, dafs bei jeder Com- 
pression Wärme frei wird, die doch nur 
in dem comprimirten Körper vorhanden 
gewesen sein kann, die sicn in dem klei- 
neren Raum gesammelt hat nnd hinaus- 
tritt oder hinansgetrieben wird, so kann 
man annehmen, dafs solche Gase immer 
nur sehr geringe, in Graden nicht anzu- 
gebende Wärmemengen bedürfen, um ans 
aem tropfbar flüssigen Zustand in den 
luftfürmigen übemigehen und darin an 
verbleiben, während andere Stoffe bei 
wahrnehmbaren also höheren Wärmegra- 
den zu Dampf werden. So verschieden 
die VVärmemengen bei Venlampfung ver- 
schiedener Stoff^e unter einerlei Druck, 
als Wasser, Weingeist, Quecksilber uns 
bekannt sind, so verschieden hat man 
sich denn auch die Temperaturen bei 
Dampfwerduug dieser Gase aus Flüssig- 
keiten zu denken und so konnteo der 
atmosphärischen Luft und dem Sauerstoff 
.so niedrige Wärmegrade entsprechen, bei 
welchen sie tropfbar flüssig erscheinen 
müssen. 

Für die Nichtannahme dieser Hypothese 
kann man Dampf von Gas unterscheiden 
nnd sagen; dem Dampfe liegt eine Flüs- 
sigkeit als Normalzustand des Körpers 
zum Grunde aus dem er durch Einnafa 
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▼on Wärme iii Dampf (feworden ist. Das 
(las daßogen ist als Inftforoiiper Körper 
in seinem NoniiHlziistami and wird ans 
diesem entweder ßar iiirlit oder mir durch 
starkes Znsammendrucken zur Fiu^sigkeit 
Terändert. 

5. Dampf mit FlüsMi;keit tou einer 
Temperatur besitzt eine bedeutende Wär- 
memenge, welche therinoinetri>ch nicht 
wirkt, welche also von dem 8tofl’ zur 
HiLdung der DampfTorm aus der Flüssig- 
keit chemisch gebunden (verschluckt, ab- 
sorbirt) wird und daher gebundene 
oder latente Wärme heilst. IWi dem 
Wasserdampf beträgt sie im Mittel 550°C., 
so daüs Dampf von 100“r., welche das 
Thermometer anzeigt, eine Wärmemenge 
von 550^ -f 100° = 650° wirklich entliält. 

Früher wurde aus Versuchen abstra- 
birt, dafs bei einerlei StotF die latente 
Wärme in allen Temperaturen in glei- 
cher Menge vorhanden sei, so dafs Wat- 
serdampf von 200° C. thermometrischer 
Wärme 200° 550° = 760° , Dampf von 
300° C., 300° + 550° = 850° Wärme ent- 
halten sollte. 

Nach den Versuchen von Schärpe, von 
Clement und Desormes befindet sich in 
dem Damof eines jeden flüssigen Stoffs 
eine unabnängig von seiner Temperatur 
bestimmte Wärmemenge, von welcher 
derjenige Theil den das Thermometer 
nicht anzeigt, latent ist. Die Gesammt- 
wärme im Wasserdampf z. B. ist 650°C., 
demnach hat 

Dampf von 0° C. Therm.= 650° latente W, 
, , 100°C. „ =650° , , 

, „ 500°C. , =150° , , 

, , 650°C. „ = 0° , « 

Wenn nun die latente Wärme (3harac- 
teristik von Dampf ist, so kann Wasser- 
dampf von 650° C. kein Dampf mehr sein, 
er kann also nur Wasser sein, oder was 
vielleicht dasselbe ist, der Dampf mufs 
die Dicbti^eit des Wassers haben, und 
es wäre diese Dichtigkeit ancb Vernunft- 
gemäfs das Maximam der möglichen Dich- 
tigkeit eines Dampfes, nämlich die Dich- 
tigkeit der ihm zu Grunde liegenden Flüs- 
sigkeit. 

I'ampf v<m -50°C. hätte nach Obigem 
700° Wärmonienge und man hat hier- 
bei zu erwägen , dafs die Wärme nicht 
mit dem thermometrischen 0° beginnt, 
dafs also obige 650° summarische Wär- 
memenge diejenige ist, welche das Ther- 
mometer von 0° ab mifst, und dafs nach 
einem Thermometer, welches die Grade 
bei - 5ü°0 von Ü° anfinge, (Fahrenheit) 
die Wärmemenge im Wa.sserdampf wirk- 
Ikb mit 700° ausgesprochen weedeo würde. 


Ferner ist ermittelt, dufs die Mengen 
der latenten Wärme in verschiedenarti- 
gen Dämpfen in umgekehrtem Verhält- 
nifs stehen mit deren Dichtigkeiten (diese 
aaf einerlei Gewichtseinheit bezogen), also 
in umgekohrtciu Verhältnifs mit den ab- 
soluten Gewichten gleicher Quantitäten 
Dämpfe bei einerlei Temperatur und der- 
äell>en I8pamiung. So z. H. verhalten 
sich die Dichtigkeiten des Wasser- und 
des Alkoholdampfes wie 100 : 268 und 
die Mengen der UtiMiten Wärme sind 
gefumlen worden 550 und 214, welch« 
das Verhittnirs 257 : 100 ergelien. 

6. iDie Wärme erscheint demnach in 
dem Dampf mit 2 entgegengesetzten Wir- 
kungen, als positiv und als negativ, oder 
als anziehende und als abstofsende Kraft. 
Erster« ist die latente Wärme, welche 
dem Dampf verbleiben will; letztere die 
thermumetrische, die freie W. , die Tem- 
peratur als diejenige KraA, mit welcher 
die IF den Dampf verlassen will. Mao 
könnte sich den Erscheinungen nach 
auch denken, dafs in dem Dampf 2 War- 
mestoffe sich befinden, der latente und 
der thermometrische, die in gleichen Quan- 
titäten sich neiitralisiren: Kommt ther- 
mometrisebe \V hinzu (geschieht Erwär- 
mung), so wird diese von der im Dampf 
befindlichen latenten \V angezogen und 
diese wiederum lilst nun eben so viel 
der von ihr bis dahin gebunden gewe- 
senen tberniometrischen VV los, die nun 
frei wird und als Temperatur erscheint. 

7. Jede Flüssigkeit, welcher unter einem 
bestimmten Luftdruck Wärme zugeführt 
wird, kommt endlich unter stärkerer Aus- 
strömung von Dampf in Wallung, d. i. 
in siedenden Zustand, and dies geschieht 
mit dem W'ärmegrade, bei welkem der 
Dampf die Spannung hat, welche dem 
Luftaruck da.s Gleichgewicht hält. Auf 
sehr hohen Bergen kocht die Flüssigkeit 
bei einer geringeren Temperatur als am 
Meeres.^piegel , weil dort der Luftdruck 
geringer ij«t und weil Dampf von gerin- 
gerer Temperatur genügt um dem gerin- 
geren Luftdruck das Gleichgewicht zu 
halten. 

Boi einem mittleren Druck der At- 
mosphäre von 0,70 Barometerstand 
nimmt das Wasser diejenige Temj^ratur 
an, die man mit 100° Celsius bezeichnet, 
folglich hat Wasserdampf von 100° C. die 
Spaunung der atmosf^arlschen LuA von 
0,76«» Quecksilbersäule, oder eine Atmos- 
phäre DruckkraA oder von U ZoUnfund 
auf den preufsischen OZoll GrMndilHche.. 

Die Spannungen der Dämpfe wachsen 
io einem weit höheren MaaDse als die an 


ulgiiized by Google 



Dmmpf. 


219 


Dunpf. 


denselben srehöripen Temperaturen. Hei 
der Vermehrunf^ der Teraperatnr vnn 
100 ^ um 2U^ also um etwa | wird die 
Hpannun^ das Doppelte Ton der bei 
lOO°C., sie ist bei I214**C. = 2 Atmos- 
phären = 28 Zollpfund auf den □" Grund- 
fläche: bei 14 Ö 7 schon 4 Atmosphä- 
ren, bei 172*^0. = 6 Atmosphären, bet 
203^^ C. = 16 Atmosphären u. s. w. und 
in Verhältnissen, die diesen mehr und 
weniger nahe kommen, wachsen die 8pan- 
oangen der Dämpfe anderer Klässigkeiten 
ebenfalls. 

8. Zwischen dem lufifurmigen und dem 
flüssigen Zustand liegt noch ein Mittel- 
znstnnd, nämlich der in welchem der 
Körper noch flüssig ist und doch luft- 
förmig zu sein scheint, indem er in die 
Atmosphäre sichtbar aufsteigt. Beson- 
ders wahrnehmbar ist dies bei dem Was- 
ser, weiches als sogenannter W rasen 
YOD der Oberfläche erhitzten Wassers sieh 
in die Luft erbebt; ferner bei den Nebeln, 
Wolken und anderen Dünsten. 

Man kann diesen Zustand sich erklä- 
ren indem man annimmt, dafs jedes Mo- 
lekül eine Blase bildet, die aus einem 
Luftkern besteht, der warmer und also 
leichter ist als die umliegende Atmos- 
phäre und der von einer sehr dünnen 
tropfbar flüssigen Wandung eingeschlos- 
sen wird. Das Wasser in diesem Zu- 
standn heifst Wasser rauch, Wasser- 
dunst. 

9. W a 8 s e r d a in ]) f. 

Der Wasserdarapf ist unter den Däm- 
pfen anderer Stoffe am sorgfältigsten un- 
tersucht worden and es sind diese Un- 
tersuchungen auch äufserst wichtig: Für 
Dämpfe nnter dem gewöhnlichen Siede- 
punkt für wissenschaftliche Zwecke, für 
Dämpfe über dem Siedepunkt für ge- 
werbliche Zwecke. 

In Betreff der ersteren sind von der 
Physik und der Chemie Untersuchungen 
über die Dichtigkeit und die Elasticität 
der Dämpfe angestellt worden; in Betreff 
der letzteren bat die Gefahr der Dampf- 
kessel-Explosionen in allen gewerbreichen 
Ländern Versuche und Beobachtungen 
darüber veranlal'st und nnter diesen .«ind 
die wichtigsten die auf Veranlassung der 
französischen Regierung von Arago, Du- 
long, Girant nnd de Prony i J. 1830 been- 
digten Versuche, nnd die auf Dampf von 
100® C. Temperatur mit 1 Atmosphäre 
Spannung bis zu Dampf von 224® C. Tem- 
peratur mit 24 Atmosphären Spannung 
sich erstreckt haben. Hierbei i.'il zu be- 
merken, dafs an 2 Thermometern beob- 
achtet wnrde, die um kleine Längen dif- 


ferirten (bei dem znletit angeführten 
Versuch um 0,27® C.), und dafs die je- 
desmalige Spannung der Dämpfe an einer 
Quecksilbersäule abgelesen wurde, die 
dann zu Druck in Atmosphären (bei dem 
letzgedachten Versuch in 23,994 Atmos- 
phären) durch Berechnung ermittelt wer- 
den konnte. 

Dies zum Verständnifs, dafs es darauf 
ankam, den Zusammenhang der Tempe- 
raturen mit den Spannungen auch für 
die Fälle zu ermitteln, die zwischen den 
angestellten Beobachtungen liegen und 
es sind mit Hülfe einer Reihenfolge von 
Versuchen und gröfstentbeils durch Dif- 
ferenzenrechnung Formeln ermittelt wor- 
den, bei deren Anwendung die berech- 
neten Uesnitate den gemachten Erfah- 
rungen sehr nahe kommen, so dafs man 
auch auf die nabe Richtigkeit der Zwi- 
schenfälle schliefsen kann. 

10. Es sind mehrere dieser Formeln 
zur Anwendung gekommen, die nur auf 
eine zwischen Grenzen eingescblossene 
Reihe von niederen oder hohen Tempe- 
raturen annähernd richtige Resultate lie- 
fern, aufser dieser Reihe aber von den 
durch Erfahrung ermittelten Elasticitats- 
CTÖfsen bedeutend abweiefaen ; als 
die Formel von Kämtz: 
log E = 2,5263393 - 0,01907612688 t 
-0,00010296015 <*-0,00000004731 <* 
wo£ die znrTemperatur < gehörende Elas- 
ticität (Spannung) des Dampfes in pariser 
Zoll Qneck.sillieÄöhe und t in Graden 
Reanmur bedeutet, wo bei Graden unter 
80® R. < positiv , über 80® < negativ ge- 
nommen wird. 

Diese Formel ergab min für < über 80° 
erweislich .sehr unrichtige Resultaie nnd 
Kämtz änderte sie in die folgende: 
iogB = 2,5963393 - 0,01950230219 f 

- 0,00007404868 <» + 0,0000066252 l> 
-f- 0,00000000399 <* 

womit aber die höheren Temperaturen 
mit den französischen Versuchen noch 
nicht genau übereinstimmen. 

Die Formel von Du long 
E = (l + 0,7153.<)» 
die ferner corrigirt worden ist in 
E = (l +0,719- <)*'»*" 
wo £ die Klasticität in Atmosphären zu 
0,76'« Quecksilbersäule und l die Tem- 
peratur über 100° C. bedeutet, so aber 
dafs bei einer Temperatur von 150® C. 
für < = 0,50 zu setzen ist , stimmt nach 
dem Zeugnifs der Akademiker am ge- 
nancsten von 4 Atmo.spbären Spannung 
aufwärts gerechnet. 

Die Formel, welche Egen mit der Zu- 
sammenstellung der Resultate ans den 
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ob«n gedachten pariser Versuchen durch 
DifTerenzenrechnung ermittelt hat ist 
I = 1 00 + 64,290 1 2 /oj £ + 13,89479 log "ß 

4 2,909769 log •£ + 0,1742634 log 

E in Atmosphären und < in Centesi- 
malgraden verstanden. 

11. Die Temperatur, bei welcher das 
Wasser siedet, ist von dem Luftdruck 
allein abhän^g und der Wärmegrad von 
100° G. dabei, rührt allein her von dem 
Luftdruck =0,76'” Quecksilbersäule. Da 
also der Siedepunkt theoretisch betrach- 
tet willkührlich zu setzen ist, so gibt es 
für die Dämpfe nnter und über dem Sie- 
depunkt keine in der Natur begründete 
Scheide, und aus diesem Grunde wird 
behauptet, dafs eine einzige Formel zu 
Auffindung der Elasticität von Dampf 
für alle Temperaturen ohne Ausnahme 
aufzufinden sein müsse. 

Der Schlnfs ist ganz richtig unter der 
Bedingung, dafs die Natur keine hindern- 
den Elemente, hinzutreten läfst. Allein 
in dem Art. .Ausdehnung“ ist nachge- 
wiesen, dafs das Wasser gegen StolTe 
ähnlicher Art, d. h. gegen Stoffe, die 
mit dem Wasser dieselben phpikalischen 
Eigenschaften haben, in Hinsicht auf Er- 
scheinungen die nach allgemein j;elten- 
den Regeln abstrahirt werden konnten. 


Abweichungen zeigt, und es ist leicht 
möglich, dafs dies auch beim Wasser in 
Dampfform statt findet. Aus diesem 
Grunde halte ich auch die auf Formeln 
gegründeten Berechnungen von Elastici- 
täten von Dämpfen, deren Temperatur 
über den oben gedachten äufsersten Ver- 
such von 224° G. liegen für unzuverlässig. 

12. Es folgt nun zunächst eine Tabelle 
des Zusammenhangs zwischen Tempera- 
tur und Elasticität des Wasserdampfes 
aus wirklichen Beobachtungen er- 
mittelt, welche dazu dienen soll, die 
in den nachfolgenden Tabellen aus For- 
meln berechneten Elasticitäten bei gege- 
benen Temperaturen prüfen zu können. 
Die hier angegebenen Beobachtungen sind 
grolstentheils mit Thermometern nach 
Keaum. geschehen und die Elasticitäten 
in pariser Zoll Quecksilbersäule gemes- 
sen worden. Die No. 9 gedachten Ver- 
suche der pariser Academie sind mit Ther- 
mometern nach Celsius geschehen und 
die Elasticitäten in Millimeter Quecksil- 
berböhe gemessen worden. Jede Beob- 
achtung gibt die Tabelle in allen 4 Maa- 
Isen; und zwar ist gerechnet; 

1 par. Zoll = 27,06995 Millimeter 
1 Millimeter = 0,0369413 par. Zoll. 
l°C. = 0,8°R. und 1°R. = 1,25°C. 


Tabelle 

des Zusammenhangs der Elasticitäten des Wasserdampfs bei verschiedenen Tem- 
peraturen desselben. Nach Beobachtungen. 



i 

1 Elasticität 


Temperatur 

ln 

Beobacliter 

-c.° 

L. 

1 Millim. 1 

par. Zoll 


30,350 

24,280 1 

0,271 

0,010 i; 

Hegnaiilt 

18,750 

15,000 1 

2,436 

0,090 !: 


18,800 

13,440 1 

1,083 

0,040 1 


12,500 

10,000 

2,436 

0,090 1 

Muncke 

7,550 

6,040 

24,363 

0,900 

lUgnanlt 

6,612 

5,290 . 

2,734 

0,101 

Magnus 

6,250 

5,000 

3,411 

0,126 

Muncke 

5,312 

4,250 1 

2,731 

1,109 1 

Magnus 

4,362 

3,490 1 

3,248 

0,120 1 

RegnauU 

4,451 

3,560 

4,277 

0,158 

Ure 

3,637 

2,910 1 

3,519 

0,130 

Magnus 

0,000 

0,000 

0,000 

0,000 1 

Kobison 

— 

— : 

0,000 

0,000 1 

Schmidt 

— 

— 

5,289 

0,188 ! 

Dalton 

— 

— 

4,060 

0,150 : 

Southern 

— 

— j 

5,062 

0,187 ' 

Üre 

— 



4,602 

0,170 ; 

Muncke 

— 

— 

4,602 

0,170 

; Magnus 

“ 1 

1 

i 

4,602 

0,170 1 

1 

1 

j Regnault 
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Temperatur 
+ C. 1 + R. 

Eluticität 

milim. 1 par. Zoll 

Beobachter 

3,750 

3,000 

0,000 

0,000 

1 Betancourt 

4,4ö0 

3,560 

2,545 

0,094 

Rübison 

— 

— 

6,334 

0,234 

Ure 

5,000 

4,000 

0,541 

0,020 

Betancourt 

— 

1 

6,497 

0,240 

Regnault 


4,450 

5,847 

0,216 

Southern 

6,250 

5,000 

0,541 

0,020 

Betancourt 

— 

— 

2,978 

0,110 

Schmidt 

— 

— 

7,626 

0,278 

Dalton 

— 

— 

7,471 

0,276 

Muncke 

7,500 

6,000 

1,353 

0,050 

Betancourt 

— 

— 

4,060 

0,150 

Schmidt 

8,050 

6,440 

8,121 

0,300 

Magnus 

8,750 

7,000 

1,895 

0,070 

Betancourt 

9,000 

7,200 

8,392 

0,310 

Kegnault 

y,7oo 

7,760 

8,933 

0,330 


10,000 

8,000 

2,707 

0,100 

Betancourt 

10,012 

8,010 

5,089 

0,188 

! Kobison 

— 

— 

9,123 

0,337 

! lire 

11,125 

8,900 

8,879 

0,328 

I Southern 

11,250 

9,000 

3,248 

0,120 

Bi^tancourt 

1 1,490 

9,192 

10,016 

0,370 

Kegnault 

1 1,9S0 

9,584 

10,016 

0,370 

' Magnuh 

12,340 

9,872 

10,557 

0,390 

' Kegnault 

12,500 

10,000 

4,060 

0,150 

' Magnus 

— 


4,060 

0,150 

Betancourt 

— 

— 

7,580 

0.280 

Sohmhit 

— 


11,072 

0,409 

Dalton 

— 


12,100 

0,447 

Muncke 

12,750 

10,200 

10.828 

. 0,400 

Kegnault 

12,775 

10,220 

3,790 

0,140 

Watt 

1?,Ö00 

10,240 

10,557 

0,390 

l’re 

13,600 

10.880 

12,452 

0,460 

Kegnault 

13,750 

11,000 

4,873 

0,180 

Betancourt 

15,000 

12,000 

5,955 

0,220 


— 

— 

10,287 

0,380 

Schmidt 

1.5,560 

12,448 

13,264 

0,490 

Kegnault 

15,575 

12,460 

, 8,879 

0,328 

Rnhisnn 

— 

— 

13,102 

0,484 

Tre 

16,250 

13,000 

7,309 

0,270 

Betancourt 

— 

— 

11,911 

0,440 

Schmidt 

16,fiJi8 

13,350 

13,210 

0,488 

Southern 

17,500 1 

14,000 1 

8,121 

0,300 1 

Betancourt 

18,362 

14,690 

15,998 

0,591 

üre 

18,750 

15,000 

9,474 

0,350 

Betancourt 

— 

— 

14,888 

0,560 

Schmidt 

— 

— 

15,971 

0,590 

Dalton , 

18,750 

15,000 1 

18,272 

0,675 

Muncke 

19,120 

15,296 

16,242 

0,600 

Kegnault 

20,000 

16,000 1 

10,828 

0,400 

Betancourt 

— 

— 1 

16,513 

0,610 

Schmidt 

20,170 

16,136 

17,595 

0.650 

Kegnault 

20,510 

16,408 ! 

17,866 

0,660 


21,138 

16,910 

13,968 

0,516 

Rohison 

— 

— 

18,434 

0,681 

Ure 

21,260 

17,000 

12,181 

0,450 

Betancourt 
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Temptratur 
+ C. + R. 

1 

i Eluticität 

j Hillim. 1 par. Zoll 

B«obacbter 

21,400 

17,120 

1 18,949 

0,700 

Kej^nault 

i 2,250 

17,800 

18,543 

0,685 

Southern 

22,500 

18,000 

14,076 

0,520 

Betancuurt 

— 

— 

20,573 

0,760 

Schmidt 

22,700 

18,160 

1 20,573 

0,760 

Regnault 

23,327 

18,670 

16,513 

0,610 

Watt 

23,7&0 

19,000 

15,701 

0,580 

Betancourt 

23,850 

19,080 

22,197 

0,820 

Magnus 

23,925 

19,140 

21,818 

0,806 

LVe 

24,360 

19,480 

18,678 

0,690 

Regnault 

25,000 

20,000 

17,595 

0,650 

Betancourt 

— 


24,363 

0,900 

Schmidt 

— 

— 

23,064 

0,852 

Dalton 

— 

— 

25,933 

0,958 

Muncke 

25,560 

20,448 

24,092 

0,890 

Regnault 

26,250 

21,000 

20,302 

0,750 

Betancourt 

26,712 

21,370 

21,717 

0,769 

Robison 

— 

— 

25,635 

0,947 

l're 

27,225 

21,780 

20,302 

0,750 

Watt 

27,500 

22,000 

22,197 

0,820 

B^taucourt 

— 

— 

27,341 

1,010 

Schmidt 

27,825 

22,260 

25,906 

0,957 

Southern 

28,750 

23,000 

24,363 

0,900 

Betancourt 

28,800 

23,040 

29,506 

1,090 

Keenault 

29,487 

23,590 

29,696 

1,097 

l're 

30,( KH ) 

24,000 

25,552 

0,970 

Betancourt 

30,960 

24,768 

33.567 

1,240 

Regnault 

31,250 

25.000 

28,423 

1,050 

Betancourt 

— 


35,191 

1,300 

Schmidt 

— 

— 

32,673 

1,207 

Dalton 

32,275 

25,820 

29,966 

1,107 

Rohisoii 

— 

— 

34,541 

1,276 

L re 

32.490 

25,992 

36,003 

1,330 

Reguault 

32,500 

26 , (WO 

30,318 

1,120 

Betancourt 

33,387 

26,710 

36,057 

1,332 

Southern 

33,620 

26,896 

32,484 

1,200 

Regnault 

33,750 

27,( K )0 

33,025 

1,220 

Betancourt 

33,750 

27,000 

38,439 

1,420 

Schmidt 

35 , (WO 

28,000 

32,484 

1,200 

Watt 

— 

— 

35,732 

1,320 

Betancourt 

35.0 i'iO 

28,040. 

41,634 

1,538 

Uro 

36,250 

29,000 

3^439 

1,420 

Betancourt 

37,500 

30,000 

41,146 

1,520 


— 

— 

52,24.) 

1,930 

Schmidt 

— 

— 

46,317 

• 1,711 

Dalton 

— 

— 

30,670 

1,133 

Muncke 

37,837 

30,270 

40,633 

1,501 

Robisou 

— 

— 

47,237 

1,745 

L’re 

38,380 

30,704 

38,439 

1,420 

Regnault 

38,750 

31,000 

44,665 

1,650 

liclancourl 

38,950 

31,160 

49,782 

1,839 

Southern 

40,000 

32,0 (W 

43,853 

1.620 

Watt 


— 

48,185 

1,78« 

Betancourt 

40,612 

32,490 

53,328 

1,970 

Ure 

41,250 

33,000 

51,433 

1,900 

Betaucourt 

— 


60,366 

2,230 

Schmidt 
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Temperatur 

+ c. 1 + U. 

Elasti 

Millim, 

cität 

par. Zoll 

Beobachter 

42,500 

34,000 

1 64,140 

2,000 

Betancoiirt 

42,600 

34,080 

1-, 63,073 

2,330 

Keffiiault 

43,400 

34.720 

ll 57,145 

2,111 

Rooisoii 

43,400 

34,720 

ji 62,369 

2,304 

Ure 

43,660 

34,928 

ll 66,592 

2,460 

Regnault 

43,760 

35,000 

i ' 58,200 

1,150 

Betancourt 

— 

— 

72,547 

2,680 

Schmidt 

— 

— 

65,377 

2,415 

Daltoii 

44,080 

36,264 

68,216 

2,520 

Regnault 

44,512 

36,610 

67,567 

2,496 

Southern 

44,900 

34,920 

71,194 

2,630 

Ha^rnus 

45,000 

36,000 

61,449 

2,270 

Betancourt 

45,700 

36,660 

74,442 

2,750 

Magnus 

46,175 

36,940 

71,356 

2,636 

Ure 

46,230 

36,984 

75,796 

2,800 

Regnault 

46,250 

37,000 

66,321 

2,450 

Betancourt 

47,160 

37,728 

80,127 

2,960 

Regnault 

47,500 

38,000 

69,570 

2,570 

Betancourt 

47,700 

38,160 

80,127 

2,960 

Regnault 

47,775 

38,220 

66,051 

2,440 

Watt 

48,750 

39,000 

74,442 

2,750 

Betancourt 

48,962 

39,170 

76,202 

2,815 

Robisou 

— 

— 

83,879 

3,096 

Ure 

48,990 

39,192 

87,777 

3,240 

Regnault 

49,540 

39,632 

87,777 

3,240 


49,700 

39,760 

90,684 

3,350 

Regnault 

50,000 

40,000 

79,044 

2,920 

Betancourt 

— 

— 

98,535 

3,640 

Schmidt 

— 

— 

88,627 

3,274 

Daltou 

50,080 

40,060 

90,928 

3,359 

Southern 

51,220 

40,980 

97,181 

3,590 

Regnault 

51,250 

41,000 

83,917 

3,100 

Betancourt 

61,390 

41,110 

98,264 

3,630 

Regnault 

51,760 

41,400 

97,262 

3,693 1 

Ure 

62,500 

42.000 

88,519 

3,270 j 

Betancourt 

53,340 

42,670 1 

101,51 

3,750 1 

Watt 

53,750 

43,000 

93,933 

3,470 

Betancourt 

64,530 

43,620 

100,32 

3,706 

Robisou 

— 


1 10,88 

4,096 

Ure 

54,740 

43,790 1 

114,51 

4,230 

Magnus 

55,000 

44,Üü0 

100,16 

3,700 

Betancourt 

55,640 

44,6 K» 1 

119,62 

4,419 

Southern 

60,260 

45,000 

106,93 

3,950 

Betancourt 

— 

— 

139,14 

6,140 

Schmidt 

— 

— 

120,46 

4,450 

l>alton 

56,810 

46,460 

128,58 

* 4,760 

Regnault 

57,230 

46,780 

114,24 

4,220 

Watt 

57,312 

46,850 

128,74 

4,756 

Ure 

57,380 

46,904 

1 28,58 

4,760 

Regnault 

57,600 

46.1X8) 

1 1 5,06 

4,260 

Betancourt 

58,370 

46,696 

137,79 

6,090 

Regnault 

58,680 

46,944 

139,14 

6,140 

Magnus 

68,760 

47,000 

120,46 

4,460 

Betancourt 

60,000 

48,000 

128,58 

4,750 , 


60,090 

48,072 

130,87 

4,831 

Robisou 

— 

1 

146,53 

5,413 

Ure 


Dampf. 
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Dampf. 


> Temperatur 

4- C. 1 + R- I 

Elasti 
Millim. ^ 

citit 1 

Zoll 1 

BeobcMfateiP'^^^ 

1 

61,112 

48,890 

; 136,97 ■'A 

5,060 

Watt 

61,200 

48,960 

- 154,92 - 

5,723 

Southeni 

61,250 

' 49,000 i ' 

135,35 

5,000 

Betancourt 

62,040 

49,632 

163,50 

6,040 

Regnault 

62,400 

49,920 

163,50 

6,040 

J» 

62,500 

1 50,000 

144,82 

5,350 

Betancourt 


'i — 

173,25 

6,400 

Schmidt 

— 

■■ ? — ’ 

1 163,15 > 

6,027 

Dalton 

62,875 

50,300 1 

1 167,62 

6,192 

Ure 

63,750 

51,000 

p 154,30 

5,700 

Betancourt 

64,450 

51,560 ■ 

L 162,42 

6,000 

Watt 

65,000 

52,000 Uj 

1 163,77 ■ 

6,050 

Betancourt 

65,650 

, 52,520 

, . 170,68 ^ 

6,305 

Kobison 

65,650 

52,520 

■r 191,25 .4 

7,065 

üre 

65,860 

52,688 

194,63 .{ 

7,190 

Regnault 

66,250 . 

' 53,000 . 

175,95 / 

6,500 

Betancourt 

66,300 ' - 

-53,040 

194,63 4 

7,190 

Regnault 

66,762 

► v. >53,410 

200,69 

7,412 

Southern 

67,225 

' 53,780 

- 185,16 ^ 

6,840 

Watt 

67,500 

' 54,000 H 

186,79 4j 

6,900 

Betancourt 

68,437 

■i 54,750 -1 

215,88 q: 

7,975 

Ure 

68,750 

55,000 j 

- 198,15 H 

7,320 

Betancourt 


-f, — 

231,45 

8,550 

Schmidt 


' r . — / 

216,21 " 

7,987 

Dalton 

69,450 ■ 

55,560 

208,98 ,, 

7,720 

Watt 

70,000 

- ^56,000 

212,50 " 

7,850 

Betancourt 

71,212 

56,970 

1 219,70 

8,116 

Robison 

4 

¥ 

> 

j - 243,82 . . 

9,007 i 

Ure 

71,250 1 

, 57,000 ] 

227,39 

8,400 

Betancourt 

71,662 

c 57.330 1 

[ - 233,07 

8,610 

Watt 

72,337 

57,870 j 

['•'i 255,24 

9,429 

Southern 

72,500 

58,000 j 

239,57 

8,850 ! 

Betancourt 



274,49 

10,140 

Schmidt 

73,337 

58,6^0 2 

1 254,46 

9,400 

Watt 

73,750 

59,000 -1 

L 253,10 

9,350 

Betancourt 


M— fl 

i. 282,07 

10,420 

Schmidt 

74,000 

^ 59,200 

r 274,22 

10,130 

Ure 

74,830 

59,864 

284,78 

10,520 

Magnus 

75,000 

60,000 

- 279,36 

10,320 

Watt 


h — 

269,35 

9,950 

Betancourt > 

«MV 


297,23 

10,980 

Schmidt 

MW 

. — 

284,23 

10,500 

Dalton 

75,180 

60,144 

291,27 

10,760 

Regnault 

75,530 

‘ 60,424 

291,27 

10,760 

rt 

76,250 

6i,000 

281,53 

10,400 

Betancourt 

76,480 

61,184 ^ 

301,29 

11,130 

Regnault 

76,760 

' 61,408 

301,29 * 

11,130 


76,787 

*61,430 , 

280,66 

10,368 

Robison 



306,16 

11,310 

Ure 

77,500^ J 


297,77 

11,000 

Betancourt 

— tfS 

d 

331,34 

12,240 

Schmidt 

77,775 1 

;62,^0 '3 

L«i« 299,66 » 

1 1,070 

Watt 

77,900*'' ^ 

62,320 ^ 

323,08 ^ 

11,935 

Southern 

78,750^ 

63,000 

316,72 - 

11,700 

Betancourt 

78^6©^ 

ih 63,160 

350,29 

12,940 

Regnault 

79,210 

■» ' 63,368 H 

350,29 

12.940 jj 
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Dampf. 


Tempentur C Elastioität jj Beobachter 


+ 0. 1 + R. 

1 Millim 

79,450 

63,560 

' 326,73 

79,5ß2 

63,650 

344,87 

«0,000 

64,000 

335,67 

80,837 

64,670 

350,56 

81,250 

65,000 

357,32 

— 

— 

380.87 

— 

— 

369,02 

81,950 

65,560 

386,48 

82,226 

65,780 

373,57 

82,260 

66,800 

387,10 

82,350 

65,880 

366,84 


— 

384,93 

82,500 

66,000 

373,67 

83,462 

66,770 1 

406,62 

83,612 

66,890 

397,93 

83,750 

67,000 ' 

392,51 

84,900 

67,920 

432,31 

85,000 

68,000 ' 

421,22 

— 

— ' 

412,82 

85,110 

68,088 ' 

432,31 

85,125 

68,100 ' 

429,34 

— 

— 

430,96 

86,112 

68,890 1 

441,24 

86,250 

69,000 * 

435,83 

86,670 

69,336 j 

478,60 

86,830 

69,464 1 

478.60 

87,225 

69,780 1 

465,60 

87,500 

70,000 ' 

457,48 

— 

I 

485,09 

- — 

— ' 

475,10 

87,912 

70,330 ' 

453,37 

— 

— 

482,65 

88,337 

70,670 

491,86 

88,750 

71,000 

481,84 

— 


505,13 

89,026 

71,220 1 

509,00 

89,725 

71,780 j 

514,33 

89,750 

71,800 ! 

519,47 

89,900 

71,920 ] 

519,47 

90,000 

72,000 ' 

506,21 

— 

1 

533,55 

90,687 

72,550 

535,98 

90,800 

72,64(J ' 

542,48 

91,080 

72,864 

547,89 

91,200 

72.9HO 

547,89 

91,260 

73,000 F 

527,86 

— 

1 

5.57,91 

91,350 

73,080 

663.05 

91,810 

73,448 

543,56 

92,500 

74,000 

557,64 

— 


590,12 

93,475 

74,780 

574,51 

— 


599,33 

93,750 

75,000 

588,77 

— 

- 

603,39 

— 


605,18 


1 


U 


par. Zoll 


12,070 

r Watt 

12,740 

Ure 

12,400 

ßetancourt 

12,950 

I Watt 

13,200 

|| Betaocourt 

14,070 

1 Schmidt 

13,632 

' DaltoD 

14,240 

{ Maraus 

13,800 

■' Watt 

14,300 

Magnus 

13,182 j 

[ Hob^ison 

14,220 

^ l’re 

13,800 1 

Betancourt 

15,021 : 

Sonthern 

14,700 

Watt 

14,500 ! 

Betancourt 

15,970 1 

Regnault 

15,560 ! 

Watt 

15,250 

ßetancourt 

15,970 
15,860 ! 

' KegnaiiU 

Tre 

15,920 ;i 

Magnus 

16,300 ;l 

W'att 

16,100 

ßetancourt 

17,680 ] 

Regnault 

17,680 j 


17,200 ‘ 

Watt 

16,900 ^ 

Betancourt 

17,920 

Schmidt 

17,551 

ßalton 

16,748 i 

Robison 

17,830 ;! 

üre 

18,170 |i 

Watt 

17.800 

Betancourt 

18,660 

Schmidt 

18,803 

Southern 

19,000 1 

Watt 

19,190 

Regnault 

19,190 ! 

r 

18,700 

Betancourt 

19,710 ’ 

Schmidt 

19,800 « 

Tre 

20,040 1 

Magnus 

20,240 

Regnault 

20,240 ! 

1 

19,500 1 

Betancourt 

20,610 

Schmidt 

20,800 

; Watt 

20,080 

1 Magnus 

20,600 

Betancourt 

21,800 ' 

' Schmidt 

21,223 

’ Robisou 

22,140 

; üre 

21,750 

ßetancourt 

22,200 ! 

i Schmidt 

22,356 1 

1 Dalton 

15 
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Dampf. 


Temperatnr 

fC. , +R. 1 

Elagticität 

Millim. ^ par. Zoll 

Beobachter 

‘14,587 

75,670 

625,05 

23,090 

Southern 

94,850 

75,880 

628,56 

23,220 

Regnault 

94,930 

76,944 

628,56 

23,220 


95,000 

76,000 

619,90 

22,900 

Betancourt 

96,250 

77,000 

653,74 

24,150 



— 

657,80 

24,300 

Lire 

96,840 

77,472 

678,10 

25,050 

Regnault 

96,880 

77,504 

678,10 

25,050 


97,500 

78,000 

690,28 

25,600 

Betancourt 

98,750 

79,000 

721,96 

26,670 


98,900 

79,120 

736,84 

27,220 

Magnus 

99,037 

79,230 

727,67 

26,881 

Robison 

— 


733,60 

27,100 

Ure 

99,580 

79,664 

749,03 

27,670 

Regnault 

99,600 

79,680 

749,03 

27.670 


100,000 

80,000 

757,96 

28,000 

Betancourt 




757,96 

28,000 

Schmidt 

— 


758,34 

28,014 

Biker 

— 


768,09 

28,005 

Arzberger 

— 


761,75 

28.140 

Taylor 

— 



759,88 

28,071 

Dulong 

100,15 

80,12 

761,64 

28,147 

Robiaon 





761,96 

28,148 

Southern 

— 

— 

762,02 

28,150 

Ure 

100,17 

80,14 

765,00 

28,260 

Regnault 

100,55 

80,44 

762,02 

28,150 

Wall 

100,74 

80,59 

776,10 

28,670 

Regnault 

101,25 

81,00 

801,27 

29,600 

Betancourt 

101,25 

81,00 

757,96 

28,000 

Schmidt 

101,66 

81,33 

795,32 

29,380 

Watt 

102,50 

82,00 

847,29 

31,300 

Betancourt 

_ 



840,52 

31,050 

Schmidt 

102,71 

82,17 

848,37 

31,340 

Ure 

102,78 

82,22 

810,75 

29,950 

Watt 

103,75 

83,00 

893,31 

33,000 

Betancourt 

— 

— 

881,40 

32,560 

Schmidt 

103,89 

83,11 

832,40 

30,750 

Watt 

104,60 

83,68 

909,25 

33,589 

Robison 

— 

— 

902,78 

33,350 

Ure 

104,68 

83,74 

903,87 

33,390 

Majtnus 

104,73 

83,78 

862,99 

31,880 

Watt 

105,00 

84,00 

936,62 

34,600 

Betancourt 

— 

_ 

923,09 

34,100 

Biker 

— 

— 

919,84 

33,980 

Schmidt 

105,55 

84,44 

889,25 

32,850 

Watt 

106,00 

84,80 

932,48 

34,447 

Christian 

106,25 

85,00 

986,70 

36,450 

Betancourt 

— 

— 

962,23 

35,546 

Biker 

— 

— 

958,01 

35,390 

Schmidt 

106,39 

85,11 

913,61 

33,750 

Watt 

107,14 

85,71 

937,97 

34,660 


107,39 

85,91 

993.20 

36,690 

Ure 

107,50 

86,00 

1031,4 

38,100 

Betancourt 

— 

— 

999,15 

36,910 

Schmidt 

108,06 

86,45 

965,04 

35,650 

Watt 

108,11 

86,49 

1018,4 

37,620 

Ure 
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Dampf. 


Tempdratnr 

+ C. 1 + R. 

Elasticität 

HilUxn. 1 par. Zoll 

Beobachter 

108,75 

87,00 

1082,3 

40,000 

ßetancourt 

— 

— 

1040,0 

38,420 

Schmidt 

108,89 

87,11 

989,41 

36,550 

Watt 

109,7» 

87,78 

1015,1 

1I4>,4 

37,500 


1 10,00 

88,00 

42,200 

ßetancourt 

— 

— 

1093,1 

40,370 

1 Biker 

— 

— 

1089.3 

40,240 

i Schmidt 

— 


1050.0 

38.788 

Cbriittian 

UO.IC 

88,13 

1130,2 

41,751 

Kobison 


— 

1094,7 

40,440 

l-re 

1 10,44 

88,35 , 

1104,7 

40,810 


1 10,55 

88,44 

1040,3 

38,430 

Watt 

111,00 

111,25 

88,80 

1083.3 

40,020 

Christian 

89,00 

1199,2 

44,300 

ßetancourt 

— 

— 

1133,1 

41,860 

Schmidt 

— 

— 

1112,9 

41,114 

Arzberger 

111,39 

80,11 

1064,7 

39,330 

Watt 

112,00 

89,60 

1116,7 

41,251 

45,107 

Chris tiau 

112,20 

89,76 

1139,8 

Dulon^ 

112,23 

89,78 

1088,8 

40,220 

Watt 

112.50 

90,00 

1256,0 

46,400 

ßetancourt 

— 

— 

1200,2 

44,338 

Biker 

— 

— 

1 184,9 

43,770 

Schmidt 

112,68 

90,14 

1188,6 

43,910 

l’re 

112,78 

90,22 n 1115,0 

41,200 

Watt 

112,95 

90,36 

1 199,2 

44,300 

l’re 

113,00 

90,40 

1156,6 

42,728 

Christian 

113,61 

90,89 

1143,2 

42,230 

Walt 

113,76 

91,00 

1310,2 

48,400 

ßetancourt 

— 

— 

1242,2 

45,890 

Schmidt 

114,00 

91,20 

120<>,6 

44,205 

Christia n 

114,17 

91,34 

1168,1 

43,150 

Watt 

114,73 

91,78 

1191,1 

44,0«0 


1 14,90 

91,92 

1277,7 

47,200 

l're 

115,00 

92,00 

1367,0 

50,.‘00 

ßetancourt 

— 

— 

1299,7 

48,011 

Biker 

_ 



1299,9 

48,020 

Schmidt 

_ 

— 

1230,0 

45,436 

Christian 

115,55 

92,44 

1243,3 

45,930 

Watt 

115,73 

92,58 

1394,4 

61,510 

Rohison 

— 

- 

1313,2 

48,510 

Ure 

116,00 

92,80 

1286,9 

47,539 

Christian 

1 16,25 

93,00 

1434,7 

53,000 

ßetancourt 

_ 

— 

1354,3 

50,030 

Schmidt 

— 

— 

138H,0 

51,200 

Mayer 

116,84 

93,47 ■ 

13.54,0 

60,290 

Cre 

1 16.94 

93,55 

1270,4 

46,930 

Watt 

117,00 

93,60 

1326.6 

49,007 

Christian 

117,50 

94,00 

1497,0 

55,300 

ßetancourt 





1403,3 

51,840 

Schmidt 

118,00 

94,40 

1.383,2 

51,099 

Christian 

118,06 

94,45 

1321,3 

48,810 

Watt 

118,51 

94,81 

1430,9 

52,860 

l're 

118,75 

96,00 

1564,6 

57,800 

ßetancourt 

_ 

. — . 

1466,6 

54,180 

Schmidt 



1469,6 

54,290 

Biker 

15* 
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Dampf. 


Temperatnr 

Elasticität 

Beobachter 

+ c . 

+ R . 

Hillim. 

psr. Zoll 


119,00 

95,20 

1426,6 

52,699 

Christian 


95,66 

1369,7 

60,600 

Watt 

120,00 

96,00 

1637,7 

60,600 

BctHiicoiirt 

— 


1535,1 

56,710 

Schmidt 

— 

— 

1532,4 

66,608 

Biker 



— 

1472,9 

54,422 

Christian 

— 

— 

1452,0 

53,640 

Taylor 

120,28 

96,22 

1421,4 

52,510 

Watt 

120,4« 
1 20, C 3 

96, .37 

1534,1 

56,670 

Ure 

96,.50 

1483,4 

64.797 

Arzherper 

121,00 

96,80 

1503,2 

55,531 

Christian 

121,13 

96,90 

1528,9 

56,480 

Re$^nault 

121,25 

97,00 

1716,2 

63,400 

Betancourt 

— 

— 

1602,0 

59,180 

Schmidt 

121,29 

97,03 

1696,6 

62,675 

Uobison 


— 

1523,9 

66,295 

Southern 

— 

— 

1572,2 

58,080 

Ure 

121,39 

97,11 

1472,6 

54,400 

Watt 

122,00 

97,60 

1563,4 

57,754 

Christian 

— 

— 

1519,8 

56,143 

Taylor 

122,25 

97,80 

1616,9 

56,000 

Heron de Villefosse 

122,50 

98,00 

1624,0 

66,300 

Watt 



— 

1792,0 

66,200 

Betancourt 

— 



1671,6 

61,760 

Schmidt 

123,00 

98,40 

1606,5 

59,346 

Christian 

123,70 

98,96 

1629,5 

60,194 

Arago 

Betuncourt 

123,75 

99,00 

1967,8 

69,000 



1740,1 

64,280 

Schmidt 

123,89 

99,1 1 

1575,5 

68,200 

Watt 

123,90 

99,12 

1668,6 

61,640 

Kegnault 

124,00 

99,20 

) 1669,8 

61,316 

Christian 

124,08 

99,26 

1708,1 

63,100 

Ire 

126,00 

100,00 

1626,9 

60,100 

Watt 

— 



! 1804,3 

66,654 

Biker 

— 

_ 

< 1943,6 

71,800 

Betancourt 

— 


1813,7 

67,000 

Schmidt 

— 

— 

1713,1 

63,286 

Christian 

126,00 

100,80 

1756,5 

64,886 


126,11 

100,89 

i 1676,4 

61,930 

Watt 

120,25 

101,00 

2030,2 

76,000 

Betancourt 

— 

— 

1882.2 

69,530 

Schmidt 

126,85 

101,48 

2039,6 

75,341 

Hobisoii 

120,8« 

101,49 

1836,4 

67,840 

Ure 

127,00 

101,60 

1823,1 

67,348 

(%ri?tian 

127,23 

101,78 

1727,3 

63,810 

Watt 

127,50 

102,00 

2116,7 

78,200 

Betancourt 

— 

— 

1961,5 

1883,1 

72,460 

Schmidt 

128,00 

102,40 

69,.'! 64 

('hristiau 

1 28,00 

102,45 

1775,8 

65,600 

Watt 

128,47 

102,78 

1915,2 

70,750 

Kegnault 

128,60 

102,80 

192 i ,2 

71,120 


128,75 

103,00 

2192,7 

81,000 

75,290 

Betancourt 

— 

— 

203 s , 1 

Schmidt 

129,00 

103,20 

1949,7 

72,026 

Christian 

— 

— 

1899,7 

70,178 

Taylor 

129,18 

103,34 

1824,5 

67,400 Watt 

!> 
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Dampf. 


Tamperatnr 
C. 1 + R. 

Elut 

Hillim. 

cilät 

par. Zoll 

Beobachter 

129,64 

103,71 

1982,1 

73,220 

Ure 

130,00 

104,00 

2273.9 

84,000 

B^tancourt 

— 



2117,8 

78,220 

Schmidt 

— 



2092,0 

77,280 

Biker 

— 


2013,7 

74,390 

Cbriatiaii 

— 

— 

1959,1 

72,370 

Taylor 

130,28 

104,22 

1875,9 

69,300 

Watt 

131,00 

104.80 

2066,4 

76,334 

Christian 

131,11 

104,89 

1927,7 

71,210 

Watt 

131,33 

105,00 

2349,8 

86,800 

B^tancourt 

— 

— 

2191,3 

80,960 

Schmidt 

— 

— 

2169,1 

80,130 

Biker 

— 

— 

2198,1 

81,200 

Mayer 

131,95 

105,56 

1978,8 

73,100 

Watt 

132,00 

105,60 

2159,7 

79,782 

Ghriatian 

132,43 

105,94 

2390,0 

88,289 

Hobison 

— 

— 

2191,9 

80,970 

llr« 

132,50 

106,00 

2409,2 

89,000 

Kdtancourt 





2300,7 

84.990 

Schmidt 

132,78 

106,22 

2030,2 

75,000 

Watt 

132,82 

106,25 

2176,7 

80,410 

Arago 

133,00 

106,40 

2249,6 

83,105 

Christian 

133,30 

106,64 

2181,6 

80,591 

Ara|;o 

133,32 

106,66 

2209,2 

81,610 

Kegnault 

133,61 

106,89 

2080,9 

76,870 

Watt 

133,75 

107,00 

2471,5 

91,300 

Betanconrt 


- 

2388,1 

88,220 

• Schmidt 

134,00 

107,20 

2323,0 

85,813 

Christian 

134,38 

107,50 

2223,8 

82,151 

Arzberger 

135,00 

108,00 

2531,0 

93,500 

Betanconrt 





2492,1 

92,060 

Schmidt 



1 

2479,1 

91,580 

Biker 



i 

2389,6 

88,275 

Christisin 

— 

1 

2279,7 

84,214 

Dulone 

135,20 

108,16 

2375,4 

87,760 

Uro 

135,68 

108,54 

2371,6 

87,610 

Regnault 

136,00 

108,80 

2479,6 

91,598 

Christian 

136,25 

109,00 ' 

2587,9 

95,600 

Belancourt 


— 1 

2604,1 

96,200 

Schmidt 

137,00 

109,60 

2545,4 

94,029 

Christian 

137,50 

110,00 

2652,9 

98,000 

Betanconrt 

- 

— 

2726,5 

100,720 

Schmidt 

137,99 

110,39 

2689,7 

99,360 

Robison 

_ 

— 

2588.2 

96,610 

Ure 

138,00 

110,40 

2639,5 

97,607 

Christian 

138,30 

110,64 

2538,6 

93,779 

Anigo 





2661,9 

94,640 

Regnanlt 

133,75 

111,00 

2824,7 

104,360 

Schmidt 

138,88 

111,10 

2273,9 

84,000 

H^ron do Villefosse * 

138,89 

111,11 

2599,3 

96,020 

Regnault 

139,00 

111,20 

2709,4 

100,090 

Christian 

140,00 

112,00 

2955,5 

109,180 

Schmidt 





2779,6 

102,680 

Christian 



— 

1 2636,1 

97,380 

Taylor 

140,45 

112,36 

2659,6 

98,250 

Dulong 

140,88 

112,70 

2850,5 

105,300 

Ure 
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Dampf. 


Temperatur 

' 

+ C. +R. i 

Elasticität 

Milliui. j (>ar. Zoll 

Beobachter 

140,93 

112,74 

2755,2 

101,780 

Rc);naalt 

141,00 

112,80 

2856,2 

105,510 

Christian 

141,25 

113,00 

3061,6 

113,100 

Schmidt 

141.46 

113,17 

2801,2 

103,480 

Ko|?üaaU 

142,00 

113,60 I 

2926,0 

108,090 

Christian 

142,50 

114,00 

3170,4 

117,120 

Schmidt 

143,00 

114,40 

3006,1 

111,050 

Christian 

143,55 

114,84 

3050.8 

112,700 

Ure 

144,00 

116,20 

3089,5 

114,130 

Christian 

146,00 

116,00 

3172,9 

117,210 


145,20 

116,16 

3039,5 

112,286 

Oulaii); 

145,44 

116,35 

3047,8 

112,590 

Southern 

145,98 

116,78 

3163,7 

116,870 

Regnault 

146,00 

116,80 

3256,0 

120,280 

Christian 

146,33 

117,06 

3275,5 

121,000 

l’re 

147,00 

117,60 

3342.C 

123,480 

Christian 

147,48 

117,98 

3307,4 ■ 

122,180 

Kegnault 

148,00 

118,40 

3439,2 

127,050 

(’hristian 

148,30 

118,64 

3361,3 

124,170 

Kegnault 

149,00 

119,20 

3525,9 

130,250 

Christian 

149,11 

119,29 

3548.9 

131,100 

1 l're 

149,70 

119,76 

3475,9 

128,404 

j Arago 

150,00 

120,00 

3625,7 

133,940 

1 Christian 

— 

— 

3511,8 

129,730 

' Taylor 

— 

— 

3419,5 

126,321 

Bulong 

151,00 

120,80 

3729,2 

137,760 

Christian 

151,03 

121,30 

3031,8 

112,000 

Heron de Villefosse 

151,90 

121,52 

3686,8 

136,196 

Arago 

— 

— 

3825,0 

141,300 

Ure 

152,00 

121,60 

3859,1 

142,560 

Christian 

153,00 

122.40 

3926,0 

145,030 


153,70 

122,96 

3881,0 

143.369 

Arago 

154,00 

123,20 

4025,8 

148.720 

Christian 

— 

— 

3799,5 

140,357 

Buloug 

154,68 

123,74 

4095,7 

151, .300 

Cre 

155,00 

124,00 

4149,0 

153,270 

i Christian 

156,79 

124,63 

4222.9 

l66,iX)0 

Cre 

156,00 

124,80 

4252,4 

157.090 

1 Christian 

157,00 

125,60 

4362,3 

161,150 


158,00 

126,40 

4492,5 

165,960 

, ^ 

— 


4179,4 

154,392 

bulong 

169,00 

127,20 

4598.9 

169,890 

Christian 

160,00 

128,00 

4748.9 

175,430 


— 


4559,1 

168,420 

Taylor 

161,00 

128,80 

4613,0 

170,410 

! Christian 

161,26 

129,00 

4445,4 

164,220 

i Arzberger 

161,50 

129,20 

4559,3 

168,428 

bulong 

162,00 

129,60 

4780.3 

176,590 

Christian 

• 163,40 

130,72 

4938,3 

182,427 

Arago 

163,50 

130,80 

4937,6 

182,401 

‘ Christian 

164,70 

131,76 

4939,3 

182.464 

l| bulong 

165,00 

132,00 

6114.9 

188,950 

Christian 

166,00 

132,80 

5282,2 • 

195,130 

" 

167,50 

134.00 

6449,5 

201,310 


168,00 

134,40 

5616,7 

207,490 


— 


5319,2 

196,600 

bulong 
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Temperatur 
+ C. 1 -b R. 

Elasticität 

Millim. 1 par. Zoll 

Beobachter 

168,50 

134,80 

5605,4 

?07,071 

1 Arago 

169,00 

135,20 

5784,0 

,‘3,670 

Christian 

169,40 

135,52 

.5773,7 

.,'3,288 

, Arago 

170,00 

136,00 

5951,3 

.*‘9,850 

1 Christian 

170,50 

136,40 

5699,2 

.,‘0,535 

Duinng 

172,34 

137,87 

6151,0 

"“7,225 

Arago 

17.3,00 r 

138,40 

6079,1 

224,571 

Dulong 

173,S6 

138,69 

6095,5 

225,180 

Southern 

180,70 

I44.5G 

7505,1 

277,248 

Arago 

183,70 1 

146,96 

8032,5 

296,731 

■ 

187,10 

149,68 

8699,5 

321,371 


188,60 i 

150,80 

8840,0 

326,561 

n 

188,75 

151,00 

8147,5 

300,980 

Arzberger 

193,70 , 

154,96 

9998,9 

369,372 

Arago 

198,60 

158,80 

11019,0 

407,055 


201,75 

161,40 

1 1 862,0 

438,198 


204,17 

163,34 

12290,3 

454,020 


206,10 

164,88 

12987,2 

479,764 

« 

206,80 

165,44 

13061,0 

482,490 

. 

207.40 1 

165,92 

13127,6 

484,950 

1» 

208,90 j 

167,12 

13684,3 

505,516 


209,13 

167,30 

1.3761,9 

508,382 

- 

210,60 

168,40 

14063,4 

519,520 

1» 

215,30 ! 

172,24 

15499,5 

572,571 


217,50 

1 74,00 

16152,8 

596,705 

w 

218,40 

174,72 

16381,3 

605,146 


220,80 

176,64 

17182,6 

632,001 


222,50 1 

178,00 

15552,5 

574,53 

Arzberger 

2'24,I5 

179,32 

18189,4 

671,940 

Arago 


13. Es folgt nun die Zusammenstel- 
lung dreier Tabellen nach Biot, Magnus 
und Kegnault über den Zusammenhang 
der Elasticitäten mit den Temperaturen 
des Wasserdampfs, welche nach Formeln 
berechnet sind. 

Biot hat die Formel erfunden: 
log F. = a- - dgiu-t-i 

hier bedeutet E die Spannung in Milli- 
metern Quecksilbersäule bei 0® C. 

0 = 5.96131330259 
log b = 0,82340688193 ~ 1 
log c = ~ 0,01309734295 


f«Sd= 0,74110961837 
lmg = - 0,00212510583 
< die Temi^eratur in Centesimalgraden. 
Magnus hat die Foriuol erfunden; 

“ 1.447'. X I 

E = 4,525 X 10 28i:m*-K 
E und I wie bei Biot. 

Regnault hat für Dämpfe unter 0°C. 
die Formel : 

E = 0,0131765-1- 0,29682 X l,0893<-»-37 
Für Dämpfe zwischen 0“C- und 100®C. 
die Formel; 


log E = 4,738438 + 0,01361 6 X 1 ,0159329 ' - 4,0878 X 0,992487 < 
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Tabelle 

des Znsammenhanps der KUsticitaten des Wassordampfs luit den verschiedenen 
Teroperaturen desselben. Nach den vorstehenden Furmoln berechnet. 


Tempe- 


Nach Biot 


Nach Uagnus 


Nach Reguault 
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Dampf. 


Temp«- 

ratar 

+ C. 

Nach Biot 

1 Millim. 1 Different 

0 

6,059 

0,334 

1 

5,393 

i 356 1 

2 

i 5,749 

374 1 

3 

6,123 

400 

4 

6,523 

1 

424 1 

5 

6,947 

449 

6 

. 7,396 

1 

476 1 

7 

1 7,871 

504 

8 

8,375 

534 

9 

8,909 

566 

10 

9,475 

599 1 

n 

10,074 

633 j 

12 

10,707 

671 1 

13 

11,378 

709 

14 

12,087 



750 

15 

12,837 

793 

16 

13,630 

838 

17 

14,468 

885 

18 

15,353 

935 ' 

19 

16,288 

1,026 

20 

17,314 

1,003 ' 

21 

18,317 

1,130 

22 

19,447 

1,130 

23 

20,577 

1,228 

24 ' 

21,805 

1,285 1 

25 1 

23,090 

1,362 

‘26 ' 

i 

24,452 

1,429 1 

27 I 

25,881 

1,509 |! 

28 

27,390 

i 

1 ,655 

29 j 

29,045 j 

1,598 |j 

30 

30,643 1 


1,767 ; 

31 1 

32,410 ' 

1,851 

32 ' 

34,261 

1,927 

33 > 

1 

36,188 

2,066 1 

34 

38,254 j 

2,150 : 

35 1 

40,404 1 

1 

2,339 

i 

[ 

36 1 

1 

42,743 1 


Nach Ma^nna 
MilUm. ^ Difleivnc 


Nach Begnanlt 
Millim. I DifTeranz 


4.525 
4,8G7 
5,251 
5,619 
6,032 
6,471 
6,939 
7,436 
7,964 

8.525 
9,126 
9,751 

10,421 

11,130 

11,882 

12,677 

13,519 

14,409 

15,351 

16,345 

17,396 

18,505 

19,675 

20,909 

22,211 

23,582 

25,026 

26,547 

28,148 

29,832 

31,602 

33,464 

35,419 

37,473 

39,630 

41,893 

44,268 


0,342 

0,364 

0,388 

0,413 

0,439 

0,468 

0,497 

0,528 

0,561 

0,601 

0,625 

0,670 

0,709 

0,752 

0,795 

0,842 

0,890 

0,942 

0,994 

1,051 

1,109 

1,170 

1,234 

1,302 

1,371 

1,444 

1,521 

1,601 

1,684 

1,770 

1,862 

1,955 

2,054 

2,157 

2,263 

2,375 


4,600 

4,940 

5,302 

5,687 

6,097 

6,534 

6,998 

7,492 

8,017 

8,574 

9,165 

9,792 

10,457 

11,162 

11,908 

12,699 

13,536 

14,421 

15,357 

16,346 

17,391 

18.495 
19,659 
20,888 
22,184 
23,550 
24,988 
26,505 
28,101 
29,782 
31,548 

33.496 
35,359 
37,411 
39,565 
41,827 
44,201 


0,340 

0,362 

0,385 

0,410 

0,437 

0,464 

0,494 

0,525 

0,557 

0,591 

0,627 

0,665 

0,705 

0,746 

0,791 

0,837 

0,885 

0,936 

0,989 

1,045 

1,10t 

1,164 

1,229 

1,296 

1,366 

1,438 

1,517 

1,596 

1,681 

1,766 

1,858 

1,953 

2,052 

2,154 

2,262 

2,374 
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Tempe- 

ratur 

-l-C. 


37 

38 

39 

40 

41 

42 

43 

44 

45 

46 

47 

48 

49 

50 

51 

52 

53 

54 
56 

56 

57 

58 

59 

60 
61 
62 

63 

64 

65 

66 

67 

68 

69 

70 

71 

72 

73 


Nach Blut 


Milliiu. 


Differenr 


I 


Nach Magnua 
Millim, ! Differenz 


45,038 

47,579 

50,147 

52,998 

55,772 

68,792 

61,958 

65,627 

68,751 

72,393 

76,205 

80,195 

84,370 

88,743 

93,301 

98,975 

103,060 

108.270 

113.710 
119,390 
125,310 

131.500 
137,940 
144,660 
151,700 
158,960 

166.500 
174,470 

182.710 

191.270 
200,180 
209,440 
219,000 
229,070 
239,450 
250,230 
261,430 


2,295 

2,541 

2,568 

2,851 

2.774 
3,020 
3,266 
3,669 
3,124 
3,642 
3,812 
3,990 
4,175 
4,373 
4,558 

4.774 
4,985 
5,210 

5.440 
5,680 
6,920 
6,190 

6.440 
6,720 
7,040 

7.260 
7,000 

7.910 
8,240 
8,560 

8.910 

9.260 
9,620 

10,010 

10,380 

10,780 

11,200 


46,758 

49,368 

52,103 

54.969 

57.969 
61,109 
64,396 
67,833 
71,427 
75,185 
79,111 
83,212 
87,494 
91,905 
96,630 

101,497 

106,572 

111,864 

117,378 

123.124 
129,109 
135,341 
141,829 
148,579 
155,603 
162.908 
170,502 
178,397 
186,601 

195.124 
203,975 
213,166 
222,706 
232,60(5 
242,877 
253,530 
264,577 


2,490 

2,610 

2,735 

2,866 

3,000 

3,140 

3,287 

3,437 

3.594 
3,758 
3,926 
4,101 
4,282 
4,471 
4,665 
4,867 
5,075 
5,292 
5,514 
5,746 
5,985 
6,232 
6,488 
0,750 
7,024 
7,305 

7.594 
7,895 
8,204 
8,523 
8,851 
9,191 
9,540 
9,900 

10,271 

10,653 

11,047 


Nach Regnault 


Millim. j Differenz 


46,691 

49,302 

52,039 

54,906 

57,910 

01,055 

64,346 

67,790 

71,391 


2,490 

2,611 

2,737 

2,867 

3,004 

3,145 

3,291 

3,444 

3,601 

3,767 


75,158 

79,093 

83,204 

87,499 

91,982 

96,661 

101,543 

106,636 

111.945 
117,478 
123,244 
129,251 
135,505 
142,016 

148.791 
1 55,839 
16.3,170 

170.791 
178,714 

186.945 
195,496 
204,370 
213,596 
223,165 
233,093 
243,393 
254,073 
265,147 


' 3,935 

I 4,111 
4,295 
4,483 
4,679 
4,882 
5,093 
5,309 
5,533 
5,766 
6,007 
6,254 
6,510 
6,776 
7,048 
j 7,331 
I 7,621 
, 7,923 

8,231 
8,551 

I 8,880 

9,220 
i 9,569 
' 9,928 

10,300 
10,680 
11,074 
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Tempe- 

ratnr 


74 

75 

76 

77 

78 

79 

80 
81 
82 
88 
«4 

85 

86 

87 

88 

89 

90 

91 

92 

93 

94 

95 

96 

97 

98 

99 
100 


273,030 

285,070 

297,570 

310,490 

323,890 

337,760 

352,080 

367.000 

382.380 

398.280 
414,730 
431,710 
449,260 

467.380 

486,090 

505.380 

525.280 
545,800 
566,950 
588,740 
611,180 
634,270 
658,050 
682,590 
707,630 
733,460 

760.000 


11,600 

12.040 
12,500 
12,950 
13,400 
13,870 
14,320 

14.900 

15,380 

15.900 
16,450 
16,980 
1 7,5.50 
18,120 
18,710 
19,290 

19.900 
19,520 
21,150 
21,790 
22,440 

23,090 
23,780 

24.540 

25.040 
25,830 

26.540 


Nach Magnus 
Millim. Differenz 


Nach Kegnault 
Millini. I Differenz 


276,029 

287,898 

300,193 

312,934 

326,127 

339,786 

353,926 

368,558 

383,697 

399,357 

415,525 

4.32,295 

449,603 

467,489 

485,970 

505,060 

524,775 

545,133 

566,147 

587,836 

610,217 

633,303 

657,120 

681.683 

707.000 
733,100 

760.000 


11,452 

11,869 

12,295 

12,741 

13,193 

1.3,659 

14,140 

14,632 

15,139 

15,680 

16,168 

16,770 

17,308 

17,886 

18,481 

19,090 

19,716 

20,358 

21,014 

21,689 

22,381 

23,088 

23,815 

24,563 

25,317 

26,100 

26,900 


276,624 

288,517 

300,838 

313,600 

326,811 

340,488 

354,643 

369,287 

384,435 

400,101 

416,298 

433,041 

450,344 

468,221 

486,687 

505,759 

525,450 

545.778 
566,757 
588,406 
610,740 

633.778 
657,535 
682,029 

707,280 
733,305 

760,000 


11,477 

11,893 

12,321 

12,762 

13,211 

13,677 

14,155 

14,644 

15,148 

15,666 

16,197 

16,743 

17,303 

17,877 

18,466 

19,072 

19,691 

20,328 

20,979 

21,649 

22,334 

23,038 

23,757 

'24,494 

25,251 

26,025 

26,695 


14. Folgenile Tabelle, wegen ihres 
Nntzens für Anlage von Dampfiesseln 
für gewerbliche Zwecke höchst wichtig, 
ist den No. 9 gedachten Beobachtungen 
der Pariser Academie entsprechend be- 
rechnet worden und zwar nach Formeln 
die in dem Sinne abgeleitet worden sind, 
dafs sie in den Uesnltaten jenen Beob- 
achtungen möglichst nahe kommen. 

Die erste oieser Formel wn Tred- 
gold liegt dieser Tabelle für Dämpfe 
bis zu 4 Atmosphären Spannnng zu 
Grunde. Sie ist 


1. t ~ 8.5 J e — 7.5 

wo < die Temperatur iu Centesimalgra- 
den voll 0 ab und e die Spannung der 
Dämpfe in Centimetern Quecksilbersäule 
bedeutet. 

Die zweite Formel von Dulong, schon 
unter No. 10 aufgoführt, ist 
/i = (l +0,7153 T)’‘ 

nach welcher cs sich bequemer rechnet 
als mit der daselbst aufgeführteu corri- 
girten Formel und die beide nur geringe 
Abweichungen geben, hat zu den Däm- 
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pfen aller höheren Spannungen gedient 
und nicht erst, wie von einigen Schrift- 
stellern behauptet wird, von der Span- 
nung 24 Atmosphären ab aufwärts, bis 
wohin die Beobachtungen der Academi- 
ker gereicht haben. 

Wud E gegeben, so ist die Formel zu 
schreiben : 

II. r=-’ + '^ 

0,7153 

Es bedeutet hier E die hlpanniiiig der 
Dämpfe in Atino.spbäreii und T die Tem- 
peratur über 100° der Art, dafs die Tem- 
peratur I für die Tabelle erhalten wird 
« = (1 -I- D 100°. 

Beispiele. 1. Für E = 1 Atmosphäre 
ist in Formel I e = 7ß und man erhält 

<=85| 76-75=174,94-75 = 99,94 statt 100° 
in Formel II ist 

/■; = 1, also - 1 -t- p E = 0 = r 
folglich I = (1 + 0) 100° = 100° 

2. Für E = 4 Atmosphären 
ist in Formell e = 4x76 = 304 
daher 

I = 85 I 304 - 75 = 220,41 - 75 = 145,41° 
in Formel 11: E = 4 gesetzt, erhält man 

1 + |4 0,31951 _ 

^-“6:7l53--ö;7l53 -«-«Gb» 
daher I = (1 + 0,446G8) 100° = 144,6CH° 

In die Tabelle ist t = 145,4° gesetzt; 
es ist bis hierher Formel I. angewendet, 
Formel II. weicht aber nicht bedeutend ab. 


3. Für E s= b Atmosphären hat man 
nach Formel II, 

= = 0.530868 

0,7153 9,7153 

also (= 153,0868° 

In der Tabelle steht I = 153,08 
Formel I. würde geben: 

» = 85 X 1380 - 75=228,76-75 = 153,76° 

4. Für E = 40 Atmosphären hat man 
nach Formel II. 

r = 1.52562 

0,7153 0,7153 

daher I = 252,562° 

wofür in die Tabelle 252,55° gesetzt ist. 
Formel I. würde geben: 

I = 85 1* 3040 - 75 = 323,51 - 75 = 248,51° 
welches schon etwas mehr abweicht, näm- 
lich lum 4°C., ein Unterschied, der bei 
einer so hohen Spannung als unbedeu- 
tend gelten kann. Zuverlässig ist aber 
die Tabelle nur bis zu 24 Atmosphären 
•Spannung, bis zu der Grenze der statt- 
gebabten lieobachtungen ; jedoch ist mei- 
nes Wis.sens von einer so hohen Span- 
nung in der Praxis noch kein Gebrauch 
gemacht worden. 

Die Angaben des Drucks auf 1 preufs. 
□" sind von mir noch zugefügt worden : 
Es ist l»' = 3, 186199 pr. Fnfs = 38,234388 
pr. Zoll. 

1 gcin = 0,146187 preuls. □ Zoll. 

1 Kilgr. = 2 Zollpfnnd. 

1 preufs. □" = 6,84050 


Tabelle 

des Zusammenhangs der Elasticitäton des Wa.sserdanipfs mit den Temperaturen 
des.selben über 100° 0., nach den vorstehenden Formeln berechnet. 


Tempera- 

tur 

Celsius 

Druck 

in 

Atmos- 

phären 

Druck in 
Quecksilbersäule 

Meter | preufs. Zoll 

Druck auf 
1 □ centi- 
meter 
Kilogr. 

Druck auf 
1 preufs. □" 
Zollpfnnd 

100,00 

1,0 

0,76 

I 29,058 

1,033 

14,133 

112,20 

1,5 

1,14 

' 43,587 

1,549 

21,192 

121,40 

2,0 

1,52 

58.116 

2,066 

28,265 

128,80 

2,5 

1,90 

72,645 

2,582 

3,5,325 

1.35,10 

3,0 

2,2« 

87,174 

3,099 

42,398 

140,60 

3,5 

2,66 

1 101,503 

3,615 

49,457 

14.5,40 

4,0 

3,(U 

116,233 

4,132 

56,530 

149,06 

4,5 

3,42 

' 130,762 

4,648 

63,590 

1 53,08 

5,0 

3,80 

145,291 

5,165 

70.663 

156,80 

5,5 

4,18 

159,820 

5,681 

77,722 

160,20 

6,0 

4,56 

174,349 

6,198 

84,796 

163,48 

6,5 

4,94 

; 188,878 

6,714 

91,855 

ICC, 50 

7,0 

5,32 

j 203,407 

7,231 

98,928 
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Dampf 


Tempera- 
tur j 

Celsius ] 

Druck 

in 

Atmos- 1 
phiren j 

j- Dr 

1 Quecki 

Meter 

uck in 
lilbersänle 

prenfs. Zoll 

Druck auf: 
1 Ocenti- i 
meter 

Kilogr. 

Druck auf 
1 preu&. □' 
Zollpfund 

169,37 ! 

7^~ 

5,70 

217,936 ' 

7,747 

10.5,988 

172,10 

8 

6,08 

232,465 

8,264 

; 113,061 

177,10 . 

9 

6,84 

261,523 ; 

9,297 

j 127,193 

181,60 ' 

10 

7,60 

290,581 ! 

10,330 

' 141,326 

186,03 

11 

8,36 

319,639 1 

11,363 

155,458 

190,00 

12 

9,12 

348,698 

: 12,396 

169,591 

193,70 , 

13 

9,88 

377,806 1 

13,429 

1 183,724 

197,19 , 

14 , 

10,64 

406,814 1 

14.462 

197,856 

200,48 . 

15 

11.40 

435,872 1 

15,495 

211,989 

203,60 

I 16 

12,16 

464,930 

1 16,528 

226,122 

206,37 

17 

12,92 

493,987 ; 

17, .561 

240,254 

209,40 

18 

13,68 

523,046 ; 

18,594 

254,387 

212,10 

19 

14.44 1 

552,105 ! 

19,627 

268,519 

214,70 

20 

15,20 

581,163 ; 

20,660 

; 282,652 

217,20 

21 

15,96 

610,221 

21,693 

296,785 

219,60 

22 

16,72 1 

639,279 

22,726 

310,917 

221,90 

23 

17,48 

668, .337 

23,759 

325,0.50 

224,20 

24 

18,24 

697,395 1 

24,792 ! 

! 339,212 

226,30 

25 

19,00 

i 726,453 ' 

' 2.5,825 

1 3.53,315 

236,20 

30 

22,80 

1 871,744 

30,990 I 

1 423,978 

244,8f. 

35 

26,60 

1 1017,035 1 

1 36,155 

494,641 

252,55 

40 

30,40 

1 162,325 

41,320 

1 56.5,304 

259,52 

45 

34,20 

! 1307,616 

1 46,485 

i 635,967 

265,89 

50 

38,00 

1 1452,907 I 

1 51,650 

706,630 


15. Die Dichtigkeiten der Dämpfe 
stehen in geradem Verliältnir;! mit den 
Druckwirkungen, welche auf sic anagC' 
übt werden und in umgekehrtem Verhält- 
nifs mit ihren Temperaturen; die Vo- 
lumina der Dämpfe also in umgekehr- 
tem Verhältnifs mit ^cnen Druckwirkun- 
gen und in geradem Verhältnifo mit ihren 
Temperaturen. Nimmt man daher die 
Dichtigkeit d und das Volumen r des 
Waaserdampfs unter 760"*«* Druck Queck- 
silbersäule und bei 100'’ C. Temperatur 
als Einheiten, an hat man sur Ermitte- 
lung der Dichtigkeit I) und de.s Volum 
r wn Wasserdampf unter dem Druck 
pmm Quecksilbersäule und C\ Tempe- 
ratur die Proportionen 

1. Abgejjehen von den Temperaturen 
beitler Dämpfe 

d : D s: 760 : p 
r:P=p:760 

2. Abgesehen von den auf sie einwir- 
kenden Dnickkräflen (s. Bd. 1, pag. 201 
und 214) 

d i 0 = 1 + 0,00.36f» X f : 1 -T 0,00365 X 100 
r : r= l -t- 0,00365 X 100: 1 -f- 03X1365 X / 

Mithin hat mau überhaupt: 
d ; D = 760 (l + 0,00365 X I) : 1,365 p 
v : y= 1,365 X p : 760 (M 0,00365 x t) 


Tm nun d und t zu finden hat nach 
Gay-Lnssac 1 Kubikeentimeter (cubf«) 
trockene Luft von 0°C. und unter einem 
Druck von 0,76 »• Quecksilbersäule ein 
Gewicht von 0,001 299 Gramme; also nimmt 
1 Gramm dieser Luft einen Raum ein 

von x v -I at;; = "^^1^23 cub^^". 

0,001299 

Die ].\ift dehnt sich aus von 0° bis 
100® C. auf 1,365 seines ersten Volumen, 
also nimmt 1 (iramme trockene TiUfl von 
100® C. einen Raum ein von l,365x 769,823 
cub<^"* = 1050,8084 cub«'»«. 

Ferner ist Wasserdampf nach Gay-Lns- 
sac 1,6 mal leichter als trockene Luft, 
folglich nimmt 1 Gramme Wasserdarapf 
bei 100® C. einen Raum ein von 
1,6 X 1050,8084 = 108 1,29 cub^"*. 

Nnn ist 1 Gramme das (Jewicht eines 
euh»’« Wassers in seiner gröfsten Dich- 
tigkeit bei 4° (’. , welches gegen Wasser 
von 0° C. eine Dichtigkeit hat von 1,0001 18 
(s. Rd. I, pag. 201); mithin nimmt Was- 
serdampf von lOo® r. einen Kaum ein 
1681 ‘^9 

von = 1680 mal den Raum einer 

1,000118 

gleichen Menge Wss.ser von 0®G., also 
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Dampf. 


ist r = 1680 und d = 


1 




1,305 


1680 


Man hat also 


760- 1680 


1 


1 + 0,00365« 
0,00000 106908 X p 

« +^,do'36yxr' 


V--^ = 935384 X - — - 

oder ^ 

log D - 0,0290098 • 6 

+ log p — log + 0,00365 x /) 
log K= 5,9709902 — log p-\- /o9(l +0,00.'365x«) 
Die Dichti{Tkeiten und Volumina sind 
also abhängig von der Spannung p dc.s 
Dampfs, bei dessen Temperatur t und 
von t, die Spannung p wird aber, wie 
Tabelle pag. 232 zeigt, von verschiede- 
nen Physikern verschieden angegeben und 


folglich ist dies auch mit den Dichtig- 
keiten und den Volumen der Fall. 

Ich habe nun aus der Tabelle pag. 232 
von den Angaben Biots, Magnus und 
Regnault’s das Mittel für p genommen 
und die Tabelle pag. 241 berechnet, die 
Spannungen selbst auch noch in preu- 
fsischen I.inien Quecksilbersäule ansge- 
drückt. Damit aber diese Tabelle für 
andere beliebige p möglichst benutzt -wer- 
den kann, habe ich in der folgenden 
Tabelle für alle vorkommenden Tem- 
peraturen log p und log (1 -f- 0,00.365 X 0 
angegeben. Die ersten .'l Versuchsanga- 
ben von Biot für t- — 20°, — 15° und 
— 10° sind nicht mit berück-sichtigt, weil 
diese Zahlen wegen ihrer Gröfse gegen 
die zugehörigen beeiden anderen eine In 
consequenz in der Tabelle veranlassen. 


Hulfstabelle zur Berechnung der Dichtigkeiten und Volume des Was- 
serdampfs bei gegebenen Spannungen und Temperaturen von — 32° C. 

bis 100° C. 


Tempe- ! 

1 + 0.00365 X / 

Spannung p in Millimeter 

ratur 

numerus 

logarithmus 

numerus 

logarithmus 

-C. 


- 10 








32 

0,88320 

9.946 0591 

0,3100 

0,491 3617 - 1 

31 

0,88685 

9,947 8502 

0,3360 

0,526 3393 - 1 

30 

0,89050 

9,949 6339 

0,3650 

0,562 2929 - 1 
0,598 7905 - 1 

29 

0,89415 

9,951 4104 

0,3970 

28 

0,89780 

9,953 1796 

0,4310 

0,634 4773 - 1 

27 

0,90145 

9,9.54 9416 

0,4680 

0,670 2459 - 1 

26 

0,90510 

9,956 6966 
9,958 4444 

0,5090 

0,706 7178 -1 

25 

0,90875 

0,5530 

0,742 7251 - 1 

24 

0,91240 

9,960 1853 

0,6020 

0,779 6965 - 1 

23 

0,91605 

9,961 9192 

0,6540 

0,815 5777- 1 

22 

0,91970 

9,963 6462 

0,7110 

0,851 8696 -1 

21 

0,92335 

9,965 3664 

0,7740 

0,888 7410-1 

20 

0,92700 

9,967 0797 

0,8785 

0,943 7418-1 

19 

0,93065 

9,968 7864 

0,9575 ' 

0,981 1388 -1 

18 

0,93430 

9,970 4863 

1,0425 

0,018 0761 

17 

0,93795 

9,972 1797 

1,1350 

0,064 9959 

16 

0,94160 

9,973 8664 

1,2345 

0,091 4911 

15 

0,94525 

9,975 5467 

1,3435 

0,128 2377 

14 

0,94890 

9,977 2204 

1,4615 

0,164 7988 

13 

0,95255 

9,978 8878 

1,5880 

0,200 8505 

12 

0,95620 

9,980 5487 

1,7260 

0,237 0408 

1 1 

0,95985 

9,982 20.34 

1,8750 

0,273 0013 

10 

0,96350 

9,983 8517 

2,0360 

0,308 7778 

9 

0,96715 

9,985 4938 

2,2105 

0,344 4905 

8 

0,97080 

0,97445 

9,987 1298 

, 2,3990 

0,380 0302 

7 

9,988 7596 

i 2,6020 

0,415 3073 

6 

0,97810 

9,990 3833 

( 2,8220 

0,450 5570 

5 

0,98175 

9,992 0009 

3,2597 

0,513 1776 

4 

0,98540 

9,993 6126 

3,3160 

0,520 6145 

3 

0,98905 

9,995 2182 

3,5885 

0,550 94.30 

•> 

0,99270 

9,996 8180 

3,8920 

0,590 1728 

1 

0,99635 

9,998 4119 

j 4,2145 

0,624 7461 

ü 

1,00000 

10,000 0000 

1 4,7280 

0,674 6775 
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Tempe - ! 
ratur > 

1 + 0,00365 X / 
numerus | lo^rithmua > 

1 Spannung p in Millimeter 
j numenis 1 logarithmus 

0 

1,00000 

1 0,000 

0000 1 

1 4,7280 

0,674 

6775 

\ 

1,00365 

' 0,001 

5823 1 

1 5,0667 ' 

' 0,704 

7252 

•i 

1,00730 

i 0,003 

1588 

' 5,4273 

0,734 

5838 

3 

1,01095 

! 0,004 

7297 

1 5,8097 

0,764 

1537 

4 

1,01450 

0 ,( XK > 

2521 

6,2173 

0,793 

6018 

3 

1.01815 

' 0,007 

8118 

' 6,6507 

0,822 


r. ! 

1,02180 

’ 0,009 

3659 

7,1110 

0,851 

9307 

7 : 

1,02545 1 

' 0,010 

8680 

7 , 599 ? 

0,880 

7964 

» 1 

1,02910 I 

0,012 

4,576 

' 8,1187 

0,909 

4865 

9 1 

1,03285 ! 

0,014 

0373 

8,6693 

[ 0.937 

9840 

10 1 

1 , 0.3050 

! 0,015 

5693 ‘ 

9.2553 * 

' 0,966 

3905 

u : 

1,04015 

0,017 

0960 

9,8723 1 

0,994 

4183 

12 

1 ,04380 

; 0,018 

6173 i 

10,528 

1,022 

3459 

13 

1.04745 

' 0,020 

1333 : 

11,223 

1,050 

1000 

14 > 

1,05110 

: 0,021 

6440 

; 11,939 

1,077 

6949 

10 

1,05475 

i 0,023 

1496 

12,738 

1,105 

1012 

16 

I . Ü5840 

0,024 

6498 

13,562 

1,132 

3237 

17 

1,06205 , 

j 0,026 

1450 

14 , 4.33 

1 159 

3566 

18 

1,06570 ' 

1 0,027 

6360 

15,354 

1,186 

2215 

19 

1,06935 

0,029 

12(»0 

1 16,326 

1,212 

8798 

20 

1,07300 

1 0,030 

5997 ' 

17,367 

1,239 

7248 

21 

, 1,07665 

0,032 

0343 : 

I 18,439 1 

1,265 

7374 

22 

1,08030 

0,033 

5444 

19,594 

1,292 

1231 

23 

1 1,08395 

0,035 

0093 

20,791 1 

1,317 

8754 

24 

1 1 . 087C0 

0,036 

4692 

22,067 ' 

1,343 

7433 

25 

1 1,09125 

0,037 

9244 

23,407 

1,369 

3458 

26 

1,09490 

I 0,039 

3745 

24,822 

1,394 

8368 

27 

1 1,09855 

1 0,040 

8199 1 

26,311 

1 1i419 

1374 

28 

1 1,10220 

1 0,042 

2604 

27,880 

1,445 

2928 

29 

! 1,10585 

' 0,043 

6963 

29,553 

1,470 

6016 

30 

1,10950 

1 0,045 

1273 

31,264 

1,495 

0445 

3t 

; 1,11315 

1 0,046 

5538 

33,093 

1,519 

7361 

32 

1,11680 

1 0,047 

9754 

35,013 

1,544 

2293 

33 

1,12045 

i 0 , Ö49 

3925 

37,024 

1,568 

4833 

34 

. 1,12410 

0,050 

8049 

39,150 

1,592 

7318 

35 

> 1,12770 

0,052 

1936 

41,376 

1,616 

7380 

36 

1,13140 

0,053 

6162 

‘ 43.737 

1,640 

8490 

37 

1,13505 

0,055 

0151 

: 46,162 

1,664 

2846 

38 

1,13870 

0,056 

4093 : 

' 48,750 

1,687 

9746 

33 

1,14235 

0,057 

7993 

' 51,430 

1 , 71t 

2165 

40 

1,14600 ' 

0,059 

1846 

1 54,291 

1,734 

7278 

41 : 

1,14965 

0,060 

5657 

57,217 

1.757 

5251 

42 . 

1,15330 

0,061 

9423 

: 60,319 

1,780 

4541 

43 i 

1,15695 

0,063 

3156 

1 63,567 

1,803 

2317 

44 1 

1,16060 i 

0,064 

6826 1 

1 67,083 

1,826 

6125 

45 1 

1,16425 

0,006 

0463 ' 

70,523 

1,848 

3308 

46 1 

1,16790 i 

0,067 

4057 1 

' 74,245 

1,870 

6672 

47 1 

1 1,17155 

0,068 

7609 

78,136 

1,892 

8512 

43 1 

' 1,17520 : 

0,070 

1118 

82,204 

1,914 

8930 

49 1 

1,17885 ’ 

! 0,071 

4586 

86,454 

1,936 

7851 

50 1 

1,18250 

i 0,072 

8011 

90,897 

1,958 

5495 

51 I 

1,18615 i 

! 0,074 

1396 

95,531 

1,980 

1443 

52 1 

1,18980 ' 

0,075 

4740 

100,37 

2,001 

6039 

53 

l , 19 ; i45 i 

! 0,076 

8042 1 

105,42 

2,022 

9230 

54 

1,19710 1 

, 0,078 

1304 

1 10,69 

2,044 

1084 

55 

1,20075 1 

0,079 

4526 : 

116,19 

2,065 

1688 
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Dampt 


Tempe- 

ratur 


1 -f- 0,00365 x< 


Spannung p in Millimeter 


tC- 

niimerus 

logarithmus 

nuroems 

logarithmus 

56 

1,20440 

0,080 

7707 

121,92 

2,086 

0750 

57 

1,20606 

0,082 

0849 

127,89 

2,106 

8366 

58 

1,21170 

0,083 

3951 

134,12 

2,127 

4935 

59 

1,21635 

0,084 

7014 

140,59 

2,147 

9544 

60 

1,21900 

0,086 

0037 

147,34 

2,168 

3207 

61 

1,22265 

0,087 

3022 

164,38 

2,188 

5910 

62 

1,22630 

0,038 

5967 

161,69 

2,208 

6832 

63 

1,22996 

0,089 

8875 

169,28 

2,228 

6057 

64 

1,23360 

0,091 

1744 

177,19 

2,248 

4392 

65 

1,23725 

0,092 

4575 

185,42 

2,268 

1566 

CG 

1,24090 

6,093 

7368 

193,96 

2,287 

7122 

67 

1,24455 

0,095 

0124 

202,84 

2,307 

1536 

66 

1,24820 

0,096 

2842 

212,07 

2,326 

4792 

09 

1,25185 

0,097 

5523 

221,73 

2,345 

8245 

70 

1,23550 

0,098 

8167 

231,59 

2,364 

7198 

71 

1,25915 

0,100 

0775 

241,91 

2,383 

6538 

72 

1,26280 

0,101 

3346 

252,01 

2.402 

4505 

73 

1,26645 

0,102 

5881 

263,72 

2,421 

1431 

74 

1,27010 

0,103 

8379 

275,23 

2,439 

6958 

75 

1,27375 

0,105 

0842 

287,16 

2,458 

1239 

76 

1,27740 

0,106 

3269 

299,53 

2,476 

4403 

77 

1,28105 

0,107 

5661 

312,34 

2,494 

6276 

78 

1,28470 

0,108 

8017 

325,61 

2,612 

6977 

79 

1,28835 

0,110 

0339 

339,34 

2,530 

6351 

80 

1,29200 

0,111 

2626 

353,55 

2,648 

4508 

81 

1,29565 

0,112 

4877 

366,28 

2,566 

1781 

82 

1,29930 

0,113 

7094 

383,50 

2,583 

76.54 

83 

1,30295 

0,114 

9278 

390,25 

2,601 

2449 

84 

1,30660 

0,116 

1427 

415,52 

2,618 

5919 

85 

1,31025 

0,117 

3542 

432,35 

2,635 

8355 

86 

1,31390 

0,118 

5623 

449,74 

2,662 

9615 

87 

1,31755 

0,119 

767 1 

467,70 

2,669 

9674 

88 

1,32120 

0,120 

9686 

486,26 

2,686 

8596 

89 

1,32485 

0,122 

1668 

605,40 

2,703 

6;’ 52 

90 

1,32850 

0,123 

3616 

525,17 

2,720 

2999 

91 

1,33215 

0,124 

5431 

545,57 

2.736 

8f4)5 

92 

1,33580 

0,125 

7414 

566,62 

2,753 

2919 

93 

1,33945 

0,126 

9265 

588,33 

2,769 

6210 

94 

1,34310 

0,128 

1083 

610,71 

2,785 

8350 

95 

1,34675 

0,129 

2870 

633,78 

2,801 

9385 

96 

1,35040 

0,130 

4624 

657,57 

2,817 

9420 

97 

1,35405 

0,131 

6347 

682,07 

2,833 

8289 

98 

1,36770 

0,132 

8038 

707,30 

2,849 

6037 

99 

1,36135 

0,133 

9698 

733,29 

2,865 

2758 

100 

1,36500 

0,135 

2327 

760,00 

2,880 

8136 


Hülfstubeile zur Berechnung der Dichtigkeiten und Volume des Was- 
serdanipffl bei gegebenen Spannungen und Temperaturen über 1(X)®C. 


Tempera- 

tur 

_ 4 C. _ 

100,00 

112,20 

121,40 


1 4- 0,00365 X I 


1 .36500 
1,40963 

1,44311 


logarithmus 

0,135 1327" 
0,149 0743 
0,169 2994 


Spannung p in Millimeter 


niimerus ^ 

TGO"^' 

1140 

1620 


logarUbmua 

2,880 813G ' 
3,06G 9049 
3,181 8436 
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Dampf. 


Tempera- 

tur 

1 -1- 0,00365 X l 

Spannung p in Millimeter 

+ 9- 

numerus 

logarithnuis 

numerus 

logarithmus 

128,80 

1,47012 

0,167 3528 

1900 

3,278 7536 

1.35,10 

1,49312 

0,174 0947 

2280 

3,357 9384 

140,60 

1,51319 

0,179 8936 

2660 

3,424 8816 

145,40 

1,53071 

0,184 8929 

3040 

3,482 8736 

149,06 

1,54407 

0,188 6670 

3420 

3,534 0261 

153,08 

1,55874 

0,192 7737 

3800 

3,579 7836 

156,80 

1,57232 

0,196 5409 

4180 

3,621 1763 

160,20 

1,58473 

0,199 9553 

4560 

3,658 9648 
3,693 7269 

163,48 

1,59670 

0,203 2233 

4940 

166,50 

1,60772 

0,206 2104 

\ 5320 
* 5700 

3,725 9116 

169,37 

1,61820 

0,209 0322 

3,755 8749 

172,10 

1,62817 

0,211 6998 

6080 

3,783 9036 

177,10 

4,64642 

0,216 5407 

6840 

3,835 0561 

181,60 

1,66284 

0,220 8504 

7600 

3,880 8136 

186,03 

1,67901 

0,225 0533 

8360 

3.922 2063 

190,00 

1,69350 

0,228 7852 

9120 

3,959 9948 

193,70 

1,70701 

0,232 2361 

9880 

3,994 7569 

197,19 

1,71974 

1,73175 

0,235 4628 

10640 

4,026 9416 

200,48 

0,238 4852 

11400 

4,056 9049 

203,60 

1,74314 

0,241 3323 

12160 

4,084 93;i6 

206,57 

1,75398 

0,243 7770 

12920 

4,1 1 1 2625 

209,40 

1,76431 

0,246 5749 

13680 

4,136 0861 

212,10 

1,77417 

0,248 9953 

14440 

4,159 5672 

214,70 

1,78366 

0,251 3121 

15200 

4,181 8436 

217,20 

1,79278 

0,253 5270 

1.5960 

4,203 0329 

219,60 

1,80154 

0,255 8849 

] 16720 

4,223 2363 

221,90 

1,80994 

0,257 6642 

' 17480 

4,242 5414 

224,20 

1,81833 

0,259 6727 

18240 

4,261 0248 

226,30 

1,82563 

0,261 4127 

19000 

4,278 7636 

236,20 

1,86213 

0,270 0100 

22800 

4,357 9348 

244,85 

1,89370 

0,277 3112 

26600 

4,424 8816 

252,55 

1,92181 

0,283 7105 

30400 

4,482 8736 

259,52 

1,94725 

0,289 1987 

1 34200 

4..534 0261 

265,89 

1,97050 

0,294 5764 

38000 

4,579 7836 


Tabelle über Spannung, Dichtigkeit und Volumen de» Wasserdampfe» 
bei Temperaturen von — 32° C. bi» 100° C. 

(Die Spannung in Millimetern in Tabelle pag. 232.) 


Tempe- 

raturen 

Spannung j 
in preuf». 
Linien ! 

Dichtigkeit 

Differeni 

Volumen 


-c. 

Quecksilber 


Diiferenx 

32 

0,142 

0,000000375 

30 

2 664 941 



196U55 

31 

0,154 

0405 

33 

2 468 886 

186279 

30 

0,167 

0438 

37 

2 282 607 

I7.SÄ7I 

29 

0,212 

0475 

38 

2 106 736 

158272 

28 

0,198 

0513 

42 

1 948 464 

146750 

27 

0,215 

0555 

47 

1 801 714 

138420 

26 

0,234 

0601 


1 1 663 294 



U 16 
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[ 

Tempe- i 
ratureii 

- G. q 

Spannung i 
in preufs. | 
Linien 
iuecksilber | 

Dichtigkeit | 

Differenz 

Volumen | 

Differenz 

1 



50 

1 

126168 

25 

0,254 ' 

0,00000 0651 

55 

1 537 120 ‘ 

1 

119770 

24 

0,276 1 

0706 

57 

1 417 356 

107174 

23 

0,300 , 

0763 

63 1 

1310182 ‘ 

. l 

100234 

22 

0,326 1| 

0826 

70 

1 209 948 

94073 

21 

0,355 

0896 

117 

1 115875 

128850 

20 

0,403 

4013 

86 

987 025 

77870 

19 

0,439 

1090 

94 1 

909 155 

70853 

18 

0,468 1 

1193 

131 

838 302 

82907 

17 

0,521 1 

1324 

78 

755 395 

41942 

16 

0,566 

1402 

118 [ 

713 453 

55342 

15 

0,616 

1520 

127 

658 111 

50799 

14 

0,671 , 

1647 

135 

607 312 

46228 

13 

0,729 

1782 

148 

561084 

42883 

12 

0,792 

1930 

158 1 

518 201 

39359 

11 

0,860 

2088 

171 ' 

1 478 842 

36188 

10 

0.934 

2259 

164 1 

1 443 654 

33400 

9 

1,014 1 

2443 

199 1 

409 254 

30733 

» 

1,101 

2642 

213 

378 521 

28219 

7 

1,194 

2855 

159 

350 302 

26100 

G 

1,295 

3014 

455 

324 202 

42485 

5 

1,496 

3469 

119 

281 717 

3743 

4 

1,521 ! 

3598 

245 

277 974 

17781 

3 

1,G4G 

3843 

349 

260 193 

21612 

2 

1,786 

4192 

1 330 

238 581 

17447 

1 

1,934 

1 4522 

1 533 

221 134 

23295 

0 

2,169 

1 0,00000 5055 

1 

1 197 839 


+c. 






0 

2,169 

: 0,00000 5055 

342 

1 197 839 

12551 

1 

2,325 

1 5397 

363 

185 288 

11682 

2 

2,490 

5760 

334 

173 606 

10839 . 

3 

2,665 

6144 

408 

162 767 

10137 

4 

2,853 

, 6552 

431 

152 630 

9433 

5 

3,051 

6983 

457 

143 197 

8789 

6 

3,263 

1 7440 

484 

134 408 

8207 

7 

3,487 

7924 

510 

126 201 

7635 

8 

3,721 

8434 

529 

1 1 8 566 

7125 

9 

3,977 

8973 


' 111441 
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Tempe- 

ratnrea 

+ C. 

Spannung^ ' 
in prenf^. 
Linien 
iQiiecksilber 

[■■■■ ■ ' 

' Diehtiglceit ^ 

[ Differenz 

j Volumen 

DifTerens 


1 


; 573 

! 

6687 

10 

4,240 

1 0,00000 9,546 


104 754 





: COO 


6179 

11 

4,529 

! 0,00001 0146 


|i 98 675 


1 

1 ' 


1 637 


6736 

12 

4,330 1 

1 0783 


J 92 739 


„ 1 



' 662 


5439 

13 . 

5,149 

1 1445 


87 300 





: 719 


5088 

14 

5,487 

1 2164 

1 

82 212 





747 


4759 


5,844 

; 12911 


; 77 453 





788 *1 


4454 

IC 

G,222 

1 3699 


■ 72 999 





830 


4169 

n 

C,C22 i 

1 4529 


1 08 830 





874 


3900 

18 

7,044 ! 

j 1 5403 


1 64 924 





919 ! 


3656 

la 

7,490 

1 1 6322 i 


I 61 268 





981 


3476 

20 

7,9G8 

' 1 7303 


57 792 





1008 


3180 

21 

8,4C0 

18311 ! 


1 54 612 





1080 


3040 


8.990 

1 1 9391 1 


! 51 572 





1115 


2805 

23 

9,539 

1 2 0506 , 


48 767 





1185 ; 


2665 

24 

10,124 ! 

2 1691 f 

1 

46 102 





1240 ' 


2494 

2 :> 

10,739 ! 

2 2931 


43 608 





1306 

( 

2348 

2G 

11,388 ‘ 

2 4237 ■ 


41 260 1 





1309 


21 15 

27 

12,071 ' 

{ 2 5540 I 


39 145 ; 





1496 


2106 

28 

12,791 1 

2 7042 1 


36 979 1 



1 


1529 


1978 

29 

13,559 1 

2 8571 


35 001 





1623 


1806 

30 

14.344 

1 3 0194 ' 

1 

33 195 





1589 • 


1731 

31 

15,183 ■ 

1 3 1783 ■ 

1 

31 464 





1734 


1028 

32 

1G,064 

3 3517 

1 

29 836 

1 




1810 , 


1529 

33 

j 16,987 1 

3 5327 j 

1 

28 307 



1 i 


1907 


1450 

34 

17,962 1 

3 7234 1 


1 26 857 1 





1090 


1363 

35 

18,983 1 

1 3 9224 , 


1 25 494 





2104 


1297 - 

3G 

20,066 

4 1328 


24 197 





2151 


1197 

37 

21,179 

4 3479 


1 23 000 





2290 


1151 

38 

22,366 

4 5769 


j 21849 





2251 


1073 

39 

23,596 ! 

4 8020 


1 20 776 





2511 


1002 

40 

24,909 ‘ 

5 0531 ! 


19 774 




1 

2G7G 


979 

41 

26,275 1 

5 3207 


18 795 





2707 1 


910 

42 

27,074 1 

5 5914 


17 885 





2825 


860 

43 

29,143 1 

5 8739 


17 025 





3054 


842 

44 

30,778 ! 

G 1793 


10 183 





i 2964 


706 

45 

32,350 

' 6 4757 


13477 




1 

1 3206 


763 

4G 

34,063 

i 6 7963 

i 

|j 14 714 



IG* 
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Tempe- 

raturen 

+ C. 


Spannung I 
’ in preufs. 

> Linien 
Quecksilber j 


Dichtigkeit 


47 

35,849 

48 

37,715 

49 

1 

39,665 

50 

41,704 

51 ' 

1 

43,830 

52 

46,050 

53 

48,367 

54 

50,785 

55 

53,308 

56 

55,937 

57 

58,676 

58 

61,534 

59 

64,503 

60 

67,600 

61 

70,830 

62 

< 74,183 

63 

77,666 

64 

81,295 

65 

85,071 

66 

88,995 

67 

93,063 

68 

97,269 

69 

101,730 

70 

1 106,010 

71 

1 10,988 

72 

‘ 115,897 

73 

■ 120,995 

74 

: 126,275 

75 

131,749 

76 

' 137 424 

77 

143,302 

78 

149,290 

79 

. 155,780 

80 

162,209 

81 

' 168,967 

82 

’ 175,960 

83 

183,176 


ii 

j| 0,00007 1303 
i 7 4781 

' 7 8403 

, 8 2179 

8 6103 

9 0186 
9 4434 
9 8863 

0,00010 3449 
10 8221 
II 3178 

11 8331 

12 3670 

I 12 9222 

13 4989 

14 0960 

14 7139 

15 3559 

I 160317 

16 7103 

17 4241 

18 1637 

|! 18 9357 

II 19 7203 

'j 20 5393 

; 21 3858 

22 2620 

23 1669 

24 1018 

25 0682 

I 26 0658 

I 27 0960 

j 28 1586 

I 29 2549 

30 3878 
3 1 5548 
32 7587 


lifferenz 

Volumen 

Differeni 

3339 

14 025 

689 

3479 

13 372 

653 

3622 

12 754 

618 

3776 

12 169 

585 

3924 

11 614 

555 

4083 

11088 

526 

4248 

10 589 

499 

4419 

10116 

473 

4596 

9666,6 

449,4 

4772 

9240,5 

426,1 

4957 

8835,6 

404,9 

5153 

384,9 

8450,7 


5339 

8086,1 

364,6 

2552 

7738,8 

347,3 

5767 

7408,0 

330,8 

6971 

7094,2 

313,8 

6179 

6796,3 

297,9 

6420 

6512,2 

284,1 

6656 

6241,5 

270,7 

6886 

5984,3 

257,2 

7138 

5739,2 

245,1 

7396 

5505,5 

233,7 

7720 

5281,0 

224,5 

7846 

5071,0 

210,0 

8190 

4868,7 

202,3 

8465 

4676,0 

192,7 

8762 

184,1 

4491,9 

9049 

4316,5 

176,4 

9349 

4149,1 

167,4 

9664 

3989,1 

160,0 

9976 

3835,6 

153,5 

10302 

3690,6 

145,0 

10626 

3551,3 

139,3 

10963 

3418,2 

133,1 

11329 

3290,9 

127,3 

11670 

3169,1 

121,8 

12039 

3052,6 

116,5 
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Dampf 


Tamp«. 

nturen 

+ C. 


84 

85 

86 

87 

88 

89 

90 

91 

92 

93 

94 

95 

96 

97 

98 

99 
100 


I Spannung 
i in prenTs. 
j Linien 
Quecksilber 


190,641 

198,362 

206,341 

214,681 

223,092 

231,878 

240,948 

250,308 

259,965 

269,926 

280,194 

290,778 

301,693 

312,934 

324,509 

336,433 

348,688 


Dichtigkeit 


i 


I DiRereni | 


0,00033 9984 

35 2770 

36 5940 

37 9499 

39 3460 

40 7829 

42 2627 

43 7842 

45 3482 

46 9574 
48 6112 
50 3108 

52 0582 

53 8523 
55 6949 
57 5858 
59 5238 


12397 
12786 
13170 !: 
14559 
13961 
14369 
14789 
15215 
16640 
16092 
16538 
16996 j 
17474 j 
17941 I 
18426 i 
18909 |i 

19380 |l 

ll 


Volumen 


I Different 


2941.3 

2834.7 

2732.7 

2635.0 

2541.5 

2452.0 

2366.3 

2283.9 

2205.1 

2129.6 

2057.1 

1987.2 

1920.9 

1857.4 

1795.6 

1736.5 
1680,0 


111.3 
106,6 
102,0 

97.7 

93.5 

89.5 

85.7 

82.4 

78.8 

75.5 

72.5 

69.9 

66.3 

63.5 
61,8 
59,1 

56.5 


Tabelle, über Dichtigkeit und Volumen dea Wawerdampfs bei Tempe- 
raturen über 100° und den auf Tabelle pag. 236 angegebenen Spannungen. 


Tempe- 

ratur 

+ C. 

Dichtigkeit 

1 

1 Volumen 

Tempe- 

ratur 

-HC. 

Dichti^'keit 

1 

1 Volumen 
1 

100,00 

0,0005 II524 

1 1680,0 

193,70 

0,0061 8772 

1 161,61 

112,20 

0,0008 t)4()5 

1156,5 

197,19 

0,0066 1437 

; 151,19 

121,40 

0,001 1 2604 

888,07 

200,48 

0,0070 3768 

142.09 

128,80 

0,0013 8169 

723,75 

2a3,60 

0,0074 6781 

134,09 

135,10 ; 

0,0016 3245 

612,56 

206,57 

0,0078 7944 

; 126,91 

140,60 

0,0018 7931 

532,11 

209,40 

0,0082 8936 

120,64 

145,40 1 

0,0021 2320 

470,99 

212,10 

0,0087 0124 

1 14,92 

149,06 ! 

0,0023 6893 

422,31 

214,70 

0,0091 1048 

109,76 

153,08 ; 

: 0,0026 0627 

383,69 

217,20 

0,0095 1734 j 

105,07 

156,80 

0,0028 4214 

351,85 

219,60 

0,00991656 ! 

' 100,84 

160,20 

0,0030 7623 

325,07 

221,90 

0,0103 2490 j 

96,853 

lt)3,48 

0,0033 0760 

302,33 

224,20 

0,0107 2410 

93,248 

166,50 

0,0035 3762 

282,68 

226,30 

0,01112630 ; 

89,877 

169,37 

(1,0037 6576 

265,53 

236,20 

0,01308980 

76.395 

172,10 

0,0039 9221 

2.50,49 

244,85 

‘ 0,0150 1690 

66,591 

177,10 

0,0044 4145 

225,15 

252,55 

0,0169 1114 

59,133 

181,60 

0,0048 8622 

204,66 

259,52 

0,0187 8612 

53,231 

186,03 

0,0053 2308 

187,86 

265,89 

0,0206 1660 1 

48,505 

190,00 

0,0057 5731 

173,69 
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Boctinal als Vorwort zeigt an, dafs der Die abgekürzte Multiplication a. 
Begriff de.« Hauptworts, vor dem es sich Bd. 1, pag. 5. Hierbei ist zu bemerken, 
befindet, in einer Beziehung zur Zahl dafs auch vorgezogen wird, statt mit der 
-- • letzten Ziffer (6) des Multiplicators, mit 


10 steht. , 

„ . , der ersten (5) de.sselben auzufangeii, so 

Declmalbrncb ist ein Bruch, dessen j^27 die oberste und 23 die unterste 
Nenner die Zahl 10 oder emo ganze Bo- 
l 3 7 


Keilio der Bartialprodiute wird. 

4. Division. 

Kegel. Verrücke das Komma im Di- 
visor um .so viele Stellen, dafs derselbe 
- _ eine ganze Zahl wird; dann das Komma 

Die 4 .Spccies d er Deci malb rüche. Hivideiidns um eben so viele .Stellen 
1. Die Addition und die Siibtraction „„j dividire. Z. B. 

1. Beispiel. 3,4ö:0,2. 


tenz von 10 ist; als - - - 

Die Schreibweise und nähere Erklärun- 
gen s. Bd. I, pag. 434, No. 4. 


geschehen wie mit ganzen Zahlen: Es wer- 
den Einer unter Einer, Zehntel unter 
gesetzt und addirt oder 


Zehnte! ii. s. 
subtrahirt. 
Addition. 
0,34 
21,0873 
420,451 
441,8783 


Hierfür schreib 34,5:2 und dividire. 
Denn es Ut 

345 2 ..345^_3^_^^2 


0,3400 

21,0873 

420^51O_ 

44l’;8783 


3,45:0,2 = 


Bei der zweiten Darstellung sind die 
fehlenden Docimalstellen durch Nullzei- 
cben ersetzt um in den Summanden 
gleich viel Stellen zu erhalten. 
Siibtraction. 

0,485 21,89- ^ -21,890 

0,037 _^5,008_ ^3,008 

~rU48 li,882 6,882 

1 ,0005 ’ 1 ,0005 

0,89 0,8900_ 

~0,1105^ 0,h05 

2. Mnltiplicatio n. 


100 '10 111 
Nun dividirt: 

- 

34,5 ]17,25 
2 _ 

“l4 

J4 

5 

4 

10 

10 

Sprich: 2 in 3 gehl 1 mal, in 14 geht 
7mal; hinter 17 wird das Komma ge- 
setzt, weil jetzt 34 Ganze dividirt sind. 

5 . l . V 

2 in — teht mal, bleibt — ; eine Null 
10 10 


10 ’ 


Regel. Mulliplicire Dccimalhrücho ^ v„=T7ir 

als wenn sie ganze Zahlen waren und 10 in( 

gebe dem Product so viel DecimaUtellon, , 

. 1 .. Vn.sirvrAiv 9ii«atin morur^in nmiiien 8 i/\a 


10 


- J" 
100’ ■ loö 


als die Factoreu zusammengenommen 
haben. 

Z. B. 0,34x0,86 Ucchno: 

34 
86 __ 

“204 
272 


100 


0,2924 
10,5 X 0,07 
105 


Rechne 


Denn es ist 


0,1 35 


2. B e i s p i e 1 0,0005 : 25 = 0,(^2 
Hier ist der Divisor schon eine ganze 
Zahl. Also: 25 in 0 Einer geht Omal, 
0 gesetzt mit Kuiniiia dahinter; 25 in 

— geht 0= mal, die 0 als Zehntel ge- 

10 s. 10 ’ 

setzt, 25 >0 ^1 i'esglcichen in 

geht Omal, die Nullen als Hundertel und 

Tansendtcl gesetzt, 25 in E'^ht 0 


34 86 

0,34XO,8b = -(,Xjy^ 


2924 

= r.“ = 0,2924 
1000 ’ 


0 


mal, diese 0 als 4tc Stelle ge.sctzl. 


lind 

10,5x0,07 


735 


= 0,735 


10 Voo 1000 

Eben so ist 

0,008 X 0,04 = 0,00032 

0,372 106 X 0,0054 = 0,0020093724 
5,78x34 = 196,52 

0,000054 X 3785 = 0,20439 


10000 

hinter 5 eine 0 gedacht macht 
50 


zu 


lOOOOO’ 
2 


hierin mit 25 


lOOtXl 
lividirt geht 


mal. 


100000 

3. Beispiel 2034:0,0018 schreibe 
20340000 : 18 gibt 1130000. 


Digitized by Google 



Decimalbruch. 


247 


Decimalbruch. 


So iflt 400:0,25 = 1600 
40:0,25= 160 
4:0,25 = 16 
4 : 0,025 = 160 
4 : 0,0025 = 1600 
0,0001 : 0,02 = 0,005 

45 : 0,1 = 450 u. s. w, 

4, Das Ausziehen einer Quadratwurzel 
s. Bd. I, pag, 241, No. 5; einer Kubik- 
wurzel Bd. I , pag. 242. Dafs die Klas- 
sentheilung der Potenz vom Komma ab 
geschehen mufs ist klar, denn es ist 

/ 1 1 

(t7;I 0,13 = 0,001 

VlO/ 1000 ’ 

u. 8. w. 


5. Ans der Lehre von der Division der 
Decimalbrüche entspringt die Regel zur 
Verwandlung der gemeinen Brüche in 
Decimalbrüche, denn man hat nur nö- 
thig, die Division, welche der gemeine 
Bruch verlangt, auf die obige Weise wirk- 
lich auszufübren , indem man mit Beob- 
achtung dos Komma dem Zähler Nullen 
anhängt. Z. B. 

1=M=o,5 

2 2 ’ 


1 = ^ = 0, ,5 

■3 


=0,3333... 

O 


Das letzte Beispiel gibt einen Decimal- 
bruch mit einer unbegrenzten Anzahl von 
Ziffern und dies geschieht bei der Ver- 
wandlung eines jeden Bruchs, dessen Nen- 
ner aufser der 2 und der 5 noch andere 
Primfactoren enthält. 


Dagegen hat ein solcher Decimalbruch 
die Eigenschaft, dafs eine gewisse Anzahl 
von Ziffern in derselben l^ibenfolge im- 
mer wiederkehrt. Z. B. 

^ = 0,03 0900 09 

= 0,142857 142857 142857 

7 

— = 0,02 27 27 27 27 

44 

Denn mit welcher Zahl und in welche 
Zahl man auch dividiren mag, so kön- 
nen immer nur so viele verschiedene 
Reste entstehen als der Divisor Einhei- 
ten enthält weniger 1. Z. B. hei der Di- 
vision mit 6 können nur die Reste 1, 2, 
3, 4, 5; bei der Division mit 5 nur die 
Reste 1, 2, 3, 4 Vorkommen, und da die 
zu dem jedesmaligen Rest genommene 
Endziffer immer =0 ist, so hat man bei 
dem Divisor 6 die Partialdividenden 10, 


20, 30, 40, 50; bei der Division mit 5 
die Partialdividenden 10, 20, 30, 40. Wo 
also ein Rest zum zweiten Mal vorkommt, 
mufs eine Wiederkehr von Ziffern ini 
Quotient beginnen. 

a ae « 1 I 3 


Bei der Division 



1,0000000 

7 


=0,142857 


erhält man auf einanderfolgend die Reste 
3, 2, 6, 4, 5, 1; und da der Dividend 
mit 1 anfangt, so fangen auch die wei- 
teren Reste wieder mit 3 an, werden der 
Reihenfolge nach dieselben und eben so 
ist es mit den ferner folgenden Ziffern 
im Quotienten. 

Man hat auch viele Fälle, wo die Ent- 
wicklung einer Zahl in einen Decimal- 
bruch bis ins Unendliche fortlaufende Zif- 
fern ohne Wiederkehr erzeugt. Dies 
findet z. B. statt, wenn eine W’urzel aus 
einer unvollkommenen Potenz gezogen 

2 3 4 

wird als pö; p3 u. s. w. wie Bd. I, 
pag. 241 , 242 u. f. wo bei dem Gewinn 
jeder neuen Ziffer in der Wurzel ein Rest 
entsteht, der noch nicht dagewesen ist 
und ebenso ein neuer noch nicht da ge- 
wesener Divisor hervorgeht. 

6. Decimalbrüche mit begrenzter An- 
zahl von Ziffern heifsen geschlossene 
D.; mit unbegrenzter Stellenanzahl fort- 
laufende D. Letztere mit wiederkeh- 
renden Ziffern der Reihenfolge nach 
heifsen wiederkeh rende oder circu- 
lirende oder periodische D. Die im- 
mer wiederkehrende Reihe von Ziffern 
heifst Periode. Fängt die Periode mit 
der ersten Ziffer nach dem Komma an, 
so heifst der D. vollständig perio- 
disch wie: 0,47 47 47..; gehen nach dem 
Komma der ersten Periode eine oder 
mehrere Ziffern voran, so heifst der 
D. unvollständig periodisch wie 
0,3147 47 47.... Die Perioden heifsen 
Iziffrig, 2ziffrig, ...nziffrig, je nachdem 
sie ans 1, 2, ...n Ziffern bestehen. 


7. Ein geschlossener D. wird in 
einen gemeinen Bruch verwandelt, wenn 
man ihn als ganze Zahl in den Zähler 
und den zugehörigen decadischen Nenner 
darunter schreibt, wonach man wo mög- 
lich noch heben kann. Als 


0,575 = 


575 

1000 


23 

40 


8. Ein vollständig periodischer 
D. ist = demjenigen gemeinen Bruch, der 
die Periode zum Zähler und den zu ihr 
gehörigen decadischen Nenner weniger 1 
zum Nenner hat. 


Z. B. 0,.333... 


ist = 


3 

10- i 



Decimalbracb. 


248 


Decimalbrnch. 


0,27 27 27... 


0,296 296... 


97 3 

ioo ^ ~ 99 ~ 1 1 
296 _ 296 _ £ 

1000 - I ~ 999“ 27 


Denn es sei Oyabcti. n abcd ....n..,, 
ein D. von nziffriger Periode, der za die- 
ser Periode gehörige decadisrhe Nenner 
also = IO**, sein Werth = so hat man, 
wenn man mit 10** mulUplicirt 

10‘'a^=(l&cd...ll, abcd . . . . n abcd .... n 

hierzu 

f= 0, abcd... nnbcd... 

folglich subtrahirt, wobei die Decimal- 
stellen sich aufheben 

(IO** — 1) a: = abcd....n 
, abcd...n 

““d *=10.-1 

9. Ein unTollständig periodischer 
D. bt = demjenigen gemeinen Bruch des- 


sen Zahler ist der Differenz zwischen 
den Vorziffern + der ersten Periode als 
ganze Zahl und den Vorziffern allein als 

Q e Zahl, und dessen Nenner = ist dem 
uct aus dem zur Periode ohne Vor- 
ziffern gehörenden decadischen Nenner 
weniger l multiplicirt mit dem zu den 
Vorziffem gehörenden dekadischen Nen- 
uer. Z. B. 


0,3555... 
0,27 6G6... 


- Z? - - 

'(10-l)x‘lb“äö" 

•276 - 27 

■(lo-'Oxioo' 

0,00 15 1' 

Denn es sei 

0,a/.r...m.Hßr.... 

ein D. dessen Perioden ABC...N aus n 
Ziffern bestehen, welchen n Ziffern atc...m 
roraustehen, sein Werth sei x so ist 


16 
'45 

249 _ 83 
' 9ÖÖ“ 300 
. 15 _ 1 

(lOO-l)x 100 “ 9900 “ 660 


nnd 


10"*x — n5c ...m , ABC , . .. iV ABC,... N . .. . 

10’ •10’"x = abc...m ABC.. .N, ABC .... N ABC .... N .... 
folglich snbtrahirt, wobei die Decimalstellen sich anlbeben 
10.»{10s — I)* = ahc. ..m ABC ... N — aic....m 
abe...mABC .. . JV — abc....m 
* “ (10’- 1) 10" ' 


An merk. Sollte es nicht angemessen auch folgende Vorm geben: Der Werth 
gefunden werden, dafs man Buchslaben in einer nziffrigen Perioae als ganze Zahl 
iekadischor Ordnung wie Ziffern schreibt, sei A so ist der Werth des vollständigen D. 
0 kann man den Beweisen ad b und 9 


101 «'*' I 0 ‘» ■ 


A , A A 

10" 10-’«^ 1 

mit 10" muitiplicirt gibt 

10'» = .t + A + 

snbtrahirt gibt, da sämmtliche Glieder der oberen Keihe gegen die ihnen gleichen 
Glieder der unteren Reihe sich anfhehen 


lO 'x — * = .4 sehen D der Werth der m Vnrziffern, diese 

, 0 f 3„5 a = -- l! "I* ganze Zahl = ß, so ist der Werth des 

lö" — l Bruchs = 

Es sei bei dem unvollständig periodi- 


* 10". ^ 10"'+" ^ 10 "+^ ^ 10'"+3" ^ ■ 

mit 10'" multiplicirt gibt 

10»' j; = B + 

^10"^10^"^10ä< 

Diese (iieichnng mit 10" multiplicirt gibt 

10'"-10'- = 10-Ä + '< + ,o, + ,^,„ + l^,. + 

Die zweite Gleichung von der 3ten abgezogen 
10'"10’x - 10".x= 10"ß + A-B 
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woraus 


( 10 ‘ - 1 ) 10 « 


Rechnung mit periodischen De- 
cimalhrüchen. 


10. Da alle geschlossene und alle pe- 
riodische D. auf bestimmte in gemeinen 
Brächen darstellbare Werthe zurückge- 
fnhrt werden, alle übrigen D. aber irra- 


tional sind, so mufs ans den Rechnun- 
gen mit geschlossenen und mit periodi- 
schen D. wiederum ein geschlossener oder 
ein periodischer Decimalbruch als Resul- 
tat hervorgehen, sobald man nicht abge- 
kürzt rechnet und die vielleicht schnft- 
lich weggelassenen nächst folgenden Zif- 
fern der Periode unberücksichtigt läfst. 

Addition: Beispiele 


1) 0,254 

1,031 77.'.,. 

4) 0,24 24.... 
0, 55 55 ... 

0, 79 79... 


2) 0, 38 

0, 056 56 ... . 

~0,'43’65 65.... 

5) 0,25 25 25..' 
0,00 77 77... 

0, 26 03 03.... 

71 0,253 253 253... 
0,65^65 65 65.. 

0, 909 818 9~09’818 


3) 0,24 24... 

0, 75 75... 

0, 99 99...='i 

6 ) 0,22 222 ... 

0,34 777... 

0,56 99.... = 0,57 



Subtraction: B 

ei 

spiele 

1) 

1,254 

2) 

0, 38 


0,77 77... 


0, 056 56... 


0, 476 222.... 


0, 32 343 343..'.. 

3) 

1,24 24 24.... 

4) 

1,24 24... 


0,7b 7b 7b 


Oj 65 55 • • * 


0, 4848 48.... 


~b,7S 78 78.... 

o) 

0, 25 25 25 . . . 

ti) 

0, 568 65 ... . 


0,00 77 77.. 


Of 5oo oo • • • 


0, 2447 47.... 


0, 013 

7) 

0, 56 56....’ 




0, 243 




0,322 65 65... 

Multiplication: 

1. Beispiel 3879x0,777 

Multiplicire 7x3879 so erhält man 27153 
als Partialprodukt jeder einzelnen Mul- 
tiplicationsreihe. Jede vollständige 
senkrechte Ziflernreihe besteht aber aus 
der Summe der Ziffern dieses Partial- 
products = 3-j-5-}-l + 7-f2 = 18, hierzu 
von der vorherigen senkrechten Reihe die 
Zehnerzahl i addirt gibt 19, betrachte die 
19 als die Summe der letzten vollstän- 
digen senkrechten Reihe so .schreib 9 
1 (im Sinn) -1-5-1- 1 -1-7 -f 2 = IC; 

6 vor die 9 geschrieben 69 
1 (im Sinn) -f 1 7 -f- 2 = 1 1 ; 

1 vor die 6 geschrieben 169 
1 (im Sinn) -1-7-1-2 = 10; 

0 vor die 6 geschriel)cn 0169 
1 (im Sinn) -1-2 = 3; ~ 

'3 vor die 0 geschrieben 30169.. 
nnd es ist 

3879x0,777....= 3016,999 = 3017 


Die wirklich ausgeführte Multiplication 
hat die Gestalt. 

2(7153) 

27(153) 

271(53) 

2715(3) 

27163 

27153 

3016,99 

Das Komma bestimmt sich aus dem 
gleich bleibenden Partialproduct 27153, 
welches man als 0,7x3879 befrachtet, 
so dafs eine Decinialstelle abgeschnilten 
winl. 

2. Beispiel. 

305217X0,341 341 

Die Periode be.steht aus mehreren Zif 
fern. 

Multiplicire mit mir einer Periode die 
Zahl. Man erhält 305217x341 = 104078997. 

Nun liefse sich hier dieselbe Regel wie 
bei dem ersten Beispiel anwenden, man 
hätte nur zu beachten, dafs wenn die 
Producte aus den folgenden Perioden hin- 
zutreten, die auf einander folgenden voll- 
ständigen senkrechten Reihen * bestehen 
aus der 1. -f 4. -f- 7. Zilfer = l-f0-f9 = 0 
aus der 2. -|- 5. -f 8. Ziffer = 0-f-7-f-9=l6 
aus der 3. -t- 6 . -1- 9. Ziffer = 4-|8-f-7 = 19 
•Um nun bei .Anwendung der Regel 
keinen Irrthum zu begehen i.st es besser, 
wenn man die Reihen wirklich unterein- 
ander setzt nnd addirt, nämlich 
104(078 997) 
1040780)97) 

104078997 

104078997 

1041^180 180'l80“. 


§ 
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Das Komma bestimmt sich wieder aus dem Tonnen Beispiel der Periode noch 
dem l’urtialproduct der orslen Periode die ZÜTern 7H voran, ist also die Auf- 

305217 X 0,341 = 104078,937 gäbe: 

3. Beispiel. Ist der D. ein iinvoll- 305217x0,76341 341.... 
ständig periodischer D., stehou z. B. in so hat man aus dem vor. Bsp. 

305217x0,00 341 341 ...= 1041,83 180180.... 

hierzu 305217x0,76 =J31964,92 

Product =233006,76 180 IKO....' 


Hat inan periodische 1). mit periodi* 
.sehen D. zu multipliciren so geschieht 
dies einfacher wenn man dieselben in 
gemeine Bruche verwandelt; desgleichen 
bei Division durch periodische D. 

1 1 Ein D., der weder geschio.ssen noch 
periodisch ist, kann in seinem Werth 
nicht angegeben werden, z.B. der D., wel 

eher \ 15 ausdriiekt und der als eine ir- 
rationale Zahl aus unbegrenzt vielen Zif- 
fern besteht, ohne Perioden zu enthalten 
Man gibt dessen Werth also iiähorungs- 
weise auf eine bestimmte Anzahl Deci- 
malstcllen an, wobei man mit deren An- 
zahl, wie bei den Logarithmen geschieht, 
den Grad der Genauigkeit beliebig fcst- 
stellt oder wabrnimmt. 

DdCimalfofs ist der Fnfs als der lOte 
Theil der Kuthe. wenn diese, wie in Preu- 
fsen, das Normallängenmaars ist, und er 
wird wieder in 10 Deciiuu Izoll, der 
Zoll wieder in 10 Decimallinien ein- 
getheilt Docimalruthc sagt man nicht, 
.sondern schlechtwog Hut he, weil das 
Vorwort: Decimal nur auf diejenige 
Grofse sich bezieht, welche der lOte Theil 
einer anderen ürolse ist und weil die- 
selbe Kuthe auch andere Kintbeilnngen 
erhält, wie iu Preufsen für Werkmaafs 
in 12 Fufse, .so dafs die Kuthe als Werk- 
maafs unnützer Weise Duodecimalruthc 
genannt werden würde. Ist der Fufs das 
Normalmaafs, so nennt man ihn aus dem- 
selben Grunde schlechtweg F u fs, 

Decimallinle s. u. Decimalfufs. 

Deciinalni3&rs ist ein Maafs mit Dc- 
cimal-Eintheilung, wie in Preufsen für 
Fcldme.«.ser die Längen- und Flächen- 
luaafso, wenigstens die Kuthe und die 
□Kuthe; die Meile gehurt schon nicht 
mehr dazu, denn sie hat 2000 Ruthen; 
der Morgen auch nicht, denn die.ser ent- 
hält 180 □Ruthen. Mit den Kubikmaafsen 
uud den Münzen habcMi wir ebenfalls 
nicht Dccimalmaafse, jedoch sind die 
neuesten Gewichte, das Zollgewicht, 
in Oeiitnern und Pfunden wenigstens, 
nach dem Decimalsystem eingerichtet; 
das unmittelbar hierauf folgende Loth 


ist wieder, statt '/»o oder '/loo Pfund zu 
sein, ^/io desselben. 

In Frankreich ist die Decimaltheilung 
ganz allgemein eingeführt Das Normal- 
längenmaafs, das M eter (etwa 3' 2" preufs ) 
ist in lOlcl, lOOtel, lOOOtel, in Deci‘mo- 
ter, Centimeter und Millimeter 
gctheilt; auch die grüfseren Läneenmaafse 
sind lOfacbc, lOOfache, lOOOfache und 
10000 fache des Meters; nämlich das 
Decameter, das llectometer, das 
Kilometer und das Mirianicter. 

Desgleichen die Feldmaafse: Die Are 
ist = lOOD"' = 1 ODecameter, sie Ist ein- 
gethoilt in lOOCentiaren zu IQ", 100. 
Aron sind = der llectare 

Desgleichen die Korpermaafso: die 

Stere, eingetbeilt in 10 Decisteren, 
ist der Cubikmeter. Das Liter, zu 10 
Dociliter zu 10 Centilitor zu 10 
Milliliter ist = dom Kubikdecimeter 
= ‘/joöo Cubikmeter; 10 Liter sind der De- 
caliter, 10 Decaliler der Hectoliter, 
10 Ilectoiiter der Kilolitcr. 

Desgleichen die Gewichte; das Gramm 
ist das Gewicht eines Cuhikdecimeters 
destillirtcn Wassers bei .seiner grüfsten 
Dichtigkeit. E.s wird eingetbeilt in 10 
Decigramme zu 10 Centigramme zu 
10 Milligramme. 10 Gramme sind das 
Decagramm, 10 Decagramme sind das 
Hektogramin, 10 llcctugrainm das Ki- 
lo gra mm. (2 Zollpfund), 10 Kilogramme 
sind das Miriagramm. 

Endlich haben die Münzen ebenfalls 
Decimalsystem: 1 Franc ist = 100 Cen- 
times. 

D.1S Decimalsystem bei Maafsen ge- 
währt eine grolsc Erleichterung beim 
Rechnen, weil jedes kleinere Maafs als 
Decimalbruch ge.schrieben werden kann, 
so dafs nur immer wie mit ganzen Zah- 
len zu rechnen ist. 

Decimalstellen oder Decimalen sind 
die Zirtern , welche zu einem Decimal- 
bruch gehören. 

Becimalsystoin ist im Allgemeinen jedes 
System, hei welchem alle Graduimngen 
nach Zehnteln und Zehnfachen gescLe- 
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hen- Im Resondern T). pleirhbedeu- 
tenci mit dem dekadiM-hcn Zahlensystem. 

D6CinialZälÜ6n sind die iiarh dem de- 
kadischen System goschrieheneii Zahlen. 

Deckong in der (reomctrie s. v. w. 
Conpruenz (s. d.) 

DecUnatioa eines Gestirns s. v. 

Abweichung eines Gc.stirn.s (s. d.). Sie 
ist für die Gestirne oder die Orte des 
lliuiiuols das, was für die Orte der Krd- 
tdteriiriclje nördliche und südliche geogra- 
phische Rreite ist 

Declinationskrels s v. w. Abweichnngs- 
kreis (s. d.). 

Decrement ist der rnter.>chied zweier 
aufeinander folgender (ilieder einer ab- 
nehmenden Heihe, im (iegensatz von In- 
c reine nt, dem rnterschied derselben 
\m einer zunehmenden Ueihe. Kür beide 
sagt man jetzt allgemein: Differenz 

Definition ist die Darstellung aller we- 
sentlichen 3Ierkmale eines UoircnstandeÄ 
zu seinem Regriff. d.) Dieser ent- 
steht also durch die Zusammeustcdlung 
aller Vorstellungen, sowohl der die dem 
Gegenstände mit noch anderen von ihm 
verschiedenen gemeinsam sind als der, 
die ihm allein zukommen. 

Bei mathematischen D. darf man keine 
Eigenschaften als Merkmale angeben, de- 
ren Vorhandensein oder Möglicnkeit erst 
erwiesen worden miirs. Dafs ein Quadrat 
diejenige dseitige Eigur ist, welche hinter 
gleiche Seiten und i rechte Winkel hat, 
hätto Euklid in No. 30 nicht voranstellen 
sollen; erst mufste bewiesen werden, dafs 
in jedem Viereck die .Summe aller 4 Win- 
kel = 4 Rechten ist, dafs also 4 rechte 
Winkel in c‘inem Viereck möglich sind. 
Desgleichen war die *i7te Erklärung, dafs 
Triangel rechtwinklig heifsen wenn sie 
einen rechten Winkel haben, nicht vor* 
anznstellen; es mufste erst crwie.«en wer- 
den , dafs ein Dreieck nicht 2 und nicht 
3 rechte Winkel haben kann, wenn man 
die Frage nicht hören will, wie ein Dreieck 
mit zweien oder dreien Rechten Winkeln 
heifse. Können doch in spärischen Drei- 
ecken alle 3 Winkel rechte sein. 

Dehnbar i.«t ein Fo.ssil, wenn cs »ich 
durch einen Hammer oder zwischen Wal- 
zen strecken läCst. 

Dekadtk, dekadisches System, zehn- 
theilige.» System nämlich Zahlen- 
system ist das Spteui nach welchem 
die Zahlen , d. h. die verschiedoiien gan- 
zen Vielfachen der Einheit ausgesprochen 
nnd geschrieben werden. Das System 


besteht darin, dal» die Zahlen von der 
Killheil ah aufwärts in Klassen gebracht 
sind, von denen jede als höchstes Viel- 
fache.» die Ofache Einheit dersell>en Klasse 
enthält, so dafs die lOfarhe Einheit der- 
selben Klasse schon die Einheit der fol- 
genden Klas.se ausmacht; und zwar wie 
in der möndtichen so in der schriRlichen 
Beze ic h n n n g» weise. 

Wie nämlich die grofse Anzahl von 
Wörtern , aus welchen eine Sprache he- 
.steht, nur wenige rriaute hat und mit 
nur wenigen verschiedenen Ruchirtaben 
ge.Hchriehen wird, so sind für jode noch 
so grofse Zahl nur wenige Crzahlwörter 
erforderlich und nur 9 verschiedene Zahl- 
zeichen reichen aus, (Null ist keine Zahl 
und also ist das Nullzeichen kein Zahl« 
Zeichen) um sic lesbar darzustellen. 

Die l'rzaldwörter sind die ersten 10 
Zahlen von 1 ah bis 10, also die 0 ver- 
schiedenen Vielfache der ersten Klasse 
nnd die darauffolgende Einheit der zwei- 
ten Klasse , nach welcher das ganze Sys- 
teiu den Namen führt. Dann die Zahl 
Hundert, die Z:dil Tau^end und die Mil- 
lion, welches ciao neuere Rezeichnung 
ist. Alle übrigen Zahlen werden mit al>- 
geleiteten Zahlwörtern bezeichnet: Zwei- 
zig, Dreizig (Zwanzig, Droilsig sind Sprach- 
au^nahIuen), Vierzig... Neunzig sind die 
2, 3, 4, .... 5* fachen der Zahl 10, der 
Einheit der zweiten Klasse; die Hunderte 
werden gezählt, desgleichen die Tausende 
und die Millionen. Alle zwischen Ile- 
geude und die au» allen Klassen zusam- 
mengesetzten Zahlen werden als Recben- 
esempel ausgesprochen. Z. R. 

9870Ö321 

Acht und Neunzig Millionen, .^ielien 
mal hundert fünf nnd .sccbzigtaiiscnd drei 
hundert und ein und zwanzig. D. h. man 
rechne das Kxempel aus: 

(8 -i- 1)X 10) 1000(KXH-(7 X HK3 ■{- 5 4- 1> X 10) 
X 1000 -r 3 X 100 + 1 4 2 X 10. 

Wie mau aus den alten Sprachen er- 
sieht war schon da» dekadische System 
bei den gebildeten Völkern des Alter- 
thunis in Gebrauch, aber auch wilde Völ- 
ker zählen nach Zehnfachen, wa.s jeden- 
fall.s von den lü Fingern herkoimnt, die 
an beiden Händen eine.H Menschen »ich 
befinden, wie auch heut bisweilen noch 
bei uns an Fingern abgezählt wird Die 
dekadische Schreibart dagegen i.st mit den 
dekadischen .Spr.ichweisen nicht zugleich 
erfunden worden; die Griechen bedienten 
sich der Buchstaben ihres Alphabets, die 
beschwerliche Ztahlschreibung der Römer 
ist bekannt. D.as jetzt allgemein gehräuch- 
licho dekadische Schreibsystem i.st eine 
Erfindung und zwar eine uralte Erfindung 
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der Inder (auch ein Nullzeichen hatten 
eie), von denen die Arahor cs uns erst 
spat herüber t^^ehracht haben, so dafs das 
System im litten Jahrhundert noch erst 
wenijT bekannt war. 

Dekadische Brflche sind Hrüche, deren 
Zahler 1 und deren Nenner dekadische 

Zahlen sind aU 1, 

Dekadische Erginxang einer Zahl ist 
der liest, wenn man ilie Zahl von der 
zunächst pröfseren dekadischen Zahl alt- 
zieht. Die dekadische K von der Zahl 
44 ist 100-44 = 50. 

Dekadische Ganze nennt man die de- 
kadischen Zahlen im liepensatz zu de- 
kadischen Brüchen 

Dekadische Zahlen sind die Eins nnd 
die panzen Potenzen von Zehn, näml. 1, 
10, 100, 1000 u. s. w. 

Dekadisches Zahlensystem a. v. w. 
Dekadik. 

Dekagon ist das reguläre Zehneck. 

Dek^onalxahl, zehneckipe Zahl 
ist diejenige Polygonalzahl deren zu 
Grunde liegendes Polygon das Zehneck 
ist. Die Zahlen sind nämlich die Anzahl 

l’ip 550. 


der Punkte, welche die Ecken und die 
Seilen in pleichbleibenden Entfernungen 
von einander aufnehmen, wrenn die Seiten 
des Polygons ein, zwei, drei, . ... nmal 
verpröfsert werden. Fig. 556 macht dies 
anschaulich. Aa.,A ist das Zehneck, 
dessen Seite = 1 ist; die Ecken enthal- 
ten in Summa 10 Punkte, mithin ist 10 
die Grundzahl der Reihe für die Dzablen. 

indem man sich vorstelit, dafs das 
Zehneck ins zu dem Punkt A, von dem 
man liei der (’onstmetion sämmtlicher 
die Reihe erzeugenden Polygone ausgeht, 
wenn man die Seiten immerfort kleiner 
nimmt, verschwindet, so dafs das Poly- 
gon in dem Punkt A nur einen Punkt 
liildet, ist 1 die erste Zahl der Reihe, 10 
die zweite Zahl. 

Verlängert man nun die beiden Seiten 
i4o bis b um dieselbe I.änge^ Aa und 
constrnirt das Zehneck, dessen «Seiten von 
der l.ängo Ab .sind, so erhält jede Seite 
des zweiten Polygons noch einen Punkt 
in der Mitte. Zu den schon anfgezählten 
10 Punkten kommen nun hinzu: 9 Punkte 
b in den Ecken und 8 Punkte c in den 
Mitten von noch 8 Seiten, zusammen 
also 17 Punkte, und die 3tc D. ist = 
10-1-17 = 27. 

Verlängert man wiederum die beiden 
Seiten Ah bis d um die l.änpe i4o = 1, 
so erhält jede der bei- 
den Seiten 2 Punkte 
in der Mitte; con- 

struirt man nun das 

zu ciiesen Seiten Ad 
gehörige Zehneck, so 
kommen zu den 
schon aufgezählten 
27 l’uukten noch 9 
Punkto d in den 
neuen Ecken binzn 
und 2 Punkte e in 
jeder der noch nicht 
uufpezählten 8 Sei- 
ten, also 10 Punkte, 
in Summa kommen 
9-H6=25Punkte hin- 
zn und die 4te D. ist 
= 27-1-25 = 52 n.s. w. 
Die erste D. ist = 1 


die zweite D. 

= 1-K9)=10 
die dritte D. 

= 10 -t- (9 -H .8) = 27 
die vierte D. 

= 27-l-(9-t-2-8) = 52 
die fünfte D. 

= 52-K9-|-3.8) = 85 
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die Ute D. 

= » + [9 + (n - 2) 8] = X +• (8» — 7) r: jr 
wenn man mit x die (n — l)te I). be- 
leichnet. 

Die eingeklammerten Zahlen bilden 
also die erste DiSerenzenreibe der D reihe 
nnd es ist dieselbe 

1 . 9 • 17 ■ 25 ■ 33 • 41 8» - 7 

bildet man tou dieser Reihe die Diffe- 
renzen, so erhält man dieselben einander 
gleich, = 8. Es ist also die Reibe der 
D. eine Reihe der zweiten Ordnung, Ton 
welcher das erste Glied der ersten Diffe- 
renzenreihe = 1 und von der wieder die 
Differenz = 8 ist. Man erhält das nte 
Glied der D reihe aus der Summe der 
ersten »Glieder der Differenzenreihe 


_ 1 - 1 - ( 8 «- 7 ) „ „ 

(s. Arithmetische Reihe, pag. 120, 
No. 7, Formel 7). 

Man bat also die arithmetische Dar- 
stellung der Reihe 
Different 

8 8 8 8 8 

Differenaenreibe 
1 9 17 25 33 

Dekagonalzahlen 
1 10 27 52 85 


8 


41 . 


8» -7 


120 . 


«(4m - 3) 


Deltoiddodekaeder , Hemitriakisoktae- 
der, Ualbdreimalachtilüchiier, Trapezoid- 
dodekaeder, ein Kristall von 12 Flächen, 
24 Kanten und 14 Ecken. Die Flächen 
sind symmetrische Trapezuide. Von den 
Kanten sind 12 schärfere nnd längere, 
12 stumpfere und kürzere. Von den 
Ecken sind 6 vierffächige symmetrische 
. 4 , 4 dreiflächige stumpfe B und 4 drei- 
flächige spitie C. 

Fig. 557. 



DODOBttratiOll s. v. w. lleweis, und 
zwar besonders ein unwiderlegbarer, ein 
apodiktischer Beweis. 

Depreuioaawinkel ist der Winkel in 
einer Vertikalebene von der Horizontal- 
linie als dem festen Schenkel abwärts, 


im Gegensatz von Elevationswinkel, 
der von der Horizontalen aufwärts ge- 
messen wird. 

Descension eines Gestirns s. v. w. Ab- 
steigung eines Gestirns s. d. 

Desceoilonal-Differenz s. t. w. Abstei- 
gungs-Unterschied, s. d. 

DeTiation ist die Abweichung eines in 
Bewegung befindlichen Punkts von einer 
vorherigen Richtung. 

Diakansttsche Linie, Diakanstica s. u. 
Grennlinie. 

Diagonal (<fin durch, hinüber; yon'in 
Eckei. Von einer Ecke zur andern hin- 
über. 

Diagonale, Diagonallinie ist eine ge- 
rade I.inie, welche von einer Ecke einer 
ebenen Figur nach einer anderen, mit 
jener nicht zu derselben Seite der Figur 
gehörenden Ecke gezogen winl. Dieselbe 
kann auch anfserhalb der Figur fallen 
nnd dies geschieht wenn die beiden Sei- 
ten einer Ecke einen convexen Winkel 
bilden. 

Hat die Figur n Seiten , also auch n 
Ecken, so ist die .Summe aller möglichen 
D. in derselben = ^n(« — .3). Denn von 
jeder Ecke aus kann man (n — .3) I). zie- 
hen ; von allen n Ecken aus also n(n - 3} l>. 
Nun ist aber jede dieser «(« — 3) D. dop- 
pelt gerechnet, weil sie eine Ecke zum 
Anfangspunkt und eine zum Enilpunkt 
hat, folglich nur die Hälfte derselben 
= j»(» — 3) D. vorhanden. 

Das Dreieck hat 13(,3-3) = 0D. 

das Viereck hat »4(4 — 3) = 2 1). 

das Fünfeck hat |5(5 — 3)=5D. 
u. s. w. 

DiOgonaUbene ist eine Ebene die durch 
3 nicht in einerlei llmfangscbeue liegen- 
den Ecken eines Körpers gelegt wird. 

Diameter, Dorebmeaser einer krum- 
men I.inie ist eine gerade Linie, durch 
welche irgend ein System von parallelen 
Sehnen die.ser krummen I.inie halbirt 
wird; ist das Sy.stem der Sehnen recht- 
winklig mit dem D., so heifst der D. auch 
Axe. ln der Regel gebraucht man die 
Bezeichnung: Durchmesser, und nur 
beim Krci.se sagt man auch Diameter, 
so wie man den Durchmesser des gröts- 
ten Kreises einer Kugel, also jede durch 
den Mittelpunkt liegende zwischen zweien 
Punkten der Kngeluberfläche befindliche 
geraile Linie auch Diameter der Kugel 
nennt. 

Dichtigkeit eine:« Körpers ist das Ver- 
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hältnifi« seiner Masse zu dem Raum, den 
er einnimmt y also wenn man ein kuhi« 
sches Mnafs als Einheit festsetzt , die in 
dieser Kubikeinbeit hehndlirhe Masse 
selbst. Ist jV die Masse, I* das Vohinieii 

eines Küriiers, .so ist seine I>. = Be- 
trägt V = n Kuhikfnfs, so ist die in 
einem Kubikfufs Raum befindliche Ma.sse 

und D. = — . 

n 

Die Masse eines Körpers besteht in der 
unzählbaren Menge seiner materiellen 
Theile; man hat von der.selben nur einen 
relativen Begriff und zwar dadurch, dafs 
man sie den gleichen phy-sikalischen Er- 
scheinungen nach mit der Masse eines 
andern Körpers vergleicht und dies er- 
möglicht die Auziebungskraft unsres Erd- 
körpers, indem diese auf jedes einzelne 
Massenelement eines jeden Körpers eine 
gleich grofse Einwirkung ausübt, womit 
die Erde dafür von jedem einzelnen Mas- 
senelement einen gleich grofseii Druck 
empfangt, welcher sich durch (iewicht 
ansspricht 

Haben 2 verschiedeno Stoffe von einerlei 
Volnmen die Oewichto (I, y; die Massen 
Jff, m und beträgt der Druck eines Mas- 
senelenients auf den Erdkörper, d. h. das 
Gewicht des Elements g Gewichtseinhei- 
teii 80 ist ghl = Q und ym = y 


.7 J 

d. h.dieMassen zweier Körper ver- 
halten sich wie deren Gewichte 
hei einerlei Volumen. 

Ist das Volumen beider Körper = I', 
80 sind die Dichtigkeiten />, d beider 

Stoffe =-p und daher hat man 

D : \ y = Mim = Q-.q 

und die Dichtigkeiten heiderStoffe 
verhalten sich wie deren Gewichte 
bei einerlei Volumen. 

Versteht man unter N, s die Gewichte 
der Volnmeneinhoit die.ser Stoffe, d. h. 
die specifischen Gewichte, wenn man das 
Gewicht eines bestimmten Stoffes wieder 
als Gewichtseinheit fe.st.setzt, so ist G = .s» V 
und y = * • K 

Also D xdzz M \m = Q q — S t 
also die Dichtigkeiten zweier 
Stoffe verhalten sich wie deren 
spocifische Gewichte. 

Aus diesem Grunde wählt man auch 
zur Einheit für die D. der Kör])er den- 
selben Stoff, den man zur Einheit der 


specifischen Gewichte nimmt, nämlich das 
destilirte Wasser in dem Zustande seiner 
jm»rston Dichtigkeit hei 4® C. Nur bei 
den Gasen legt man auch di© trockene 
atmosphärische lAifl bei 0,76"» Druck 
Quecksilbersäule und 0*^ C. zn Grunde. 
Es winl demnach die Dichtigkeit und das 
spocifische Gewicht eines Körpers durch 
einerlei ahstmete Zahl ansgedrückt. 

Dicke ist die dritte der drei Dimen- 
sionen eines körperlichen Hiiumcs oder 
eines Kön)ers Man sagt: Länge, Breite, 
Höhe und für Höhe auch Stärke oder 
Dicke. 

Didodekaeder (<Dc zweimal) Zweimal- 
Zwölfflächner. Sechs und sechs- 
kant n er ist ein Krystall von 24 Flächen, 
36 Kanten in 14 Ecken in nel>enstehen' 
der Form, bestehend ans zwei Pyramideu 


Vig. 558. 



mit gomeinschalllichor symmetrischer 12- 
seitiger Basis. Die Flächen sind ungleich- 
seitige Dreiecke, daher die Kanten und 
Ecken dreierlei. Von den Kanten sind 
24 Scheitel- oder Endkanten, von denen 
abwechselnd je 2 und 2 einander gleich 
sind A und R und //, ferner 12 Sei- 
tenkanten I) in der Ebene der Basis. Von 
den Ecken sind 2 symmetrische 12Hächige 
Ecken C und 12 viertlächige Ecken von 
denen die, welche die Kanten A und die, 
welche die Kanten B verbinden unter- 
einander .symmetrisch sind. Die Ebene, 
welche durch 2 Paar einander gegenüber- 
liegende Endkanten gelegt wenlen sind 
Rhomben, die Hauptaxe verliindet die 
Ecken C. 
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Ein Mehrcres über ilieso Krystallfonu 
kann «rat später erfolgen. 

Dlfferenx Ut da.s Resultat einer Rnb- 
tniction, oder auch der Theil, um wel- 
chen eine Gröfse vermehrt oder vermin- 
dert werden mufs, oder auch die älengo 
der Theile o<ler Einheiten, welche man 
einer Gröfse hinzufügen oder von ihr hin- 
wegnehmen mufs um diese einer anderen 
Gröfse derselhen Art gleich zu machen. 

Die DiCTerenzen gewähren einen ganz 
besonderen Nutzen beim practischen Rech- 
nen , namentlich bei (1er Ausrechnung 
auf einander folgender Werthe gegebener 
Reihen und Formeln. So ist z. B. Bd. 1, 
in dem Art .Briggische Logarith- 
men*, No. 2, pag. -t27 gezeigt, wie man 
mit Hülfe der Differenzen Logarithmen 
von Zahlen erhält, für die sie in den 
Tafeln nicht aufgeführt sind. In dem 
Art. Cnbiktafeln pag 15-1 ist angegeben, 
wie man diese für die aufeinander fol- 
genden ganzen Zahlen mit Hülfe der 
beiden Differenzenreiben erhält 

Bandl, pag. 201 i.st die zur Berech- 
nung der \olumen des Was.sers bei den 
verschiedenen Temperaturen von 0° C. 
bis 30° von Hallstrüm aufgestellte For- 
mel vou der Form; 

r=l - .t/ + Bl» - Ci* 


Die Werthe der Con.stanten sind: 
0,000057577 
ß = 0,0000075601 
C = 0.000000035091. 

Nachdem ich die nach vorstehender 
Formel berechnete Tabelle in den meisten 
Zableii unrichtig gefunden, indem näm- 
lich die Differenzen der aufeinander fol- 
genden Werthe auffallend nnregelmäfsige 
Intervalle zeigten, berechnete ich (Tie 
pag. 201 stehende Tabelle mit Hülfe der 
Ditferenzen nach folgendem Verfahren, 
wobei zu bemerken, dafs die mir vorge- 
legene Tabelle sämmtliche Zahlen auf 
6 Decimalstellen enthält und dafs mithin 
eine Rechnung bis auf 9 Decimalstellen 
genügte, wenn -die neue Tabelle 6 Stel- 
len richiig haben sollte. Ist nach obiger 
Tabelle Kfür I berechnet, so erhält man 
für I = (I + 1) 

K‘=l- A(l-|-l)-f-ß(H-l)>-C(l-f 1)* 
hiervon I' abgezogen, gibt 
V' - K=(- A +ß-0 + (2ß-3C-3C/)l 
oder 

V'= r-t-C- .t+ß- C)t-(2ß-3C-.3Cl)l 
Nach deu oben angegebenen Werthen 
von A, ß, C hat man 

-A+n-C=- 0,000050052 
2ß - 3C = + 0,00001 ,'.015 
- 3Cx I = - 0,000000105 X I 
Nun ist nach der Formel für 1=1 


►'=+1 

— 0,000057577 
-f- 0,0000075601 
-0,0000000351 
• r = + 0,99r)!l4994» 
hierzu 0,999949948 
- A + B - C= 0,000050052 
2ß-3C-3Cxl= 0,000014910 

gibt r (für I = 2) ="+0,999914806 " 
hierzu - 0,000050052 
und +0,000015015 
2 X 0,000000105 = - 0,000000210 

2 x 0,000014805"^ + 0,000029610 
gibt V (für I = 3) = + 0,999894364~ 

u. s. w. 


Um die Tabelle für I von 30° bis 100° 
fortzusetzen , mufste V für I = 30° nach 
beiden Formeln berechnet werden und 
ich erhielt, wie pag. 20t angegeben 
K(ltirl = 30°)= 1,004184. 

Da nun dieser Werth beiden Formeln 
angehört, so kann er für die Berechnung 
der folgenden Volumen, die allein der 
zweiten Formel angebören, nicht Sum- 
mand sein. Demnach mufste V für < = 3l° 
nach der zweiten Formel speciell berech- 
net werden. 


In dieser Foniiel ist 

A = 0,00000941 78 
ß = 0,00000533661 
C = 0,0000000104086 
Man hat also 

- 0,0000094 178 x 31 = - 0,00029 1 952 

+ 0,00000533661x31*= +0,005128482 

- 0,0000000 1 04086 X 3 1 * = - 0,0003 1 0083 

gibt F (fü r t = 3 1°) = -Tl ,0045264"47 
Nun verfährt man weiter mit Hülfe 
der obigen Differenzen und zwar ist 
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- + B - C = - 0,000004092 

2B - 3C = + 0,000010642 
- 3C= -0,000000031 
Also für y (bei • = 32'^ 

- 3Cx 31 =-0,000000961 
+ 2ß - 3C = + 0,00 001064 2 
Hnmmz = To,Ö00 009681 
diese X 31 = '+ 0,000300111 
_,4^-ß_C = - 0,000004092 
hierzu l'(t = 3Ö = + 1, 004526447 
giebt K(l = 32°i = + 1,004822466 
Auf diese Weise ist nun bis V für 
I = lOO“ fortgefahren worden. 

2. Die Differenzen sind von gmfser Be- 
deutung, wenn sie sich auf veränderliche 
tiröfsen beziehen, die von einander ab- 
hängig sind. Der gegenseitige_ Zusam- 
menhang dieser Differenzen begründet die 
höhere Jtnalysis, nämlich die Differenzial- 
rechnung und die Integralrechnung, wie 
dies in dem Art. .Analysis“ kura ge- 
zeigt worden ist. Ausführlicheres darüber 
s. zunächst in den folgenden Artikeln; 
.Differenzial, u. s. w. 

DliTerenzeDgleichang ist eine Gleichung 
zwischen den Differenzen zusammenge- 
höriger Werthe zweier von einander ab- 
hängiger veränderlicher Gröfsen. 

Ist 1 / = a-’ 

und es wird y zu y -h Ay wenn a; zux-1- A® 
wird, so hat man 
y-b Ay = (-c-(- A*)’ 

= -b 3x’ Aa- + 3® . Ax’ + A®’ 

hiervon y — ®’ 

gibt die zwischen y und ® bestehende 
Differenzengleichung 

/\y = 3y^A'Zi^ 3®Aa-’-b A*’ 
Anmerk. Die Bezeichnung A für 
Differenz, als Aa-, die D. zwischen ® -b A® 
und Aa' ist allgemein, sie i.st der An- 
fangsbuchstabe des Worts .Ant/oon, Un- 
terschied. 

DlfferenienqnoUent ist der Quotient 
oder de.ssen Werth, wenn man die Diffe- 
renzen zusammengehöriger Werthe zweier 
von einander abhängiger variablen Grö- 
fsen durch einander dividirt. In dem 
Beispiel des vor. Art. ist der D zwischen 
y nnd ®: 

= ,3®’ -( 3® A® -b A ** 

A® 


Dlffereaital einer Function ist in dem 
Art. Analysis als Grenzwerth des Dif- 
ferenzenquotien der Fnnction erklärt und 
der Begriff durch ein Beispiel erläutert. 
Die Erklärung des D, soll nur hier gründ- 
licher erfolgen: 

Es sei y eine Gröfse, die dadurch ver- 
änderlich wird, dafs sie von der verän- 
derlichen Gröfse ® abhängt, also y als ab- 
hängig Veränderliche eine Func- 
tion der Urveränderlic h en ®. Man 
bezeichnet dies abhängige Verhältnifs all- 
gemein mit y = f® oder y = F® oder 
y = y® u. 8. W. 

Für jeden besonderen Werth, den man 
für ® ner Reihe nach nehmen kann, hat 
y ebenfalls einen besonderen Werth. 
Nimmt man nnn für ® zwei anf einan- 
der folgende Werthe ®, ®' und bezeich- 
net die zu diesen gehörenden Werthe von 
y mit y und y', so ist y = f® und y’-f-*'- 

Bezeichnet man den Unterschied ® 
mit A® und y’-y mit Ay. so kann 
man die beiden Werthe von ® auch be- 
zeichnen mit ® und ® -b A®. üi® von 
y mit y und y -b Ay und man hat 
y = fx 

und y -b Ay = f^(® + A®) 

Zieht man die erste Gleichung von der 
zweiten ab, so erhält man die Gleichung 
für den Unterschied der Function 
Ay = F(® -b A®) — f® 

Man nennt den Unterschied zweier auf- 
einander folgender Werthe der Veränder- 
lichen den Zuwachs der Veränderlichen, 
also ist A® derZuwachs der Urveränderli- 
chen und Ay derZuwachs derFunction, und 
da man übereingekommen ist, immer den 
ersten Werth von dem zweiten abznziehen, 

■ so ist der Zuwachs entweder additiv oder 
' subtractiv, je nachdem der zweite Werth 
• gröfser oder kleiner ist als der erste. 

Z. B. es sei y = o®’ 
so ist y -b Ay = ® (® + A®)’ 

, also 

Ay = n (® + A®)’ - "®’= 2“® A* -b « A®’ 
. 2. Es liegt aber daran, das Verhältnifs 

. zwischen dem jedesmaligen Zuwachs der 
, Function unddemZuwachsderUrveränder- 
I liehen zu erfahren, weil der Ausdruck dafür 
den Zusammenhang beider Aenderungen 
am entsprechendsten darstellt; also 

. Ay F(*-bA®)-/'® 

Ay.A® Qder A® ' 


DiiTerenzenreiheB sind die Reihen, li, dem obigen Beispiel ist 


welche entstehen, wenn man in einer 
arithmetischen Reihe (s d. pag. 118 No. 1 
und 2) die Differenzen der aufeinander 
folgenden Glieder tiildet. 

DIffereDXenzetchen oder Minuszeichen 
(— ) 8. algebraische Zeichen. 


= 2rt®-b fl A® 

A® 

Den Zuwachs der Function durch den 
Zuwachs der Urveränderlicheu dividirt 
nennt man den Zuwachsquotieut oder 
den Differenzenquotient. 
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3. Mit diesem letzten Bekiff wird der 
Begriff des Differenzials begründet. Wenn 
nimlicli der Zuwachs A-*" der Trverän- 
derlichen j- beliebig klein, oder wie man 
auch sagt, unendlich klein «ird, so bnt 

der Zuwachsniiotient einen Grenz* 
Aa* 

werth und dieser macht das Differenzial 
der Function y aus. 

Nimmt man z. H. in dem obigen Bei- 
spiel A^ kleiner als jede noch so kleine 
angebbare Urüfse, o<fer rielmehr nimmt 
man a l^x kleiner, also A-J^ uin so viel 
mehr kleiner, als irgend eine noch so 
klein denkbare Grüfse, so wird auch die 
Differenz 


A-r 

kleiner als jede noch so kleine angebbaro 
(iröfse, 2ax ist also der Orenzwerth von 


Aa^ 


und zugleich das Differenzial von 


y = ax^. 

Das Differenzial einer Function ist also 
der Grenzwerth des Zuwachsi|uotienten 
der Function bei beliebiger Abnahme des 
Zuwachses Aa? der Urveränderlichen, oder 
für den Fall, dafs dieser Zuwachs uneud- 
lieh klein wird. 


4- Nach einer andern Begründung des 
Begriffs Differenzial lafst man (^x nicht 
unendlich klein werden, sondern man 


setzt A^*^ = 0; dann 


ist ganz streng 


= 2ax. Da mit A-*" auch Ay = 0 wird, 
so erscheint der Differenzenquotient un- 
ter die.ser Annahme in der Form eine 


unbestimmte Grüfse, die hier zu der be- 
stimmten (irofse 2ax wird. 


ö. Der Name Differenzial, den Leibiiitz 
eingeführt hat, kommt natürlich daher, 
weil bei Bestimmung desselben zusam- 
mengehörige Differenzen auf einander 
folgender Werthe der Functionen und 
ihrer ürverauderlichon verkommen. 

Lagrange nennt den Gronzwerth des 
Zuwachsquotient Ableitung oder ab- 
geleitete Function. Das Differen- 
zial in dem obigen Beispiel enthalt die 
(■rvariablex, ist also eine Function von 
x; auch eine ab^loitete, weil sie aus der 
ursprünglichen Function entwickelt ist; 
ist aber da.s D. eine unveränderliche 
Orufse, wie dies vorkommt, so ist diese 
keine Function und kann nur Ablei- 
tung genannt werden. E.s ist jedoch 
die Benennung Ableitung unbestimmt, 
da jede Function (uler jede Grofse, die 
aus einer anderen Fiiuctiou entwickelt 


wird, gleich viel auf welche Weise, eine 
Ableitung genannt werden kann. 

6. Die einfach.ste Bezeichnung des D. 
einer Function ist offenbar die, dafs man 
dem Functionszeichen den Anfangsbuch- 
staben des D. vorsetzt, also in dem obi- 
gen Beispiel rf»/ = 2«x. l’m aber das Zei- 
chen dtj von (icm eine.s Products zu un- 
terscheiden nimmt man, wie zuerst von 
Kuler geschehen ist, ein D von einiger Ab- 
änderung und schreibt Oj/ = 2ax. 

Da es nun auch Functionen mit meh- 
reren Urveränderlichen gibt /"(x, y, ») und 
da man die Differenziale dieser Fuuetio- 
tioiieii bald in Beziehung auf die eine, 
bald auf die andere Urvariable zu neh- 
men hat, indem man die übrigen als un- 
veränderlich betrachtet, da man ferner 
(las I>. einer Function {*j) in Beziehung 
auf die nächste Veränderliche (x), hierauf 
auf eine folgende Veränderliche (*)» von 
der wieder x unmittelbar ahhängt, zu be- 
stimmen hat, .so mufs man aus dem Dif- 
ferenzial selb.«t ersehen konuen, auf welche 
Urveränderliche es sich bezieht. 

ln dem obigen Beispiel bezeichnet y 
die Function, x die iTverämleilicbe und 

ist der Differenzeuquolient ; um uuu 

den Ursprung dos D. aus diesem Quotient 
mit zu »ezeichnen Bat man für die Be- 
zeichnung des D. die Form des Quotient 
beibehalten und mau schreibt das D. der 

Function bei welchem man .sich aber 
eix 

nicht mehr einen Quotient zu denken hat, 
welche.s vielmehr nur vergegenwärtigen 
soll, dal's diese Grofse au.s dem Quotient 
der Zuwachse zweier Voräiidcrlichon ent- 
standen ist, von welchen das obere Zei- 
chen .V Function, da.s untere x die 
Urvoränderlicho bedeutet 

Eine dritte Bezeichnung ist % = 2öx 9x 
indem man den Zuwachs der Urvorän- 
derlichcn bei dom D. aU Factor sich denkt, 
ln dem obigen Beispiel war 

Ai/ = 2/ix A-r -I- « A*^* 

A-r als gemeinschaftlichen Factor hinter- 
gestelU gibt dio Form 

Ay = (2rtX -f rt A-r) A-r 
und für A-r beliebig klein entsteht die 
Differenziulformcl 

- 2«x 9x 

Eine vierte Hezciebnungsart ist 
dy, = 2flx 

7. Enthält da.s D. noch dio iTverän- 
derliche, so ist da.sselbe ebenfalls eine 
Function der Urveränderlichen und es 
läfst sich mithin auch von dieser Fuue- 
tion das I). bestimmen. 

Das D. von 2ax erhält man bei dem 


II 


17 
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oben aagezeigten Verfahren = 2a 
. , b2ax 

es ist also - = 2a 

Will inan nun bezeichnen, Uafs dies 
D. das D. eines l>. der Function y ist, 

so schreibt man 2a = -^ und nennt dies 
ax 


I). ein D. der zweiten Ordnung. 

Das D. = 2a enthält nicht mehr die Ur- 
verauderliche x, bei jedem Zuwachs von 
X bleibt das D. = 2a unverändert, 2a 
wächst nicht mit, es gibt also keinen 
Zuwaebsquotient und kein D. von 2a; 
wie überhaupt keine Constante 
ein Differenzial hat. 

Enthält dagegen ein D. zweiter Ord- 
nung, auch zweites Differenzial ge- 
nannt, noch die rrveräuderliche, und man 
nimmt von dem zweiten Ib wieder ein 
D., so wird dies ein D. dritter Ord- 
nung oder ein drittes D. 


Man schreibt es: 

fix 

und so kann man Differenziale beliebig 
vieler Ordnungen von einer Function be- 
stimmen, wenn diese es zuläfst. 

Mail bezeichnet die D. verschiedener 
Ordnungen also: 

= -I oder ~ A^x oder = A 

ox 

^ = A oder = .<4 9x oder = A 


= A oder = A?)x oder — A 
Qx 

Hängt die Function (y) von mehreren 
Urveräuderlichen (x, >) ab, und man hat 
dieselbe in Beziehung auf jede von bei- 
den differenzirt, so schreibt mau 


^*'‘**- = P oder = />0x • ü)s oder = P 

das D. , nachdem y in Beziehung auf x, nmal, in Beziehung auf », mmal diffe- 
renzirt ist schreibt man 

8"+”'J= ßÖx" • n»"' = 

ftx» • 8»"< 


Wegen der exponentiellen Beieichnuiig 
der Urveräuderlichen bei mehreren der- 
eeiben in einer Function beobachtet man 
auch bei nur einer Urveräuderlichen diese 
Beieichnungsart, und schreibt das «te l): 

^ — Ä oder 8"« = ßf)x" 

8x» “ 

Wie man in der Algebra, um die un- 
bekannten Gröfsen von den bekannten 
mit dem Ange leicht unterscheiden zu 
können, jene mit den letzten Uuchstalien, 
diese mit den ersten Huchstal)en des Al- 
phabets bezeichnet, so liezeichnet man 
auch in der Analysis die variablen 
Gröfsen mit den letzten niid die con- 
stanten Gröfsen mit den ersten liiich- 
staben des Alphabets; eine änfsere Uelicr- 
einstimmuiig, die zu keiner Verwechse- 
lung Veranlassung gehen darf. 

8. Kine nützliche Anwendung der Dif- 
ferenziale ist in dem Art. berührende 
Linie, Bd. 1, pag. 340 gegeben worden. 
Zuerst ist die Aufgabe: An einer krum- 
men Linie eine lierührende gerade Linie 
zu ziehen, elementar gelöst und die Sub- 
tangente i gefunden worden dnreh die 
allgemeine Formel 


mit der Vorschrift , bei jedem besonderen 


Beispiel für die gegebenen Gröfsen x; 
X,; y; y, die Werthe ans der Figur zu 
entnehmen nnd nach Rednetiou des Aus- 
drucks y, =y nnd x, =xzu setzen, wel- 
ches wie aus den dortigen Beispielen zu 
entnehmen , eine weitläufige Arbeit ist. 
Nnn sind x - x, und y - y, die Differen- 
zen zweier aufeinander folgenden Werthe 
von X und von y, also die obigen A-r 
und Ay: Si einer der Werthe von y also 
das obige y-bAy; folglich ist 

. = (y-t-A»)g 

Nun wiril pag. 344 dieselbe Aufgabe 
mit Hülfe der Differenzialrechnung gelöst 

und gezeigt, dafs s = ist. 

Ux) 


Da nun », =; , so hat man das 

Ay ^ 

rebercinstimiuende beider Resultate an- 
schaulich, wenn man für yi = y setzt, 
wie geboten wird, und für Aff und A-*^ 
die Grenzwerthe, welche aber wirklich 
mit der GleichseUung von X| mit x und 
von 9 i mit y hervoi^eben. 

Es ist aus diesem Beispiele ersichtlicb* 
dafs in dem Fall, wo die Differeozialrech- 
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nnoff eintreten kann, die elementare ße- 
hanalung der Aufgabe Differenzenqnotien- 
ten und deren Greuzwertho erst schaffen 
niufs, wahrend die Differenzialrechnung 
sie ohne Weiteres in den Differenzialen 
liefert. 

Entwickelung der Differenziale 
aus Functionen von verschiede* 
ner Art und Form. 

I. Differenziale algebraischer 
Functionen. 


9. Ist eine Teränderliche Grofse die al* 
gebraische Summe mehrerer vorinderli- 
eben GroCsen derselben Art, von welchen 
jeder einzelnen ein D. zukommt, so ist 
das D. der Summe = der algebraischen 
Summe der D. der einzelnen Summanden. 

Denn es sei y = «:fct>±ir±s-}-...» 
welche Grofsen alle von der Urverinder- 
lichen x abhängig sind. Für den Zu- 
wachs von X .seien die Zuwachse der* 
selben Ay, A«, Ar, A«, A»---* 
so Ist 


y + Ay = »» + A«±(» + Ar)±(if-fA*r)±(t + A») + -*-. 

hiervon y =«i tfc« 

giebt Ay = A« ^ Ar ± A*c * A* 


Da nun jedem einzelnen der Summan- 
den der gegebenen Summe ein D. zu- 
kommt, so kann der Zuwachs einer jeden 
beliebig klein werden, folglich auch deren 
algebraische Summe Ay und noch viel 
mehr A^ beliebig klein wenlen. 

Für die beliebige Abnahme der Zuwachse 
sind aber die Differonzeuquotienten 
Ay _ A«^ Ar ^ A*r ^ As 

Ar A^ Ar^ A^^ 

zwischen den Veränderlichen und den 
Urveränderlichen die Orenzwerthe der 
Quotienten, d. h. die Differenziale der 
Veränderlichen. 


Also 


^ _ 0« . Bj" ± 

tix dx dx 


Öif 



+ 


10. Ist eine Function das Product aus 
einer Constanten mit einer Veränderli- 
chen, der ein 1>. zukonimt, so kommt 
auch der Function ein 1>. zu und dieses 
ist das Product der Constanten mit dem 
D. des veränderlichen Factors. 

Denn es sei y = Ax und s eine Func- 
tion der Veränderlichen x, so ist bei der 
Annahme ad 9 

y + Ay = A(»-b A*) 

hiervon y = Ax 

bleibt Ay =^A» 

da der Grufse x ein D. zukommt, so kann 
A» unendlich klein werden, folglich auch 
/<A^ = Ay und A-*’- Für die unendlich 
kleinen Zuwachse werden aber die Diffc- 
renzenquotienten 

Ay _ ^ A» 

Ax " Aj^ 

zwischen den Functionen und der Ur- 
variablen die Differenziale der Functio- 
neu folglich bat man 

0y_ f). 

8» ~ hx 

U. Ist eine Function das Product zweier 
Veränderlichen, von denen jeder ein D. 


also 


zukommt, so ist das D. der Function = 
dem ersten Factor mal dem D. des zwei- 
ten Factors -f dem zweiten Factor mal 
dem D. des ersten Factors. 

Wenn also y = u-% 

hy 9s . Ou 

so ist = • rT + ‘ • 

9x 9x ox 

Denn es ist 

(jr T Ay) = (» -i- A n) (s + A») 

, = US «A* + »A« -l- A“‘A» 
hiervon y = ui 

Weiht Ay = (“ -h Ä«) Az -f » A“ 

Ay , , . vA* , A« 

A A") r- + * a“ 

A* A* Ax 

Für die beliebige Abnahme der 4 Zu- 
wachse Ay, A», A“ und A* werden die 
Uifferenzenquotienten die Diirerenziale und 
« ist der Qrenzwerth von u A« 

9y 9s 9 m 
folglich ist = + 

Man kann auch erklären : FürAy = A« 
= A> = Ax=0 entstehen die Differeu- 
ziale w-f-A« = *< + 0 = « u. s. w. 
Anmerk. I.<^ty— 

so hat man ^ * y = wz 
A 

und enrilich 
l 
A 

1 ^y 
A ' fix “ ' 

Dy j Dj 
woraus - 
<)x 

12. Ist eine Function da.*» Product be- 
liebig vieler (n) Veränderlichen , von de- 
nen jeder ein D. zukommt, so ist das I). 
der Function seiner Summe von wFac- 
toren, von denen jedes Glied das D. eines 
Factors der Function multiplicirt mit dem 
Product der übrigen (h-- 1) Factoren ist. 
Wenn also y = w • r ■ «r.... a 

17* 


•|-^ = (»+A«)^‘ + .2“ 

A® A* A* 

9s Am 

9x ^ Ax 
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» 8 « 
_ + .»g-- 


8 y 8 » 8ir 8 ü 8 « 

Denn betrachtet man zunächst das Product aus 2 Factoren bestehend, näm- 
lich aus (uv«e ) und z, so ist nach No. U 


9 y 9 t 9 (uvM) . . 

:>— = «ric ... g- + a « y.- 

ifx OS Ox 

- ö(«cK5...) 9ir 9(wr....) 

Nun ist wieder s — ^ — = »«i?. ... ^- + »» — — 

8(«p....) 8 V , 8(« — ) 

‘’'-“8x-=“~—8x+‘'"-8x 


? 8(ur....) 

8i“ 


u. s. w. Also 


' = «rir + ut .... »g- + um . 


13. Ist eine Vunction der Quotient 
zweier Verinderliclicn von denen jede 
ein I). hat, so ist das D. der Function 
= dem Nenner mal dem I) des Zählers 
weniger dem Zähler mal dem D. des Nen- 
ners, diese Differenz dividirt durch das 
Quadrat des Nenners. Wenn also 


-D-ls) 


■ . I A " +A« 

Denn es ist y + Ay = — tä — 
»-hAw 


_ u 4 A “ _ “ _ «A« - « Aw 
'^le + Arc •* »(“’ + Äm) 

also Ä' - 

iSx w (ip + A«’) 

Für die beliebige Abnahme der Zu- 
wachse entsteht mithin die obiee Formel 

f- 

f“' 8x- 

Anmerk. Ist der Zähler constaot, 
ist z. H. 

Ä 

y = 17 




14. Ist eine Function eine Potenz einer Wenn also 
Veränderlichen mit constantem Exponen- y~s” 

ten, 80 i.st (las D. der Function gleich ^ 

dem Exponenten mal der Potenz mit dem so ist j. - = I«- 

um Eiius verminderten Exponenten mal 
dem D. der Veränderlichen. Denn es Ut 


Ay = (» + AO" - 

= -^ s»-> A > -I- ^ 1 ”^"2“ • ~ 3 ~ ^ + ■ 


= A 5 [«s"-' + •"“* A » + “ " 2 ' ’ —3— (A 

+ + ] 

A'* A»1 1 • 2 J 


Mit der beliebigen Abnahme von A'i den die D. der Veränderlichen, folglich ist 
A* und Ay jedes einzelne Glied *^y_ 

in der Klammer von dem zweiten Gliede Öj? 

an gerechnet beliebig klein, also auch Dem binomischen Lehrsatz zufolge (Bd.I, 
deren Summe wird beliebig kleiu, und pag. 374) Ut das GeseU des Fortschritte 
das erste Glied ist der Grenzwerth (j^r Reibe bei der Entwickelung der Po- 

der KlammergrOfse und und wer- » mag ganz 

A^ A-J" oder gebrochen, positiv oder negativ sein. 
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Föt n = — erhält man riiletr-t 
9 


P .A_ , 

1 ■ 2 





Ai + 


■ ] 


WO wieder ^ der Orenzwertli der 

y 

KUmmergrofse Ut und man hat 
i» 

öiT Ö® ^ Hx 

Desgleichen ist für n = - — der ürenz- 
9 

— - 1 

werth der Klainmergrüfse = - — » ^ 


lind man hat 

.p 'I. “ 2 ~ 

Hx Hx ~~ \ ^ ) 9 ® 

Liat man daher das U. einer Function 
zu bestimmen, welche eine Wurzel aus 
einer V'eränderlichen ist, so darf man 
diese mir in eine Potenz mit gebroche- 
nem Exponenten verwandeln und nach 
der Formel verfahren. 

Beispiele. 


BeispieM., = v'.gibt^^ = -*=/-_ 


Ot'»_ 1 -2“9»_ 1 9» 


Ox 2 

A 


3 x . = -^4 


Ist die Veränderliche eine Potenz im 
Nenner, so verfahrt man entweder nach Hy = — - 

No. 13 oder man setzt die Veränderliche U* * 

als Potenz mit subtractivem Exponenten * — 3i4 

in den Zähler und verfthrt wie vor- 9y = 924 ®-s= ^ 3 );p-3-i = — ^ 
her; z. B. A ^ 

\ gibt nach No. 13 3- »=V;- P^t nach No. 13, 

® j X* 

Anmerkung: Anmerk.: 


Beispiel 2. y z 


* 9x 

l'x* 

2 A 
V'x* 


^.9 xL-A. 

» s 

I X* l x< 


“ 5 


nach No. 14; 

9, = .4 9x * = — ^ • 4 9x 


|/x* 


5 ' = -|-.49x' 


5' - _ A _d_ - _ 1. _A. 

“ 5 1 ,“ ■ ■ 

_ j 


X V X* 


daher 


Beispiel 4. y = (n + ix'”;» 

Setze o + bx’" = s, so ist y = t" 

9o ,9z 

9x 9x 

,, , . 9 z 9 (rt + äx"') 9 fl 9 bxf** - , 1 9 x'fl , 

Nnnmt = 0+ 4 -g- = mix«-. 

Hu 

folglich = n (rt + 6®”')'*“! X m6x'"-l = ««6®"»-* (n + Äx'")«— t 


Beispiel 5. y = 


(d -j- 6®»»)» 


Setze (o+6x"')» = z 
(4 + ßx»')» = » 
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dx «* 

Nun ist nach Beispiel 4 


80 ist y - — una = ^ 

'' •• ()X 


= nm 6x'«— I (a + 6x*)**~' 
fix 

und = t/jB jf-* (.4 + ff 


folglich = ^ ^ 

X pö — X 

Beispiel b. y= — ^ 

\^a -i- X — 1 rt — X 

Setit man den Zähler = w, den Nenner = s so ist 


y = T* 


nnd nach No. 13; 

dx 


■■©-■£) 


ist = + 


dx' 


9x 


Ox 


2| rt 4- X 
1 


i+ld - 

21 rt - X 2 pa — X 

9s Ol ^TT^ 9 \‘a - i _ 1 9(0 d^a-) 1 9(° ~ O 

ferner ist .^- = — „ 7 — — 9j, a. 


2o - 3 j: 


= +■ 


1 


2| Q - J 9^ 

_ ^o + * + t o — o: 


2|o + x 2Jo-j: 2 | o’ — 

Diese Werthe in die obere Diffcreniialgleichung gesetzt, gibt den Zähler 

. . — N 2o - 3 j . t'o + j + l'o - X 

(l O + I - 10 - x) V'O - X — =-j=- 

2 ( a - X 1 “ ~ . 

Diesen Zähler unter einerlei Benennung gebrach t und m it s* dividirt gibt 
fiy _ (o + X - y n> -^) (2o - 3 x) - X (t -'o» - x* -b fl - x) 

9'* ~ 2 l'o' - X* (1 'fl + X - 10 - xf 


'I 

I /' 

1 P " 

Beispiel 7. y= + + 

Zur Bestimmung des D. 

p 

Setzo d + 1 c + l' « + 6x"* = j 

1 

7 — 

SO ist i/ = V» = *^ 
und 

9y L ^ 

t)x o * 9x 7 «— 1 9x 

71» 

p 

1/ " 

Setze y c + I ö + = K> 

so ist i = d + w 
ÖS 0«> 

9x=ä; 

II 

Setze c + \a + = e 

p 

so ist to= y v 


_0_c 
j Öx 


, öir 1 

9i=-r- 

p^v* 

Setzo endlich a + = ii 

H 

SO ist r = c 4- 1 M 
0 


nnd 


hyu _ 1 ^ 

9j: 9x I öx 

_ 9tt , . 

l)a nun r^ = m6x»«*-i 
iix 

so hat man 

9y^ mbx"*-'^ 

9x 


7V»^ 


-1 


pjr 


• n\ u’* 


worein für t, t and u die obigen Werthe 
za setzen sind. 


Von dem 4ten Beispiel ab sind für zu- 
sammengesetzte Grufsen einfache Zeichen 
gesetzt worden» um das iedesmalige Bei- 
spiel einer Torher entwickelten allgemei- 
nen DiiTerenzialformel anzupasseu. ln 
diesen zusammengesetzten Oiofsen befin- 
det sich die eigentliche Yerauderliche x 
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mit Constanten algebraUch verwickelt, 
eie sind also k'nnctionen von x, und 
eben so wie j, sind auch dort 5, u, r 
Functionen von x. 

Man beachte, dafs bisher immer nur 
üy Si ßu fir 

«X- Öx‘ f)x' öx "• *• ^»^gokommen 

sind, and nnr für diese Fälle, nämlich 
wo in Beziehung auf die rrreräuderliche 
X difTerenzirt worden ist, sind bisher die 
D. ermittelt. 

Es kommen aber auch Fälle vor, wo 
das D. einer Function nicht unmittelbar 
auf die Urveränderlicho genommen wer* 
den kann; wenn nämlich die Stamm- 
fonctioQ tf die Function einer vermitteln- 
den «I und u als Fnnction der Urva- 
riablen x, also u x ux gegeben wird und 
wenn zugleich die r unction y auf h trans- 
cendent ist: 

We n n y = a *■ , y = arr (com = x), y = /o^n x, 
dann ist die Function eine unmittelbare 
von X, wenn aber y = a"'^ fy = /oyn (a + wx) 
n. 8. w. so sind mxr:», a-f nx = » die 
Variablen und es ist durch Bildung der 
DüTerenzenqnotienten und deren Grenz- 
. du du . I du 

worthe nur ^ » nicht aber . - zn cr- 
on 0» «X 

mittein. Damit nun diese Functionen 
anf die Urveränderlicho differenzirt wer- 
den können ist ein allgemeines Verfah- 
ren dafür zu ermitteln erforderlich und 
hiervon handeln die 3 folgenden Sätze. 

15. Ist eine veränderliche Gröfse von 
einer veränderlichen Grölse s abhängig, 
diese wieder von einer dritten Veräiiuer- 
liehen x and die erste y hat ein D. in 
Beziehung auf ihre nächste Verändodiche 
», diese ein D. in Beziehung auf x, so 
hat sie auch ein D. in Beziehung auf 
die eigentliche Urveränderliche x, und 
zwar ist dies D. = dem Product ihres D. 
in Beziehung auf s mal dem D., welches 
i in Beziehung auf x bat, d. h. es ist 

dy dy di 

Denn sind die mit y, s, x zusammeo- 
gebörigen Zuwachse Ay> A» und 
also noch endliche Grölsen, so ist offenbar 
Ay_ Ay^ A» 

A-» A * Ä* 

bei beliebiger Abnahme von A^ nehmen 
auch Ay und A* beliebig ab und alle 
3 können «o klein werden. Für diesen 
Fall verwandeln sich die 3 Differenzen- 
quotienten in ihre Grenzwerthe; folg- 
lich ist 

Dy _ 8y D» 
öx Ö* ^ Öx 

16. Sind 2 veränderliche Grofsen y, s 


von einer 3ten veränderlichen x abhän- 
gig, in Beziehung auf welche beide Dif- 
ferenziale haben, so ist der Quotient die- 
ser D. = dem D. der einen Veränderli- 
chen y in Beziehung auf die zweite s, 
wenu das D. dieser zweiten den Nenner 
des Quotient ausmacht, oder es ist 

(Dy) 

ßy _ \Öx/ j D* 

\0x) 8x 

Demi wie iu No. 15 ist hier: 





'A'' Af/ 


Also ist 




As (^\ 

'A*' 'A* 

und es werden die.se DifTeremenijaotien- 
ten zu ihren Grenzwertheu , wenn A*, 
Ay, A> beliebig abnehmen. 

17 . Ist eine veränderliche Grölse y von 
einer veränderlichen Gröfse x abhängig, 
so ist es auch diese von jener und das 
D. der er.'-ten y in Beziehung auf die 
zweite X ist = dem Quotient 1 ilividirt 
durch das D. der zweiten in Beziehung 
auf die erste. 

Ö.y _ 1_ 

8x /Dx\ 

ViTy/ 

Denn es ist wie No. 13 

' 

Az: (Az:\ 

'Äy^ 

Bei beliebiger Abnahme der Differenzen 
A^e. Ay verwandeln sich aber die Dif- 
ferenzenijuotienten in deren Grenzwerthe. 

II. Differenziale transcendenter 
Functionen. 

A. Exponential- und logarith- 
mische Fantionen. 

18. Ist die Function eine einfache Ex- 
ponentialfunction , deren Grundzahl eine 
Constante, also 

y = ov 

so hat man y + Ay = a-v+A-«- 
folglich Ay = “‘"*"‘iz^— = 1] 

Az: A* 

Der Grenzwerth des Znwachsqnotien- 
ten der Function ist also mal dem 
1 

Grenzwerth Ton für die beliebige 

A-c 

Abnahme von Aa. 

Nun enthält diese letzte Grölse die Vr- 
«A-*"— 1 

variable X nicht, mithin mnfi — 

A» 

znm Grenzweitb eine Constante haben, 


and 
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füe dnrch die Basis a der ExnonentUl- , 1 . . . » 

jfröfse bestimmt wird. ’ nnter der 

Denn da man sich unter ‘*'ls Zn- HcMlinpung:, dafs n unendlich J^ofs wird: 
wachs einer variablen Zahl j - jede belle- J_ 

bige constante Zahl Torstcllen kann, __ I 

eine Constante aber (.s, No. 7) keinen ' ~z = ^ (0 

Grenzwerth hat, so hat auch A-** keinen — 


— 1 

Grenzwerth; allein der Quotient 

A^ 

selbst wird zu einem Grenzwerth, wenn 
man die Oonstantc A«r nnemlUch klein 
wählt [oder nach No. 4, wenn man Aa?=0 

setzt, wo dann = — = - - wird, 

A^ 0 0 

_ 1 

»{ ar , — - das D. von a»l und setzt 

1 *' 

man für diesen constanten (»renzwerth 
die beliebige Zahl ä, so hat man unter 
der Bedingung, dafs A^ unendlich klein ist 


n 

oder a entwickelt 

a=(l+-i*)’' (2) 

Aus Gleichung 1 erhält man eine Ent- 
wickelung von k in eine Reihe nach fort- 
laufenden Potenzen von a und aus Glei- 
chung 2 eine Entwickelung von a nach 
Potenzen von k. 

.\us Gleichung 1 hat man 

r± i._, -l_5 ] 

ä = n(a- l)|rt" 4- rt « + « ” 

ein Ausdruck, welcher zu einer brauch- 
baren Reihe nicht umgeformt werden kann. 

Setzt man dagegen n = i + 6 
so erhält man nach dem binomischen 
Satz 


a« =(l-f 6) « = 1 + — 6 + 


i. -L 

n n 


l._2 


■i» + 


mithin 


1 1 


l = i 6 + 


1 




l 
n 


6* + . 


. - 1 o 


1*2 ' 1 

nnd wenn man beiderseits mit dividirt 
rt 

1 




„ , -i-i 1-1. 1-2 

4 = !^ - ‘ = 6 + " - " 

I 1-2 ^ 1 . 2 . .1 


4 »+. 


1 - 1 . 1 - 2 . 

n n 


• m -b 1 


• b"* 


Läfst man nun n beliebig wachsen, 
also “ beliebig abnehmen, (nach No. 4: 

setzt man “ = 0) so entstehen für alle 
Glieder deren Grenzwerthe und es ist 




also 


2 • 3 


(-l)(-2)( -3) 

2 • ' 3 . 4 


* = *- 

nnd wenn man für 6 seinen Werth (a— 1) 
setzt; 


* = («- l)-i(n-J)’+l(«-l)* + i(n-l)*+ (3) 

Diese Reihe ist der in dem Art. ,Ba- hga=ik-!U 

sis eine.s I.oparithmensyste ms “ hon 

pag. 327 entwickelte Zähler in dom Au.s- nnd m 0) 

druck des Logarithmus der Zahl n. Wenn , , ^ 

man also, wie dort, den Modul des Lo- >st nach der Voranssetzung 

garithmensystems mit M bezeichnet, so _r 

W man 8x’~ 
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folglich ist das D. einer Exponeniialgröfse 
:= meser Exponentialgrufse selbst , multi- 
plicirt mit Hem nach irgend einem System 
eenommenen lingarithmu.« der Basis der 
Exponentialgrol'se und diridirt durch den 
Modul desselben Systems 

Nimmt mau die Basis a der Kxponen- 
tialgröfse aur Basis de? liOgarithmen- 
systems, so ist /09 a = 1 und 

OJ" *“ =,»/ 

Nimmt man das natürliche I.ogaritb- 
mensystem (s. Bd. I, pag. 327), so ist 
^ = 1, log a wird logn n und man hat 
nach (4) 

t)a*' , , 

5. — = Ä • o = a logu a (6) 
(.»jr 

Hat die Kx]>onentialfm]ction zur Grund* 
zahl die Grundzahl e der natürlichen Lo* 
garithmen so ist 


**■ hat also das Eigen- 
ihr D. die Function 


= = (7) 

Die Function ^ 
thuinliche, dafs 
selbst ist. 

Der Modul eines Systems ist = dem 
nach demselben System genommenen Ia»- 
garithmus der Basis e der natürlichen 
hogarithmen {Bd. 1, pag. 327) mithin hat 
man nach Formel 4 




, log ft , Brt »• log a 

ft = , und ~ s: flj- . - 

log e Om log e 

aus welchem System auch die.se Loga- 
rithmen genommen werden mögen. Ist 
a selbst die Basis des Systems so ist 

-.11 (9) 
t)x ~ lo3"t 

Ans Gleichung 2 die Grundzahl in eine 
Reihe nach Potenzen von k fortlanfend 
entwickelt gibt 




m — 1 

\ ft'« 

A 

/ 1 • 2 . . . m 


Für — = 0 oder x> klein erhalt man 

n 

▼on jedem Gliedo der Reihe den Grenz- 
werth und jeder deren Coofficienten wird 
- 1, mithin hat man 


a=l-b*-f 


ft^ , ft* ft'« 

i -2'^r-2.3'*''" r...m 


Für jeden Werth Ton ft entsteht ein 
zagehoriger von a, und der einfachste, 
der natürlichste Werth, den man für die 
allgemeine Grufso ft setzen kann ist oflfen- 
bar = 1. 

Nun bat man nach Formel C: k=lognn 


und es wird, diesen Worth in die Reihe 
10 gesetzt 

_ /« o {ln n)> {ln a)* 

" + T 1 • 2 ■*' l-2-3^ 

folglich wenn k = logn a = l ijesetzt wird, 
a = e= der Rasis des natürlichen Loga- 
rithmensjstems (s. Bd. I , pag. 327) nnd 
man erhalt dieselbe 

*=1 + l + ( 2 ) + ( 3 )'''( 4 )''' >) 

= 2,71828 18284 


Ist der Exponent der Exponentialfnnc- 
tion y wieder eine Function von x, näm- 
lich i = fx so hat man nach No. 15; 


si “ aj ~ 8» ^ si - * ■ “ »T ^ ^ ä- ” 


0» Jll Bx 


Dx log Bx 


( 11 ) 


19. Ist die Function eine logarithmische »nd nach No. 17 
Grnndfnnction, « . 

j, = /oS»* ' 

so hat man x = rtV 

Mithin nach No. 18, Formel 5 und da a*/ = x ist, so ist 


Bx Ox ftx X logn a x x 


( 1 ) 
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För den natörlichen Logarithmus Ut 
nach 18, A = 1 , also 

0 j _ 0 logn X __ 

9x ()x X 

Ist der Numerus der logarithmischen 
Function eine Function Ton x, = /x = 5, 
90 ist nach No. 15 

_ 9 /oj"(/x) _ 1 9/'x _ 1 9 5 

9x"“9x ~ " A/x* 07“ As‘9i 
9y _ 9 /ojn (/x) _ 1 (4) 

9x Ox fx 9x i öx 

H. Kreisfunctionen. 

20- Ist die Veränderliche der Sinus, 
der Bogen die UrTeränderliche, also 
y = rin X 

so hat man bei dem beliebigen 
Zuwachs Yon x 
y + Ay = *i« («p 4* A^) 
und Ay = + A-t) — ii» ® 

= *tnx»corA^+oos x»*iiiA*"*****'® 
. , Ay rinA* l-ro»A* 

daher =cü*x«-— «inx*- --- 

A-r A* A-*? 

Bei beliebiger .Abnahme ton A^ kommt 
cof A^ immer näher dem Werthe 1 
folglich ist 1 der (-irenzwerth vonroiA® 
und folglich der Grenzwerth von 
1 “ co$ A* = 0 
Daher der Grenzwerth Ton 

1 - CO* A * /X 
*IA X • = 0 

A* 


Non iat rii»A*< A*< fyA* 
hierzu rin A*^ = ri n A^ = <>» A-* * 
»inA^ linA-*^. ri«A* 
*inÄx^ A-» tyÄa: 

, , *inA^ 

oder >eo»A* 

A-^ 

Für x = 0 wird co*x=I, durch belie- 
bige Abnahme von Ax kann also cos C^x 
dem Werth 1 beliebig nahe gebracht wer- 
den und folglich ist der Werth 1 auch 

der Grenzwerth von weil er ron 

A* 

dem Grenzwerth 1 und der Constanten 1 
eingeschlossen ist. 

Daher Ist für die beliebige Abnahme 
Yon Ax der Grenzwerth yoii 

Ax’ 

, Oy 

und = cos X 

ox 

21. Ist die Veränderliche der Cosinus, 
der Bogen die iTYeränderliche, 
also y =5 cü* X 

so hat man co* x = rin - xj 

Setzt man — x = » 

so ist y = *in » 

und nach No 19 und 15 


• X cos X • l + 0 




— = - cot 




D»_ (y, 

9x“ V Ox 

22. Ist die Veränderliche lüe Tangente, der Bogen die UrTeränderliche, also 

. X »*«(x-|-Ax) *I«X 

»t Ay = ty (x -i- Ax) - tc x = — . 

y V T o / y CO* (x -b Ax) CO* X 
_ *in (x 4- A x) cos X — cot (x + A x) *«« x »in (x 4 A x ■* x) 

”co*(x-bAx)co»x 


cos (x -4 A x) cos X 
rin Ax 


cos (x -f A x) cos X 


also 


Ay 


1 jtnAx 

cos (x -b A x) cos X 


y = rol X 

cot X = (j - x^ 


Ax ro* (x-bAx) CO* X A® 80 ist 

Für die beliebige Abnahme von Ax 
ist cos X der Grenzwerth von cos (x -b Ax) get^t man ^ - x = * 
und nach No. 19 der Grenzwerth von 2 

daher hat man den Grenz- so ist s 4 A* = ~ (® A®) 

A* ^ 

^y 1 ^ und A» = -A* 

COilTUJX „Iso ^‘=-1 

oder 

ft» fXox I . A» <j(i+A»)-'y» A» 

-? = - = — — = »«e ’j! = 1 + /o 'x ist . - = 

Ox Ox ros ^x A® A» A-» 

23. Ist die Veränderliche die Cotan- _ _ — lg t 

gente, der Bogen die UrrerändetUche, also A* 


werth von 
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Für die beliebige Abnahme von iet aber der Grenawerth des letzten Qae- 


tient = 'S“ = •«’» 
o i 

folglich = - »ce ’a = - jee’ - tj = - coiec 

= -a + cot^x)=-^-^',- 

24. Ist die Veränderliche die Secante, der Bogen die Unrerinderlichey also 
— §ec X 

so ist Ay = *eo(j^4-A*)-«cx = — >— ;::T^ 

' cot (a" + /!Si x) COf X 

^ . x + A* + x . x + 

, , ^ . 2 «in „ '«in 

cos X “ cot (x + ^ x) 2 2 


cos (x + A>*) • CO« X 
cos (x + A • CO« X 


CO« (x + A*") • CO« X 




A^\ . A^ Dann hat man nach No. 13, Anmerk. 


9 y 1 9 c?o* X 

9x cot *x 9x 


* Aa? cos (x + Ax ) » cot X l^x 

^ Nach No. 20 ist — **^=-«inx 
For die beliebige Abnahme von A* a ' . 

ist der Grenrwerth von daher o «ec x _ «inx 

( Ax\ _ • Ox CO« ^x 

* ^ 2 / **" ■* 25. Ist die Veränderliche die Cosecante, 

von CO« (x + Ax) = CO« X und nach No. 19 der Bogen die Urveränderliche , also 
• A» 1 


von — — = 1 ; daher hat man 
2 

9v 0«ccx «inx 

-- = — r — = 5- zz tn X • tcc X 

Dx D X cot 

. 1. w u 0«CCX 

Anmerk. Man kann, nm — ^ — zu 

ÜX 

ermitteln auch «ccx = - — setzen. 

cot X 


. . 0 w dcosecx 1 9 «inx 

so ist = — s- — = — 

9x 9x «in^x 9x 

also nach No. 19 

9 cotcc X cot X 

— ... = — . = — cot X • cotee x 

ax «in^x 


Oder man setzt cotcc x — tec ~ x^ 


9co««cx *)^(x , /n \ /7X ^ 

= ^ g— = /j(Y-xj.«ec(--xj.(-l) = -cotx.co«.ca 


Kf-') 


26. Ist die Veränderliche der Sinus versus, der Bogen die Urveränderliche, also 

y = «ine X 

so ist Ay = (x d- Ax) — «inc x = 1 — co« (x + Ax) — (l — co« Ax) 

= cot Ax — cot (x + Ax) 

jjjij Ay_ CO« (x 4- A x) — CO« X 

Ax Ax 

Nun ist der zweite Quotient der Zuwachsqiiotient des Cosinus, also dessen GrenZ' 
wrerth das D. des Cosinus = - «inx, daher ist 

— ~ 4" X = — cos *x = }^1 — (1 - »inr x)* = | 2 »inu x — «inv *x = J 2y — y* 

27. Ist die Veränderliche der Cosinus versus, der Bogen die Urveränderliche) 
also y = cotv x 


Digitized by Google 



Differenzial. 


268 


DüferenzisL 


so Ut f da cotv X = 1 — «i« x 

^ ~ 

Oiy _ Oro»r t ^ () liri x 

f)x rTx 0 X 

= — I 2 coft T — rosr ®x = — |'2i/ - y* 


und 


- = — fpj X = — I’ l — fin *x 


28. Ist die Veränderliche ein Kreisbo- 
Hojfen» der Sinns de» Bogens die iTver- 
ändcrliche, also 

!j = arc (li« = x) 
also gegenseitig x = sin y 
80 ist A-** = A*»« y 

Ay_ _ Aff _ ' 

Ax ~ A ff 


lind 


/A«'^\ 
V Aff 


von diesen Difl'erenzenqnotieiiton zu den 
Greiizwertlicii ül)ergetraii);en gibt nach 
No. 20 

a»_ 111 1 


, 1 I . , c) <irr(»in = x) 1 

^ Ox |l-x« 

29. Ist die Veränderliche ein Kreisbo- 
gen, der Cosinus des Bogens die Urver- 
äiiderliche, also 

y = arc (co* = x) 
lind gegenseitig x = co* y 
so hat man wie No. 28 

Aff _ 5__ 

Ax Acoiff /Ag»«»\ 

' Aff ' 


cVx ~ j e) *in “nd^*«^<l^n Gre«»»erthen übergegangen 

\ Off / 


Off 1 

Ox /O co* ff \ 

) 


- 1 


- 1 


•*lflff )i_ro*«y t'l-x» 


also 


0 arc {cot = x) _ — 1 

Ox ~lT^ 

30. Ist die Veränderliche der Kreisbo- 


also 


d «rr (/y = ^) _ 1 

dx 1 + X* 


31. Ist die Yeränderiicbe der KreisHo- 


,. m -1 j »> _ !• ri Ol. isi uio T i;jaiiueria.uo uei xviejsim- 

«e.., die.Cotangen.e des Bogens die Ur- 


so ist 


anderiiehe, also ff = arc {ly = x) 
nnd gegenseitig x = (y y 

Aff 1 

Ax A <ff ff ~ / A<ff ff \ 

^ Aff / 

nnd zu den Grenzwerthen nbergegangen 
nach No. 22 


veränderliche, also 

y — arc (cot = x) 
nnd gegenseitig x = cot y 

Aff. Aff . 1 


so ist 


Ax A cot y 


^Aeo^ 

Äff ; 


= — * — = — l = — ' . und zu den Grenzwerthen übergegangen, 

Ox / O 19 <J \ w’ff > + 'j’ff 1 + -^ „ach No. 23 
V Oy ) 

Off_ J_ _1^ - 1 -1 

fix / 0 cot t/\ — cosec *y 1 + cot *y 1 + x^ 

\ Ö^T/ 


and 


Oy 

r) arc {cot = x) _ — 1 


und gegenseitig xs: sec y 
• * Ay Ay 

80 1.4 - - = — = ' 


1 


0 X 1 + X* 

.32. Ist die Veränderliche der Kreisbo- 
gen , die Secaiite dos Bogens die ürrcr- V Ay 

anderiiehe, also nnd zu den Grenzwerthen übergegangen, 

y = arc {sec = x) nach No. 24 


Ax A«ry ^A 


1 _ 1 __ 1 
Öx ” 0 *ec y “ fy y . »ec y ~ y | lec »y-l ~ 
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also 


1 


^ X J' J* — 1 

33. Ist die Veränderliche der Kreisbo- 
gen, die Cosecnnte des Bogens die Ur- V 

veränderliche, also und zu den Grenzwertben nbergegangeu, 

y = arc {cosec = x) nach No. 25 


und gegenseitig r = eosec y 

soi.4 

A cosec y 


roter y \ 

V A» ’ 


dy _ 1 _ > _ -1 -1 

Ox j^jotery\~ -cutycotecy co.tcy (''^«7^ - 1 ~ x | >>^1 

\ öv / 


folglich = 


-* 1 und gegenseitig jf = ii«e y 

^ seist 

34. Ist die Veränderliche der Kreisbo- *i«r y 

^en, der Sinus versus des Bogeus die \ Ay ' 

’ Orenzwerthcn übergegangeu, 

•) nach No. 26 


Urveränderliche, also 

y = arc (fi«e 


Ojr. 


1'2 *i«r y ~ »inr *y ] 2 j* - x* 

V Ay / 


und gegenseitig x = cotv y 
Ay_ Ay 


daher 

»*-c I 2x --x’ so ist 

35. Ist die Veränderliche der Kreisbo- 
gen, der Cosinus versus des Bogens die \ 

Ürreränderliche , also und zu den Greiizwerlhen übergegangen, 

y = arr (cozr = x) nach No. 27 


Ax A ™«r y M com y\ 

\ Ä»“"' 


Ojf_ 1__ L 

Öx -y'iToVry 

V Oy ' 


■ cotv *y 




1 2x^ x> 


daher 


f^arc (rotr =x) _ _ “ 1 _ y = loyn (logn x) 

Ox '"i'oT-~Ti lognx = i, und man bat nach 

' Nu. 19, Formel 2 

lat die veränderliche x wieder von 0/oons I 

einer Veränderlichen ; abhängig, so hat T ~ Ti — ~ ~ 

man in jedem der vorstehenden Fälle * 

nach No. 15 zugleich „,,d 1 . _L 


Oy 

Os 


= 0/-x 


Ox 

'O; 


Zusammengesetztetransce II deute 


Ox S Ox S Ox X s 
also & log« (loyn x) _ 1 

Ox ~ 0 X 


gesetzte transcciideiito 37. Ist die Veränderliche der ^^igrische 
Functionen. des Briggischen I,og. der Urverin- 

36. Ist die Verämlerliche der natürliche derlicheu, also 

— l • br {I • br x) 

und man hat 


Logarithmus de.s naturl. I<og. der Urver- v =: / . 6 

äuderlicheti, also so setze l»brx^i 


Oy _ 0/» br 5 _ Os 


0.f 


Oj 


= — iog • 6r c = 


D iog* brx 


8y. 


log br • 
{log bre)* 


log br • 


_ log br e 
X log • br X 


> log br ' 


also -X log • br • (log br x)— , 

Ox ^ ' ' xlog*br 


38. Ist ilie Veränderliche 
y = logn (iin x) 


•4 
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so setze sta x = s, und man hat 
0y_0/»5_Di_0 sin x cos x 
8x Öx i «inx sin X 
Ojf _ 0 logn «in 
öx 


daher 

39. 


= cotx 


9 j 


: cot X 


Ist die Veränderliche 
y = logn (cos x) 

80 hat mau 


öy _ 0/oyn(co«x)_0cwx _ »iüx _ 

Ox Ox cos X cosx ^ 

40. Ist die Veränderliche 

y = iogn {tg x) 

so hat man 

c) y _ 0 logn tgx dtgx scc *x _ 2 

Ox 9x (yx tg X sin2x 

41. Ist die Veränderliche 

y = logn (cot x) 

so hat man 


Oy _ 'Ologn(cot x) d cot x — cosec *x ~ 2 
Ox Ox rol X cot X sin2x 


42. Ist die Veränderliche 

y = logn (scc x) 

80 hat mau 

Oy _ OIoy«(#erx) Oserx 
Ox 0 X sec X 

43. Ist die Veräuderliche 

y = logn (cosec x) 

80 hat man 

Oy _ 0/<^n (cosec x) _ 0 cosec x _ 
<)x 0 X cosec X 


lg X • sec X 
sec X 


tgx 


— cot X • cosec X 
cosec X 


cot X 


Differenziale von Functionen die 
Ton mehreren Veränderlicheu ab- 
handen. 

44. Wenn eine Function Yon mehre- 
ren Veränderlichen abhändt» so ist dies 
nur modIi<^h, wenn alle diese Veränder- 
lichen wieder Functionen einer und der- 
selben Urveränderlicben sind, welche auch 
eine der eben gedachten Veränderlichen 
seihst sein kann. 

Ks sei y = f (m, r, ic, s . . . .) 
so ist jede der Veränderlichen «, r, ir, s . . . 
wiederum eine Function einer Urverän- 


derlichen x, und welche man um dies tu 
bezeichnen in die obige allgemeine Dar- 
stellung aU Veränderliche mit einführen 
kann und schreiben: 

y = /■(•^ e, IC, i ....x) 

Das D. dieser Function (y) in Bezie- 
hung auf die eigentliche Urveränderliche 

(x) ist nun gleich der Summe der Pro- 
dukte au.s den Differenzialen der Function 

(y) in Beziehuni^ auf jede der Veränder- 
lichen als rrvanable genommen , multi- 
plicirt mit dem D. dieser letzten in Be 
Ziehung auf die eigentliche Urveränder 
liehe (x) oder 


^ Öv Oy *2?f,Öy Ö5 

öx 9« Ox 9c Öx Ow 9x Os Ox 


Um dies zu beweisen, soll zuerst der 
einfachste Fall genommen wenlen, näm- 
lich der dafs y nur von 2 Veränderlichen 
Uy i abhäogt. 

Also y = F(uy s) 

und es sei w = /‘x, s = (^x 
so ist « + A “ = / (*r + A 

» + Ai = v(-r + A») 


y + A y = + A s + A 5) 

..oraus ^ + 

Um nun die Funetion nach beiden Ver- 
änderlichen dilTerenziren zu können, dif- 
ferenzirt man sie nach jeder von beiden 
einzeln , indem man je<lesmal die andere 
sich constant denkt. Demnach schreibt 
man den DifTereuzenquntient 


Ajl _ f'(« + A», a -f AO - < ^(m, z-f A_0 + A a) - f («, 0 

Aj Ä-r 

_ -I- A«, ^ d- AO - Fju , i f A O ^ A“ , £(«, sj- A» ) - / •’(«, 0 ^ Aj 

Ä« * A'T ^ A » ’ Äa; 


Digitized by Google 



Differenzial. 


271 


DifTerenztftl. 


Der erste Factor des ersten Snmmand 
ist non der Differenzenquotieut der Ver* 
aDderlicheii u, indem s + A & constant ge- 
nommen wird, und der erste Factor des 
zweiten Summand der DifTerenzenquotient 
der Veränderlicbeu indem u constant 
(gesetzt ist. 

Hit der betielugen Abnahme ton A<r 
nehmen A** A« beliebig ab, der erste 
DUTerenzenquotient für die Abnahme von 
Aa wird also zum Dilferenzial der Func- 
tion 5-hA*)> welchen Werth auch 
z<f A> haben möge. Da aber mit A^ 
auch A« beliebig abnimmt, so nähert 
sich mit diesen Abnahmen die Gröfse 
a + A« ihrem (irenzwerthe s. Man bat 
also, um den Grenzwerth des ersten 
Factors zu bestimmen, die Function 
F*(m, s + A>) nach u als l'rrariahlen zu 
differenziren , wobei s-|-A» als constant 
betrachtet wird und in dem Resultat 
A* = 0 zu setzen. Da es aber gleichtrul- 
tig ist, ob man erst nach ti differenzirt 
und dann A» = 0 setzt oder erst A» = 0 
setzt und dann nach w differenzirt, weil 
nämlich i und A ^ bei der Operation des 
DitTerenzirens nach u wie Constanten be- 
handelt werden, so erhält man als Grenz- 
wcrth des ersten Factors im ersten Sum- 
mand das Differenzial 

Om 0« 


A w 

der Greiizwerth des zweiten Factors — 

Aj- 

Om 

ist das D. von w in Beziehung anf x = 
und folglich wird der erste Summand 
8F(w, 5 ) 0h_ Oy Ou 
O w Ox Ou Bx 
Eben so ist der erste Factor des zwei- 
ten Summand der /uwacbsqnotient der 
Function v) wenn & variabel und n 
constant ist, dessen Grenzwertb das D. 
dieser Functiou 

BF(*M)_0y 

0» "95 

und der Grenzwerth des zweiten Factors 

0* 


‘Da 


mithin der Grenzwerth des zwei- 


nlso 


Om Oy Bj 
Bx 9 5 Bx 


ten Summand: 

9 F ( m, 5 ) B»_0y Bs 
Bs Ox Öj Bx 

Öx " Om ‘ 

Ist zweitens die Function von 
änderlichcn abhängig, 
oder y=F (m, s, e) 
so hat man die zusammengehörigen Aen- 
derungen 

i^ + A^, y + Ay, 5 + A5* r+At» 


( 2 ) 
3 Ver- 


Also Ay = ^(‘* + A“>- + A5»» + Ae)— »» r) 

= ^'(**+Am,s + A5,t»-f AO -^(w, 5, t> + A *’) + /''(•*, 5,e + A»)-^^{«, 5,») 
woraus der Zuwachsquotient 


A'"(m + A«t s -h As>g -b Ao)- 5, 
A^ 

und das gesuchte D. von y ist der Grcnz- 
werth dieser Summe, also die Summe 
der Grenzwerthe beider Summanden für 
die beliebige Abnahme von A*'> 

Nun ist der erste Snmmand der Zu- 
wachsqiiotient der Fnnction F(m, s, r + A«’), 
wenn m und s sich ändeni, r-i~A<’ aber 
constant ist. Man kann daher den Grenz- 
werth dieses Summanden nach dem oben 
geführten Beweis bestimmen; da nun 
v + Ar wie constant sieh verhält und in 


^Ar) F {uy 5,r-i- At) - F(m. s, r) 

A-c 

beiden Gliedern des Zuwachses mit dem- 
selben Werth r-l-A® vorkonimt, so bat 
diese Gröfse auf das D. nach m nnd p 
keinen Rinflufs. Da aber mit beliebiger 
Abnahme von A*^ auch Av beliebig ab- 
nimmt und e-f A® seinen Grenzwerth i> 
erhält, indem A® = 0 wird, so kann man 
eben so gut vor wie nach dem DifTeren- 
ziren A® = ^ setzen und man hat den 
Grenzwerth des ersten Summanden 


0F(m, &, t)_ BF(m, t) 9m 0F(M,s,t)) 93_9y Om Oy Bs 
Ox Om Bx Os Ox 0.m Ox Ö- Ox 


In dem zweiten SummaDd sind m und 
s als ceustaut betrachtet und nur t ist 
▼erinderltcfa; dieser Summand ist also 
der Zuwachsquotient der Function y in 
welcher t die Variable ist. Setzt man 


diesem noch den Factor hinzu, so er- 
A» 

hält man ihm 

F (m, s, e -f- A ®) F (m, 5 , t) A® 

A® A* 
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Der Orenzwerth des ersten Factors ist 
also das D. der Function y in Beziehuu}? 
auf die Variable r und der des zweiten 
Factors das D. der Variablen r in Be- 
ziehung auf die eigentliche l'rvariable r, 
mithin der Grenzwerth des zweiten Sum- 
mand 

D /*’(«, 5, r) 0 p _ Dy Du 
(i tj Dj" De flj? 
mithin das D. der Function y = 

D« Dy Os öy De 
öx Ou Ox Os Ox Oe Ox 
Man siebt, dafs das Gesotz nun auch 
für 4 Variable eben so erwiesen wird, 
indem man 2 Summanden bildet, deren 
erster der Zuwaohsqnolient der Function 
wird, wenn die ersten 3 Variablen sich 
ändern, die vierte constaiit bleibt und 
dessen Grenzwerth nach dem 2ton Theil 
des Beweises ans den 3 Summanden der 
Formel 3 besteht. Bezeichnet man die 
4te Variable mit ir, so wird der 4te 8um’ 
0 y Ojr 
0»c 0-p 

Ot . 


maud im D. : 


analog mit dem 


3ten Summand k ini 2teii Theil de.s 
Op öx 

Beweises bestimmt u. s. f. für beliebig 
viele Veränderliche. 


Beispiele. 

1 Es sei y = «- = (/x)‘^c 
so ist nach Formel 2 

Oy^Oy Oy Oi 
Ox Om Ox 0 5 Öx 
Nun ist in der Forderung, welche der 
erste Summand ausspricht, » constant, 
folglich hat man nach No. 14: 

Oy Ott_ . j 0« 

Ou Ox Ox 

In der Fonlening des zweiten Sum- 
mand ist u Cüustant und i variabel, also 
nach No. 18: 

Oy Ds , Os 

folglich = + 

ÖX Öx öx 

2. Es sei (nach diesem 1. Beispiel) 

y = x*- 

so ist 
Oxx 

^ — = X • x*--l -1- xx /nx SS x^(l + in x) 
öx 

3. Es sei (nach demselben 1. Beispiel) 

y = (x«)x" = j-mj-« 

Setze »IX« =r i 


so ist s= sx=— 1 + x5 fn x^*"= «IX« • X»«-* ' 

Ox Ox Ox 


l ^ J.WIX*» /h X • »mx«-l 


= mx"*x'*-t-« — 1 [I + #1 /n x] 


als <fv coQstant Ut, demnneb da Fu als 
<lie Urvariable gilt ist 

= fi- qt = i>‘ -hiT 


ÜFu 

eben so ist 


4. Es sei 

y = tin"* X • («x» -f by* * logn (<i‘ ^ r) 

Setzt man 

«in X SS « ; ax« + Ä:^5 ;ax+c = r 

so erhält man die mittelbare Function 
y = Fu • fi • ff t> z: u’" • ’J‘ • ln V 
Nun ist 

Dy_ Dy DF*i Dy D^s D^ öf/j> 

(>x~öF«’ Dx D/'s Dx i)tft Ox 

Oy , 1 r • j- .. Ti 1,1 /■ Man hat also, diese Werlhe in die Dif- 

besagt, dafs n. diesem U. sowohl A f^enaialformel geseUti 


Dy r* I 

= Fw • CÄt = «"* • ln r 

dfi 


nnd 




= F« • fi = •*«* • 


Ox 


= ln t 


Dm"» , D»^ H D /» r 


Nun ist nach No. lö, 14 und 20 

Om"» Om"» Dm . Osinx . , 

_ — = , = m«'"- » • , = t« «i»"»~ » X • ro* X 

Ox Om Ox Öx 


Nach No. 15, 14 und t 
Oj/» Os/» D* ... 0(ax"-fA) 

Öx ” Ds Dx " Ox 

Nach No. 15, 19 und 18 

0 /« p _ 0 f» r 0 p _ 1 0 («'■-} c) _ 1 

Ox Op Ox p Ox a^-fc 


p(rtx" 4- i)/' * ’ o" J* ’ -l=pnax *-l (ax"+fc)p— 1 


Dit;' 




• ln a 
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Os 


Setzt man alle diese Wertho in die Differenzial)'leichang so erhält man: 

= (aj*M 6)/'. -j- c)'fnsin'^' - t x« coz x-fsi«"-x/ii(n»'-{-(.)^nrtx"-* (axe+6)P“* 


-f sin"* X • (ox » -f . in a 

o-*" +■ c 

: (rt jr « 4- iy*”' sin »« — * x (ax« + 6) ln (ö^ + c) cof x -f pna x«— 1 /n (o-^ + c) «i« x 

+ (ax« + b) — iin x in al 
a*'+ c J 


45. Wenn man die bifferenziaie einer 
FaiKrtion in Beziehung uuf eine Verän- 
derliche 80 nimmt, als wenn die .Tiideren 
Veränderlichen constant wären, so nennt 
man diese l). Th ei 1- Di ffe re n z ia I e 
oder Partial-bifferenzialo der Func- 
tion. Nimmt man dagegen das b. in Be- 
ziehung auf die gemoin.schaftiiebe Urver- 
änderüche für alle in der Formel vorkoui- 
menden Veränderlichen, so heifst das b. 
Total-bifferenzial oder Gesammt- 
biffereiizial. 

ln der No. 44 gegebenen Function 
y = F (w, r, IC, i . . . . x) 

sind Partial- Differen- 

UM Or Oi 

ziale, weil in dem ersten r, ir, » . . , in 
dem zweiten w, ir, s.., in dem dritten 
M, c, s... und in dem Tierten m, r, fc... 
constnnt genommen sind, bagegen ist 
0 (ff) 


Ox 


das GesammtdiiTereiizial, bei «el- 


:3-4- 


ehern nach allen Veränderlichen «, r, ir, z 
in Beziehung auf x als die lirveränder- 
liche dilferenzirt ist. 

Differenziale höherer Ordnungen. 

46. Der Begriff und die .Schreibweise 
der höheren D. sind in No. 7 angegeben. 

Ist s = X* die Function, so ist 
;-^ = 4x3 

Ox« 

...... 

g., 

Höhere b. sind für die Function y un- 
möglich weil eine constante Grufse kein 
D. nat. 

Die Bildung der höheren D. aus den 
ihneu unmittelbar vurhorgebemlen b. ge- 
schieht wie die der ersten b. aus der 
Fuuctiüu. Jedoch sind einige Entwicke- 
lungen von Formeln als Erleichterungs- 
mittel für die Auftindung der höheren 
b. in speciellen Fällen und Kegeln auf- 
znstelleu erforderlich, die mit Beispielen 
begleitet werden sollen. 

11 


ba man die höheren b. und deren 
Grade in Beziehung auf die Function 
nimmt, so mufs bei den Ikgeln und For- 
fiielri auch die Function selbst zu Grunde 
gelegt werden. Denn wollte man von 
dem zunächst vorherstohendeu L). aus- 
gehen, so hätte man (von diesem I). näm- 
lich als Function) ein erstes b. und kein 
höheres b. zu nehmen. 

47. Be.stehl die Function aus einer al- 
gebraischen Summo von Veränderlichen 
(No. 9), so erhält man als D. die alge- 
braische Summe der b. aller einzelnen 
Glieder, al.M b. dieser Function also als 
zweites f). wieder die algebr. Summe 
der b. des ersten I). u, s. w. Es ist abo 
das höhere b. einer algebraischen Summe 
von Veränderlichen = Her algebraischen 
Summe der höheren !>. der Glieder, oder 
wenn 

y fx i X ^ tJ'X ± , . . . 

so ist 

0“W t)>*fx J)"tfX b'*«/X 

t. ^ 

Ox« Ox« Ox« Ox« 

Ist y = 3x* 4- 4x* 4 5x -f I 

0 V 

so ist = 9x^ 4 8x -f- 5 
07« = '**x+« 
f)x* 

I5-« 

Man kann aber auch schreiben 
0^ _ 0*(3x») ^ d“(4x^ ö'^x) 8^(1) 

Ox* Ox* ■ Ox» ^ Ox**'*‘ Ox»’ 
worin die 2 letzten Glieder = 0 werden 
und 

f)«y_a»(3x») 9«C4x5_ 

a;'»“ Ox* ■'■'Ox« + * 

u. s. w . 

48. Ist die Functiun ein Product von 
2 Veränderlichen, so ergibt sich die Ke- 
gel für die Bildung der D. höherer Ord- 
nungen au.s Folgendem. 

Es sei allgemein 

Jt = « • 5 

Oji_ Os,. 0« 


so ist 


Ox " Ox ■'^ * Ox 

IS 


(No. 11) 
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Nnn ist nach No. 47 

8 », 


"87 +■ 


" ö* ö* Ox 
8>s , „b« 0» 


8w 

Ox ^ fix 8x öj 
8» ^ 0»« 

«»-**’ Ck_» 


Ox* 8x öx ^ 8x* 

Kan hat man als D. dieses D. die Samme der D. der Torstehenden 3 Pro- 
duct«, mithin 

^“xo ^ 0“« 8*11 8 *« 8s 

Öx* ** 8x* öx* 8x 8x Ox* 8x Ox* *0x* 8x* 8x 

_ 8*s 8« öH ^s 8*» 8*u 

■ " fKH ■*■ ® §i ■ 87» Ox ■ ai> ‘ öx» 


Setzt man die Schlüsse so fort, so er- 

hält man immer in dem uten D. zu den „» die nrttleren Glieder enthalten 
8*s 

beiden üulberen Gliedern « - und der Reihe nach 

ux« 


8u 8"— U 8*»* 0*--» 
8x dx»— I 8x* Ox»— * * 


' 8x'»— 8 8x*"^8x*-t 8« 


^so (üe Exponeuten nach der Ordnung richtig annimint und die Ileihe 

der binomischen Kerne; und auch die ax'« 

Coef&cienten sind die dazu gehorieen , . , . . 8"+’iy 

Binoinial-Coeftkienten. Von der Allge- 

mein^itigkeit dieses Gesetzes überzeugt entsteht. 

man .‘^icb, «enn man das Gesetz für D|e erste Reihe ist: 


“'Öx»^“' öx’Ox«-''^"* 8x»’ Sx«-»''' 
8"*« 8"— »*5 8"— *!• 8» 8"« 

bx"» 8x« — "» 1 ^)4. 8x" 


und man erhält 

8"+* y __ 8«+i i 


“ "Ox»+i'''^“'*^ ‘^'bx'oJ» 
+ (« + 1) ~ . 1 • » 


+ ("+ 1 ), 


D*m 0^“** 
Ox* bx’» 1 


öx^Ox«-!-! ' 

49. Ist die Function ein Quotient zwischen 2 Veränderlichen, so ergiebt sieb 
die Regel für die Bildung der höheren D. ans Folgendem: 

_ u 

Es sei w s= - 
' s 

so ist nach Ko. 13 



Ög_ 

1 r 

8a 







Ox 

a> L 

’Ox" 

8xJ 





Nun 

erhält 

man 






ö*Jf 

8x> 

_ 1 I 
i* l 

5» 8 

/ 8a 

V 87' 

84\ 1 

■“87)8x 

/ 8a 
V 8x 

— a 

?=) 

8x/ 

8s» 1 

8xJ 


r r 


8’« 

8u 8 s 

8»s 

8s 

8 a 

\ „8s 


" > L' 


■ 8x* Ox ■ 8x 

*8x» 

8x 

‘Sx 

- 2 s s- 

' 8x 


1 r ,8>i» 8*s XV Öt 8« „ /ftsVI 

r» L‘ Ö7» - “ 57» - 8x • är + V87 ) J 


so ist — = 

S i 

Nun ist 
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9x 


= 34** 



8>» 

Sp 


= 6 * bx 


and man hat 

1 

= [2 (a-f 4**)* — 6 4*(a-f 4**) ** — 2(a + 4**)* 34**« 2* + 2** (34x*)*] X 


oder reducirt 


ö* — 

s _2(g*- 7atj*+ 4* *«) 


8** (a + 4**)* 

Nimmt man u und a in x ausgedrückt 

den Quotient — rT~i> diB'erenzirt 

a + 4x* 


nach No. 13, so hat man 
8 - 

5 _ (o4- 4x*) 2x — X* • 34x* _ 2ox — bx* 
8* (o + 4x*)* (a + 4x*)* 

und wieder differenzirt , gibt 


8 « — 
a 


(a + 4x*)* V (2a — 44x*) — (2ax — 4x*) x 2 (a -{- 4x*) • 34x* 
(a -f bx*)* 


und reducirt 

2 (a* - 7a4x* + b*x*) 

(« + bx*j* 

Die Formeln für die folgenden höheren 
D. gewähren noch weniger Vortheile ge- 
gen eine directe zweimalige Differenzi- 
rung. 

50. Die höheren D. von Potenzen mit 
constantem Gaponent sind am einfachsten 
herzuleiten wie .schon No. 46 angegeben 


i.st. Ist die Wurzel Function einer ande- 
ren Veränderlichen, so hat man 

-a-I^ 

8x ** 8x 
8*a» / 8a\ 

■8x»~”\"‘" 8x) 

und dieses D. inufs nach No. 1 1 bestimmt 
werden, wenn man bei gegebener Func- 
tion a nicht die directe llerleitung von 
8>a=8*yx vorzieht Nach No. 1 1 hat man 


»j . » r a 


oder 


8’a» 
‘8x» ' 




8al 


( 1 ) 


Differenzirt man zweimal hintereinan- 
der direct, so hat man 

|^=4(a-t-4x»)»x 36*= 124x>(a -|- 4x>)» 

|*^=12-4x*.3(o-h4x»)’+(o-f4x»)>x2-12-4x 
j^j =12-6x(a-f-4xV(2o-F3x-h24x«) 

x- , = d-(a-t-4x*)*[(a-|-6x’)-Ctx+3'34x*] 51. Differenzirt man Formel 1 noch 

* = 124x (a -F bx*)* (2a -| 3x -F 24x*) 


Beispiel. 

K.S sei y = a* = (a -F 4x*)* 

8 ’ 

so bat man = 3 

Nach der Formel ist, da n = 4 ist 


^_,8>a^8*a 

8x»"^8jr*' 


.(«-!) a"- + n(« - 1) a"-5|i -l- • »(. - 1)(« - 2)a»-3|‘ 


oder reducirt und ^ordnet 

Wird nach dieser Formel das 3te D. des Beispiels No. 50 gebildet, so erhält 
man , da = 64 ist 

18* 
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^^ = 4(0+ • C6 + 4 • 3 • (o + ÄJ-V • ‘.r (3tx’+ 1) + 4 • 3 • 2 • (a + tr’) (Stx»)» 

= 24 • t(o + 6x=)(a2 + 3ax+ Ila4x>+ I2bx*+ 104‘x') 

Uifferuniirt man daa zweite D. in No. 50 direct, so erhält mau 
1 2 • ix (a + tx>)’ (3 + 66x’) + (3x + 2a + 2ix’) (a + ix>)’ . 12 • 5 
+ 12 6x (3x + 2a + 2ix») • 2 (a + tx>) • 35x’ 


^bt reducirt das eben angegebene 

32. Die höheren Differenziale der tri- 
(fonoraetrischen Functionen sind aus den 
Torhergehenden leicht ahzuleiten, wenn 
der Bogen als l'rvariabel gegeben^ ist, 
weil die ersten D. ebenfalls trig. Func- 
tionen sind. 

Es ist öii«x = x 
also D’ lin X = f) CO» X = - »in x 

f)’ »in X = 0 (- »in x) = - co» x 
?i* sin X = 0 (— cos x) = -f- »in x 

n. s. w. 

So ist bei allen übrigen Functionen, 
dem cos, der lg u. s. w. zu verfahren; 
Formeln abzuleiten ist ebenfalls nicht 
schwierig. 

Ist dagegen der Bogen wieder Func- 
tion einer anderen Urveränderlichen, dann 
erhält man 

B»ina öz 

'8x 

8’ »in s j, / B z\ 

also das D. aus einem Product; man hat 
nach No. 11, und für höhere D. nach 
No. 48 zu verfahren. 

53. Ist die Function eine Exponential- 

S röfse mit constanter Grundzahl, so lin- 
en sich die höheren D. folgender Art. 

Es ist 

folglich sind bei dieser deshalb so merk- 
würdigen Function alle höheren D. einan- 
der gleich und deren Anzahl ist unzählbar. 

Es ist = a-»- logn a (pag. 265 No. 6) 

f) X 

. Tiar ,, vj 

mithin = logn n • — « ' (J<^gn a) 

also = {hgnay 

überhaupt 


also nach No. 48 

0 j- * ~ ÖJ* ^ 

und so hat inan auch für die weiteren 
höheren D. nach No. 48 zu verfahren. 

Ein Gleiches gilt von a-. 

Es ist 

= a» g' logn a (pag. 265, No. 11) 

|p = “4g?+(ox)’'‘’«'‘“] 

oder = a»[|^(i.-«-|-(^-‘lHa) ] 

u. s. w. . 

54. Die höheren D. von logarithuii- 
sehen Gröfsen entstehen folgender Art: 
Es ist 

^/oj^x _ J_ 266, Formel 2) (1) 
dx X 

also 

a» In X - 1 1 


= 0 — = -■ 




‘^‘'"f = 28 -^. = -6 (-1) 

dx* 

n. s. w. 

Es ist (pag. 265, Formel 1) a= 10 gesetzt 
ö/og«5rx__ l XX w 

dx X fn 10 » 

also 

a*f-tr_x__l _g_l- = (G) 

Ox» ~/»10 X x’/nlO 
0* I • 4r X 1 


Ist der Exponent eine abhängig Ver- 
änderliche und es sollen in Beziehung 
auf die Urvariable die höheren D. ge- 
nommen werden, so hat man 


u. 5. w. 

Ist die Veränderliche j = fx von einer 
Urveränderlichen x abhängig, so ist 

(pag. 266, Formel 4) (8) 

ox i Ox 

Man hat also für die höheren D. w ie No. 53 
nach No. 48 zu verfahren. Man erhält 


s_J_ ö»» Oz_ 

» Ox* Öx 
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also 


Es ist 


f^iog bn 1 
äT“ "A; 

log • br * i 1 
f)j** £ Ih 10 


. = - / • Cpag- 2«6, Form«! 3) 

dr iin 10 Bx 

Os > 

Ox’"^ 0* ' ln 10"r/n 10‘ Ox’ i*lnlÖ 


Ox 


( 10 ) 

( 11 ) 


Hiermit sollen die Reii:eln zur Bildung 
höherer D. von einfachen Functionen in 
Beziehung auf die Urveränderliche abge- 
schlossen sein. 

65. Ist eine Function tj in Beziehung 
auf eine Veränderliche s gegeben« die 
wieder von einer Urveränderlichen x ab- 
hängt, sind ferner die ersten und zwei- 
ten Differenziale von y nnd s in Bezie- 
hung anf X gegeben, und man will das 
zweite D. von y in Beziehung auf s durch 
die gegebenen D. ausdrücken so hat man 
nach No. 16 zuerst 


dy^ 

fis" 


Um aus dieser Formel das zweite D., 

Mso ? ? zu bilden hat man das D. de» 

0 

rechts stehenden Quotient in Bezie- 
hung auf .r nach No. 13 

^ an 

Bx öx* Ox Bx* 

Bv 

Soll dieses D. dem D. von ^ 


sein, 


(0 

hung anf x zu nehmen, nämlich 

d 



Ol OJ*j OJi 


f*» 0’» 8» 9 j; 9.r’ 0-r 9-r’ 

Es ist also 9 J • ö, - 913 • ai - ' 


folfrlich heidarsoits gilt dirid^rt 
Ol O’s 9jr O^i 


Nan ist also 

^^ = 46x(a + 6x=) 
Ox 


Oi=' 


Ox Ox* Ox Öx* 
fO.-\> 


OJy_ 


( 0 ‘ 


Beispiel. 

Es SCI y = i‘ 

I = n + bx‘ 

folglich y = (o + ix*)* 


Ox* 

Ol 

Öx 

Ox* 


= 4» (a + 36x*) 
= 2tx 


= 26 


Nach der Formel hat man nnn 


0*y 26xx46 (a + 36x*) — 46x (a + 6x*) X26 _ 166* x*_ ^ 

0l* (26x)* 86*x> “ 


; 02i = 2 


Zur Probe hat man 

^f = 0i’=2i 

O’y 
Ol» 

Noch 2 Beispiele über diesen Satz fin- 
den sich in den beiden Art. Cycloide 
No 6 pag. 198 und No. 5 pag. 205. 

56. Enthält eine Function 2 Veränder- 
liche nnd wird dieselbe zuerst nach der 
einen als Urveränderlichen differenzirt, 
während die andere als constant betrach- 


tet wird (s. No. 44, 4a), und dann mit 
dem erhaltenen D. in Beziehnng auf die 
andere Veränderliche eben so verfshren, 
so erhält man das zweite D. der Func- 
tion von 2 Veränderlichen (s. No. 7), und 
dies 2te D. ist dasselbe, man mag erst 
die eine und dann die andere oder erst 
die zweite und dann die erste als allei- 
nige Urveränderliche anseben. 

Also wenn y = /'(x, ») ist, so ist 

^(0 . 

B* Bx 
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oder 


_ 8*y 

9j! • Oj • 9x 
Denn ändert man zuerst x in x + A*. 
läfst i constaut, au entsteht der Zuwacbs- 
quotient 

A» ^ 

Der Grenzwerth hierron Ut das Ü. von 
y in Beziehung auf x nämlich 

Öa: öa? 

Betrachtet man nun die beiden Wertbo 


( 2 ) 


X und als Gonsiaoten und pbt 

i einen zweiten Werth » + A*t an 
dert sich der Zuwachsquotient in 

+ /‘(•f, s-bAO 

Aj* 

Zieht man hiervon den ersten Zuwachs- 
quotieut ab, so erhält man den Zuwachs 
des Zuwachsquotienteu als Function von 
4; in welcher die Gröfsen x und x + A* 
cunstant siud, und diesen Zuwachs mit 
Ai dividirt, den Zuwachsquotient der 
eben gedachten Function; 


/‘(j^ + AJ|i + A * )- + Ai ) _ 

A^ 


/(x + A-r, ») 

A-P 


Ai 


(3) 


Nimmt man hierin zuerst z und A» 
constant und läfst A-** beliebig abneh- 
men, so entstehen folgende Grenzwertho: 
Der erste Quotient des Zählers wird zu 
dem Grenzwerthe der Function /“(xjS-f-Ai) 
wenn i+A* constant bleibt also wird 
- 

0* 

und der 2to Quotient des Zählers wir^ 
zu dem Grenzwerthe der Function f{x,i) 
wenn z constant bleibt, also wird 
- 

Ox 

mithin entsteht aus dem Zuwachsquo- 
tient (3) bei constant bleibendem s und 
A» dessen Grenzwerth: 

8/'(-r, » + Aj)_ 0 (-C, 0 

(4) 

Dieser Grenzwerth ist aber der Zuwachs- 
Ö / (x i) 

qnotient der Function 


man darin x constant setzt, und z um 
»-FA* sich ändern läfst, mithin ist der 
Grenzwerth des Znwachsquotienten (4) 

das D. der Function — in Bezie- 

Ox 

hung auf die Veränderliche s, also 

»p'r') 

' ST «) 

Da nun der Zuwachsquotient (3) durch 
beliebige Abnahme von A**^ dem Zu- 
wachsquotient (4) beliebig nabe kommen 
kann, dieser aber durch beliebige Ab- 
nahme von As «Jen» Ditferenzial (5), so 
kann auch der Zuwachsquotient (3) die- 
sem D. beliebig nahe kommen, wenn in 
ihm Aip und A» zugleich beliebig ab- 
nehmon. Folglich ist das D. (5) der 
Grenzwerth des Quotient (3) bei gleich- 
zeitiger Abnahme von A-*^ und A* iu ihm. 

Vertauscht man in dem Zuwaebsquo- 
tient (3) die Mittelglieder, so erhält mau 


oder 


Ag>^ + Az) -/'(j + Ag> 0 _ /‘(a->5 4 -Az )-/'(J-,*) 

A**?Az A*Az 

+ A » ) - f( -g + Af, 0 _ f Az )"/‘(j’i z) 

Az _Az 

A« 


( 6 ) 


Hieraus entsteht bei beliebiger Ab- man darin z constant setzt und x um 
nähme von A*i während A**^ und x con- x-f-A*^ sich ändern läfst, mithin ist der 
staut bleiben, statt der Formel 4, der Grenzwerth dieses Quotient (7) das D. 
Ureozwerth , D/fx, s) . , - 

54 -, , . V o/ X der Function Z in Beziehung auf 

oA(x -b A X, z) 9 (x , z) 9s 

die Veränderliche x also 

(7) 


9s 


A^ 


»r&^) 


und dieser Grenzwerth ist wieder der Zu- _ ^ 

wachsqüotieat der Function wenn „ • j „ t ... 

8i Da nnn wieaai dei ZnwacksqQotaent 
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(6) durch beliebige Abnahme ton A« dem 
Zuwarhsquotient (7) beliebig nahe kom- 
men kann , dieser aber durch beliebige 
Abnahme von dem Diflerenzial (8), 
so kann auch der Zuwachsquotient (6) 
dem D. (8) beliebig nahe kommen wenn 
in ihm gleichzeitig As und A* abneh- 
men, UD(f folglich ist das D. (8) der Grenz- 
werth des Quotient G. 

Da nun die beiden Ausdrücke 3 und 6 
eine und dieselbe Gröfse sind, so sind 
auch deren Grenzwerthe einander gleich; 
aus der gleichzeitigen beliebigen Abnahme 
von A^ und A« entstehen also die Dif- 
ferenziale 




oder 


Mg) Mg) 


oder 


0 i Dx 

öx * ÖS 9s • 9x 

womit dieRichtigkeit desSatzes erwiesen ist. 

57. Aus No. 56 erfolgt leicht, dafs es 
gleichgültig ist in welcher Reihenfolge 
höhere als zweite D. in Beziehung auf 
beide Veränderliche dilTerenzirt werden, 
und es ist allgemein 


9®'x • 9"y 0"y • 9*x Oxr • Dy 7 • 9x w— /' 9y«— y 


Differenzi&lforiliel ist ein Ausdruck, 
der das Differenaial einer veränderlichen 
Gröfse oder Function von bestimmter 
Form angiebt. Die geordnete Zusammen- 
stellung von D. formein, wie hier eine 
solche erfolgt, hat einen zweifachen Nutzen. 
Erstens hat man nicht nöthig die Diffe- 
renziale zusammengesetzter Functionen 
ans den Elementarformeln erst abzuleiten. 
Zweitens kann man gegenseitig die Func- 
tionen als die Integrale der ennittcltcn 
Differenziale erkennen, Differenziale, di« 
zu integrircn gegeben sind, mit diesen 
vergleichen und beurtheilen, weiche Trans- 
formationen man mit dem gegebenen 
Differenzial vornehmen muls um es einem 
hier aufgeführten ähnlichen D. vollkom- 
men gleich zu machen, so dafs dann das 


Integral in der dem D. hier vorgcschrie- 
benen Function gefunden ist. Uebrigens 
ist, um Raum zu ersparen, die Schreib- 
art öy = aOx statt = » gewählt und 

X als Urvariabel angesehen, so dafs 9x=l 
als Factor fortgelassen ist. 


1. 

y = a = ax° = B5° 

Oy = 0 

2. 

y = x 

9y= 1 

3. 

y=i 

9y = 9» 

4. 

y = a + x 

fly= 1 

5. 

ij = a + i 

9y = 9s 

G. 

’J = fj: 

by = bfx 

7. 

y = fi 

by = bfi • 0i 

8. 

y=ax 

9y = a 

9. 

y = afx 

by = a9/x 

10. 

y = afi 

byiz abfi • 9i 


II. y - j * —,.1. 

1*2. y = ± (f,i 

13. y^fx*4fx 

14. y = 11 • s 

15. y = M • » • e 


16. y = 

17. y = 

18. y = 


<fX 

II 

(fU 

a 

(fX 


19.V = 77 


0j = 
f>,= 
9y = 

0,= 

öy = 
0» = 
Qy-. 


dfix ± 0/x ± Of/x 
Ö/’s • 9» * df/ i • ÖS 
; fx • 9(/x + if x • 9/x 
ubi + sD« 

WS ÖD -f WC Ö3 -b so • Ött 
(fix • bfx — fx • b'fx 
(l/x)‘ 

Ifu ■ Qfi ■ bi — fi-Bqu- 9m 
(7*)> 

ÖWX 

“ “ 

9/-S . 9i 

"“■(Är 


a + 

20 . 9 = — T-r 

a +ßi 
a-ii 
* a — ßi 
,, a + ii 

22. tf = 

a-ßi 


_^r 




23. jr = ^ 

24. y = ; 

25. y = ( 
36. y = ( 


9y = 


— bn aß 

(« -I- ßi)'^ 


ÖS 


9y = MX -— 1 


0y= 9,^x 

9y = n(<f s)"~‘ 87 » • 9» 
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27. 


» = » 


y = l's 


28. 


ry=;-» 

29.{ 1 

l»=- 


30. 


31. 




»=T 

1'» 


»= » 


1 

“ If 


9y = 

f)y = 

ay = 

Oy: 

Oy: 

0y = 
Oy: 

Oy: 
0y = 




m 

n 

m ds 




y . M_m 

r — 

ÖS 

" i«+i 

n 

_ 1_ 

n « 

yjiH-l 


» " 

J,'5n+ni 


32. y = ;> 

33. y = :' 

34. y = i* 

35. y = 5-> 

36. y = »-s 

37. y = »-•'< 
Anmerk. 

Dy = »- » s. y 


Oy 

Oy; 

Oy^ 

Oy: 

Oy; 

Oy; 


35*0» 

2iös 

öl 

-5-»0» 

— 25 — ®ÖJ 

- 35-«0i 

: logn • (No. S 4) 


38. y = 5< 


39. y = 5’ 


40. y = i’ 

c)y = 4s 

41. y=i'^^ 

öl/ = — §5 ’ Ö5 

42. y = 5”^ 


43. y = 5~^ 

9y = -^r<96 

t 

II 

Öy = 9s 

46. y = 

_a 

oy = ji“nu 


47. y = 5 ^ 0y = — ^Ö5 


48. y = i- 

Oy = 

Ö5 

.2 

II 

Oy = 



1 Ö5 

»0. y = -ä Oy = -3'^: 


31. y = i 

0y = -4^-; 

52. y = l'5 


3 

Os 

53. y = V5 

Oy= J 


1'»“ 

* 

54. y = l 5 

öy= 1 


1-5’ 


55. y = l' 5 »(=n' 5 ) 

56. y*»’ 

57. y = V55(=s)/5) 

58. y = V5* 

1'5 

8y=ir^ = 

15-1 

a , O 5 
15* 

^ 15 • Ol 

-5 V5 O 5 

1 

n 1 Ö5 

1 0 * 

59. y = -^ 

Oy = -?,- = 

y'i‘ 

" ’ 5 15 

1 

r\ 1 Ö 5 

1 O 5 

60. y = -, - 

Oy=-i3-- = 


V» 

yi* 

515 

1 

bl. y = -f- 

'1 j S’ 

Oy = - 1 i— = 

, 05 

5 « 

V» 

1 5» 

i}'i 

1 

- Os 

9s 

62. y = ,i- 

Oy = - ? i — = 

_ s . . 

- 3 


V '55 

5 V 5 ’ 
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1 

, 01 

63. 

y = ,- 

<*y = - 3 s— 


\T^ 

1 s" 


1 

_ . Os 


■“ i 

““ 3 '5 

S*I s* 


1 

£S ,05 ,0» 

64. 

y = — 

Oy-~; ,-=- J-. - 



1 s’ Sl's* 

65. 

y = (a + 6 s")"‘ 

=: wmAi«-* (rt 4 Al «)«»-• Ol 

66. 

y = ta + 6s»)-"' 

Oy = — mnAi« ' 1 (a 4- Ai«) - (»*-♦•1) Oi 


“(o- 6»»)'" 

1 

67. ;/ = (o + 6s") "■ 

m 

” ö 4" ” 

l 

68. y = (a4-ÄJ")” 

1 

m 

m 

69. y = (ä+ 

•t 

= \(a + bi»yn 

70. y = (d + Aj”) 7 

1_ 

~ </ 

V(o + 65«)»« 


71. y = V o -h A»* 

72. « = _ 

1^0 -r A}* 

73. y=VCrtTAO 


74. y = j- 


Y(a + 6s>) 


75. y = 5(' (« + 6s")"' 

76. y - ii‘ (fl + 6s)”' 


77. y = sv« + 6s« 

78. y = - 

79. y = - 


l'a + 6s’ 


80. y = 


j-'a 4* A** 

1 

4 Va 4“ Al* 


"(m "*■*) fj. 


_ mw A4«-i Dj 
( a 4- Al«) 

« _ I 

dy = “ 6s"-i (a + 6s") Os 

fU 

_ n Al«- * Ol 

” m «« 

j (a 4- Ai")«»-l 
0« = ^ a » — 1 («4- Al«) 

m 

_ II A • 4«— > 04 
m "* 

y{rt 4- Ai»)»»+l 

1 

Oy = — 6s»-'(o + *i") 7 ' i>s 

? 

= — Ai«-J 1 (a 4- A4«) "•-7 Ol 
9 

nt . 

Oy = 6s"~* (a + 6s") '7 'Os 

1 

_ mn 65""* Os 

~ 0 7 

I (a + 6s")'"+'/ 


Oy = 
Oy: 
Oy 
Oy: 


6 s -Os 
( a 6s* 

6s Os 

s _6s Os 

t (a + 6s*)* 

, 6s Os 
> s 

y(a + 6 s*)* 


Oy 

Oy 

Oy; 

Oy = 
Oy = 
Oy: 


= pn'-t (a + 6s«)»* Os + mn65"+;'-* (a + 6s")" 
= 3/' ' (o + 6s")"'-> [p (o + 6s") + mis6s"] Os 
~ sP — ' (a + 6s) * [p (a + 6s) + mn6s] 

_ a + 26s* 

1 a + 6s* 
aOs 

s* l' a + 6s* 
aOs 


V'(8 + 6s»)* 
a + 26 s* 
s* (a + 6s*)! 


Os 


->0s 
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r die Basis des natürlichen Systems =2.7182 81828... 
m den Modul des Bripgschen Sy.stems = log kr e = 0,43'I29448 . 

" /oyalÖ“ 2,3025 8509. 


so ist 

81. y = e» 

82. y = n* 

83. y= 10» 

84. y = logn i 

85. y = tog 5r s 


<1y = e » 9» 

Oy = fl' logn a Os 

i)y = o»Os /n 10 = 2, 3025 8509... fl »Oi = 
Oy = ^ = s-iOi 

Oy =„.0/oyas=-,— = 2 3524 85 ..» 

= log kr e • — 0,43429 ■ ■ ■ ^ 

T ±6 0» 

‘^»=r±" 6 i 

(fl ± 26s) <)s 

-„»±4»«- 


0,4342 9448._ 


86. y = ln(o±6.) ^6'“;T±6» 

,, (fl ± 26s) <)s 

87. y = ;« (as ± 6»») Oy = 

88. y = /n(» + 1 a*+ »“> Oy = — 

1 a’+ 1» 

89. y = /n (» + ('? -"«•*) Oy = ;t==^ 

I'»» — a» 

90. y = ln {» - I'»’ - n*) 

\ s* — a* 

91. y = ia — (o+(V + »0 Oy = '~Z~ \ 

92. y = /a — (o-V^o’-5*) Oy= — 

» » ( o» — »• 

. 9s Os a + 6 + 2« « 

93. y = /«(« + ») (6 + c) Oy = -^ ^ + j— = ^ 0» 

Os Os a -f- 6 — 2s ^ 

94. y = ln(o-»)(6-,) Oy= - — - j— = - j-— 0» 

95. y = /n “—-* Oy = '“ 

a — s o «4 

0-» _ 2o0» 

9b. y=;«— 

2a Os 


97. y = /» — — 

^ i + a 

f * + « 


99. y = {/«»)» 
100. y = »■" /n 5 


. 2a 0» 

Oy — (/« s)"“l • ^ 

Oy = [im /« s + 1 ] s "I ~ * Os 


101. v = '^ 5»«(/M5-*i*) Oy = s "*-* /rt 5 Os 

' m ' »I ' 

Os 

102. y = ^n (/m s) Oy = — 

103. y = 1 • 6r {/ . 6r . ») Oy = 


104. y = »in » 

105. y = CM » 

106. y = tj » 


Oy = CM 5 • 0» 

Oy = — »in » Ö» 

Oy = «*c>» 0» = (1 + lg •») 0» 
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107. = rol » 

108. jf = ter i 

109. jf = coseci 

110. 1 / = sinr i 

111 . y = co$t z 

ll*i. y = stn^s 

113. y = cos 

114. y = lg 
116. y := ro< H 

116. y = «ec ’s 

117. y = cosfc ’s 


öy = — cosec *s ö» = — (l + col ’s) D» 
s • «ec s • Os 

öy = — ro/ 5 • cosee s • 0; 
i)y = l/2i/ — y’ Os = I 2 *i«r s — «tnr *s Os 
Oy = ]/2y — y* • Os = — 1 2 cojc s — co«c *s Os 
Oy — 2«in s cos s 0 s = «in 2s • Os 

Oy = — 2 CD« s • «in s • 0 s = ^ sin 2 s • Os 
Oy = 2 «y s(l + ly ’s) Os 
Oy = — 2 cot s (1 + cot *s) Os 
Oy = 0 ly ’s = 2 ly 5 (l -f ly *s) 0 s 
Oy = 0 col *s = — 2 rot 5 • (1 -f ccl ’s) Os 


118. y = arc(«ifi = s) 


119. y = arc{eo$ = s) 


120. y = arc{ty = i) 

121. y = arc {cot = s) 


Oy = -^ 

V'l - »* 


0»=--^ 


9s 


Oy = 


V1-.» 

Ol 


l + l‘ 



122. y = arc (sec = i) 

123. y = orc (cosec = i) 

124. y = orc(si»c = i) 

125. y = arc (cosr = s) 


g Os 

^ »J/»*- 1 

jjy _ _ _ Ol 

0. - —°‘- 

^“l2i-*» 

öl 

0y=-_- 
I 21-1'' 


Kür Formel 118 bis 125 kann man anch ... Osecy ros ’y „ 
schreiben : ' 30- »T = - j, . yr>>cc.j 


126. 0 (Bogen = 

127.0,, =-?"*» 

«iny 

128. a,p = cos »y • 0 ry y 

- 0 cot y ... V 

129. ö(f = = — »»n ’y • 0 cd y 

^ roiec *y jo 


131. 0 ,, =- Ocosecy 

co«ecy*co(y coly 

132.07=- 

1^2 «in® y ~ «ine ’y 

133.07 

2 cosv y — r««r *y 


134. y = loyn «in s 

135. y = loyn cot s 

136. y = hgn tg s 

137. y = logn cot s 

138. y = loyn «ec s 

1 39. y = loyn cosec s 


Oy = coi s • Os 
Oy = - ly 5 • Os 


Oy = 


2 Ol 

«in 2s 


s. - 2 Os 
si„2i 

Oy = ,y i • Ol 
Oy = — col i . Os 


140. 

141. 


142. 


ö_y _ 0 1 

0x~Ö5 ai 

Öi'VOs-/ 



Oy_ l_ 


Q/' (Mi >) _ ö / («jj) Ö U 0 /■ (tt^) 0 s 
Öf Ott Ox Os 0.C 

? ^ C“» ^ “ _L ? 4. Q »* , Öc 

Ox Oa Ox Os Ox Op Ox ** 


145. y=«* 

146. y=*' 

Oy = tisi->Ou- 

Oy=xr(i 

-}- M* In 
J) 

«•Ol 

150. 

0" e-r 

147.y = (x,">r' 

‘ ay=mx»”''+n 

-'[Hu 

Inx] 

151. 

0" «r 


“ Ox>+ Ox 

Ox + 

'<)•« 

‘Ox> 

152. 

OX" 

O’e» 

Ox» 

.,o 9*‘" 

0«» 


sjO s 


0» Ol 

8*3 


-2_ 

Ox 

153. 

Ox’ 


= e*“ 

=r ox(|oyy| d)« 
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155 . 

I.5B. 


8'fi.x 

1 

8x> “ 

“ X* 

9'/oy'5r*x 

! 


x*foj»10 

fl>/ns 

I 8*1 _ 1 

bx* 

i 8x i * 

9*/oy • 6r} _ 

r 1 0*; 1 

• öT’ 

l X 8x X* 


tog br t 
0» 


2. Ausdrucke von höchst einfacher 
Form geben oft nuflf: llend zusammenge* 
setzte transcendente Intejin^le. Um sich 
von der Richtigkeit des Inte^rens zu 
das 


158. 




nbeneugen, differenzirt man das erhal- 
tene Integral zurück. Die folgenden Dif- 
ferenzial-Beispiele sollen dergleichen be- 
denklich scheinende Integrale sein, 
piel. Man erhalte 

lüiW . . I , + fl' 

(^) so ist » = 


8j en 

Ox* Dx Dx* 




so ist 


9y 1 x' + fl' 1 _ J„ 

bx="4fl* Ox ~ fix .1 

“ 4o*U« + a»‘ Ox x»-flä‘ Ox J 

1 / 2x 2x \ X 

~ 4? ■ ‘x’ + fl»“ X» - fl»/ x‘ - fl‘ 

2. Beispiel. Man erhalte = ~ ^ = ~) | 


4 a* 


9 f» (x -f a ) 9 /n (x - «) 


D Are 


9x 


-Ji 

4a' 


1 

X -}- rt 


Ox 

•»(f) 


+ 2 




8x 


ä] 


1 + 

2a> 


er 


4a* x*~ a* a x*-fa*J ^x*— a* 


3. Beispiel. Man erhalte 
/L = .* logn [xFl+l/"^*"' 1 

| 4 » L K „ K o J 


Setzt man x 


FM' 


I /a -f^ bx’ 

, l’ = » 

a ^ a 


a. 9« Idfn&Hi 

so hat man ^ — - — * 

9x yb 8» 8x 


Nnn ist 


F’=F-+ 

8x r a 




rt 1 ^ b 

r-=] T+ 


2} 


/rt-föx* 8x 


2fc 


j l^/rt -f ix* a 


I / 6 I 'ö 4- ix* . 

a 1/ — • L + ix 

* a » a 

1 a -i- ix* 


nnd 


8/n » 

8i " 


r a * rt 


folglich 


Ox 


4'‘^M'T?rp5^V 
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um in dem Zähler als gemeinschaftlichen Factnr zu erhalten, dividire bx 


I/O 

mit ay — , so erhält man xy folglich hat man 

" I \i ± \/± 

* a f n * a ___J* — i 

X |7±+ ~ 1 4 ~ I'" + 

3. 0ns in der Form so sehr einfache Differenzial 
Ox 

n + 4x + cx* 

läfst 3 Integrale zu; Man kann erhalten 

- Dj: 2 . , 4-t2rx 

- , = y.Arclg 


und 


,f n^-bs \ cx* ~ 4z 

/» Ox 
,/ n-t 4x ^ 


cx' 1 '4> - 4flc 


I 4«r — 

■ - I 4 
h -f- Ürj* -f — 4rtr 


1 , 6 + 2rx — I Ä* — 4ac 

X logn — 


(0 

( 2 ) 


Man ersieht hieraus, dafs der !W) jfrofse tegrale, s« setze man in dem ersten I. 
rnterscbied beider lUsuUate allein in der vorläufig 
Wahl liegt, ob man, um eine reelle Wur- i 4«c^ k 

zel zu erhalten, 4rtc> oder als 6* an- ' , 

sieht. 4 d 2rx = z 

DilTerenzirt man zur Prüfung beide In- 




Oj 


8»_2- , i 2 2ös 

ox=* 


nun Ut 


Oj 

Ox 


2c 


Setzt inan in dem 2ten I. dagegen 
4rtr = k 
b -f 2cx = s 


ferner die Wertbe von k und i gesetzt 

so hat man 

Ox 4or - b* + (i + 2rx)* r. . , _ . 

und reducirt , = — 0/n'* — . D* 

Oy_ 1 Ox k 5+k 

Ox “ a + 6x + a*so «ach Formel 97 


2 • 2c 


l 


J_2k.J)s_ 

k j* - A* ~ (ä + 2cx)* — (6® - 4öC) a -l- i x + cx* 


4. Die Aebnlichkeit zwischen den Dif- n //ijm l z. -y | — «»1 = — - - 

ferenzialen der natürlichen Logarithmen t't* — 

und denen der Bogen in Beziehung auf Setzt man o = 1 , so erhält man 


ihre trigonometrischen Linien ist aber 
auch sehr grofs. So z. H. ist Formel 
No. 89 


dlogn (s -}- I s*- 0= 

b'i*- l 

Nach Formel No. 118 ist aber 


) nrc sin i = ■ 


bi 


0 2 


dl 


11-1* 1 1* - 11' - 1 1 1* - I 


•11 


Demnach ist 

0/n (t + 1''»* “T) = d arc rin * • — I 

£s Ut nach Formel No. 97 


, i a 2a Oi 

bin =r -= ^ 

z *■ n 5* 

Für a = I gesetzt euUteht 
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d{i> 


»-1 


2 8t 


I + 1 »> - 1 

Setzt man > 1 für t, so erhält man 


„.5V/- 1 - 1 295^-1 28jV- 1_ 29t., , 

1 = -rrs:rr ' 


Nun ist Formel 120 

9orctj. = p-- 

folglich ist 

|9f» = - 2 9arc (j 5 • ) ~1 

+ 1 + 5 t — 1 

Setzt man also in dem Beispiel No. 3, 
während der Operatiun_des Integrirens 
1/4« - Ä» = 1'4'^ - iö* 1'- 1 
so erhalt man statt des ersten Integrals 
das zweite, und setzt man 

|' 4’ — 4oe = p4oe — 4* V'— 1 
so erhält man statt des zweiten Integrals 
das erste. 

Dlir«renxlalglelchDDg _ ist eine Glei- 
chung die aufser der Veränderlichen noch 
Differenziale derselben enthält, also eine 
implicite Function zwischen der Verän- 
derlichen und ihrem Differenzial mit der 
Urveränderlichen ; oder eine Gleichnng, 
in welcher das Differenzial einer Function 
y in Beziehung auf die L’rveränderliche x 
sowohl als eine 1‘'nnction von der Func- 
tion y wie von der Urveränderlichen x 
erscheint. Z. B, 




(5) 


Man hat nun das Differenzial von y in 
Beziehung auf x 

9y_ 4y-l-2cx 
öx 2ay -t- 4x 

und das D. von x in Beziehung auf y 
Ox _ 2ay -t- 4x 
t)y~ by + 2cx 
Will man diese Differenziale für einen 
bestimmten Werth von z oder y angeben, 
so hat man %• oder x aus der Stamm- 
gleichung 3 zu entwickeln und die er- 
haltenen Werthe in Gleichung 4 oder 5 
einzusetzen. 

2. Wenngleich nun die Differenzining 
einer gegebenen Gleichung nach der in 
den vor. Art. gezeigten Weise immer zum 
Ziele führt, so hat man in der Anwen- 
dung von Theildifferenzialen (s. Differen- 
zial No. 45) und nach deren Ermittelung 
in einer Formel zu Einsetzung derselben 
eine leichtere und schnellere Auffindung 

von oder be.sondcrs wenn eine 
Ox Oy 

complicirte Stammforrncl gegeben ist. 
Es ist nämlich 


(2ay -1- 4x) + 2cx = 0 

ist eine D., in welcher x als Urverän- 
derlithe bezeichnet ist. Schreibt man die 
Gleichung 

(2ay + 4x) Oy + (4y -|- 2cx) Ox = 0 \2) 
so ist nach Wahl y oder x als urverän- 
derlich festznsetzen. 

Die D.gleichungen entstehen dadurch, 
dafs man Gleichungen, die den Zusam- 
menhang zweier Veränderlichen ausdrük- 
ken, differenzirt, um eine Gleichung zwi- 
schen den Veränderlichen und deren Dif- 
ferenzialen in gegenseitiger Beziehung 
zu einander zu erhalten, wie die vor- 
stehende D.gleichung durch Differeuzi- 
rung der Stamm- oder Integralgleichung 
1 » = ay“ -t- 4xy -|- cx* = 0 (3) 

entstanden ist. 

Es ist nämlich nach dem Art.: Dif- 
ferenzial 


0) 


0 « . 


9y 9x Ox 


( 5 ) 


0» 


ist das D. der Formel für u wenn x 


constant und y veränderlich gesetzt wird. 

9» 

das D. der Formel für u, wenn 
Ox 

darin y constant und nur x veränderlich 
gesetzt wird. 

Demnach hat man für Gleichung 3 
g = 2ay-h4x 

|->4y + 2cx 


und es ist 


(2oy-h4x)5^ + l 


I 4- 2cx = 0 


^ = 2ay d ^ + ^cx = 0 

Oj? 


woraus Gleichung 1 zusammengerogen 
wird; so wie man durch Integriren die- 
ser D.gleichung wieder die Integralglei- 
chung erhält. 


wie schon No. 1 angiebt. 

3. Um die Richtigkeit der Formel ö 
allgemein zu erweisen, sei 
!^) = 0 

eine Gleichung, der für alle zusammen- 
gehörigen Werthe von x und y Genüge 
geschehen mufs. Setzt man daher dte 
folgenden zusammengehörigen Werthe 
y + Ay, •z' + Aj?, w-hA«» so ist 
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• + A» -/■(* + A*, j + A»)= 0 
mithin auch 


A» = ^ (-e + A», jr + A») -/(•».») = 0 
und folglich iat auch 


A« = /'(->- + A*iS + Ajf) -/(•>■ + A*, y) + /(-r + A^, »)-/■(* + s) = 0 
Eben so, wenn man jedes Glied der Gleichung dnrch eine beliebige Gröfse, 
z. B. mit dividirt, besteht die Gleichung 

^ _ f(r + Ar, !i + Ay ) - f(.x + Aa ») , f ( ^ + Ar,y) - f{x, s) 

A* ~ A-c A-r 


Hit beliebiger Abnahme von A* und 9/(*,y) 9y 

demgemäfs auch von Ay haben die Sten I" 

Werthe x + A^ und y + Ay die Greni- ,, ^ ux j- „ ■ r, 

werthe x nnd y. Der zweite Summand >®rta“*'l>t man die al gemeinen Be- 
der Gleichung ist aber der Zuwachsqno- «icbnnngen x und y mit einander, so 
tient der Formel f (x, y) wenn y constant erhalt man die gleichgeltende Formel 
und nur x Teränderlicb ist, folglich ist ® = q 

sein Grenzwerth das DifTorenzial Öy f)j* Öy 

Zu dieser letzten Formel kommt mau 
' 0,r Öx 3Uch direct, wenn man statt der behufs 

d. h. das D. der Gleichnngsformel in Be- Entwickelung eingeschobenen Glie- 
ziehuog auf x genommen und y con- ^" 7 /(■*“ + y) + /(j^ + A^.y) 
stant gesetzt. die Glieder — /"(y + Ay, *) + /"(y -b^y, *) 

Der Zähler des ersten Summand ist 

die Differenz zweier anfeinander folgen- immer liegt einer D.gleichung 

den Werthe der Formel, wenn x + A^- ®*P® Stammfunction zu (Gunde; es gibt 
constant gesetzt wird; soll ai.so der erste l‘®ll®» solche aus einer n.glelchung 
Summand ein Znwaebsquotient werden, ff**“ nicht herzuleiten ist. Um dies zu 
so mufs Aff statt A**^ i*i dem Nenner erkennen, hat man in dem Satz 66 Art. 
stehen, weil y allein Terinderlich ist. Differenzial ein sicheres Mittel. Denn 
Demnach schreibe man för A^ die Grofae ^‘® Formel 

/\y c)*ii 

^ Ax und gebe dem ersten Summand Dx.D^“8y*0x 

gilt nur für wirkliche Differenziale, also 
auch nur für D. gleicbungeu, welche aus 
Stnmmformeln abgeleitet sind. 

Gleichung 2: 

(2 ay + hx) t)y -f (hy 2cx) Ox = 0 


Aff 
die Form 

/“(x-b A x ,y + A y)-^^-!- Ax, y) ^ ^ 

Aff Ax 


Indem nun Aff ahnimmt wird y der .. ^ , 

Greuzwerth von y + Aff und der Zuwachs* jgj durch Differenzirung der algebraischen 
quotient wird zum Differenzial Formel 3 entstanden. Gesetzt man wülste 

D / (x + A X, y ) (jj^g nicht, wollte es aber untersuchen, 

dy so denke man sich, dafs die etwaige 

mit der beliebigen Abnahme von Ay Stammformel nach x differenzirt worden, 
nimmt aber ebetifolls Ax ab and x wird Dann haben die Glieder derselben, aus 

der Grenzwertb vonx + Ax folglich ent* welchen der erste Summand (2ay -f &x) Dy 


steht das Differenzial 

9A(x,y)^0« 

9y 9jr 

D. h. das D. der Gleichnngsformel in 
Beziehung auf y genommen und x con- 
stant ge.setzt. 

Der zweite Factor ~ ist der Zuwaebs- 
Ax 

quotient der Function y, x als iirvariabel 

gedacht, er wird also mit der beliebigen ist x constant und man erhält 
Abnahme beider Zuwachse zum Differen- 

zial der Function y in Beziehung auf t)x~Oy~* 

Denkt man sich dagegen, dafs die 
D.gleichung durch die Differenzirung einer 


hervorgegangen Gt, den (constanten) 
Factor y gehabt, Dy ist = 0 nnd es ist 

and da Dx = 1 ist 

Du 

Differeniirt man nun ^ naeb y, ao 


öx‘ 

Es ist mithin 


ätaminfuuctiuu naib y eutstaudeu ist. 
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so enthalten die Glieder derselben, ans 
welchen der zweite Summand (4y + 2cj-)Dj' 
herTorpegangeu ist den oonstanlen Fac- 
tor X, fix ist = 0 und es ist 


n« 

Oy 


= (2ay + br) Sy 


und da Sy der lirvariablcn y=l ist 
g = 2ay + ix 

Dieses D. nach x differenzirt, al.«»© y 
eoustant j^esetzt, jribt 


Die beiden zweiten D. sind also ein* 
ander gleich , =A und es liegt der gege- 
benen D.gleicbung eine Stammformel zu 
Grunde. 

Man darf in der gegebenen D.gteichung 
2 nur einen Coefhnent mit einem an- 
dern vertauschen und man erhält eine 
Gleichung, die aus keiner Stamnifunction 
abgeleitet worden ist. Z. H. 

Oll = (2ai/ + gx) Dl/ -f {f>y + 2ex) Ox = 0 
ergibt zwei ungleiche I). der 2ten Ord- 
nung. 

Differenzialgleichungen, denen »Stamm- 
fonneln lugehören heifsen unmittel- 
bare, solche au« welchen keine Stamm- 
formel zurückzuleitcn ist heU'sen mittel- 
bare D.gleicbungen. 


Dlffereaxi&lrechniiDg ist die Kechmmg 
mit Differenzialen, die Anwendung der 
in den 3 vorigen Art. entwickelten (ie- 
setze für die Bildung der Differenziale 
als Uülfswissenschall zur Krmittelung 
anderweitiger Gesetze im Gebiet der ma- 
thematischen Wissen.schaflen , und diese 
kann überall cintreten, wo Grenzwerthe 
von veränderlichen Grüfsen Vorkommen. 
Dagegen lassen sich die vielen verschie- 
denen Fälle der Anwendbarkeit von Dif- 
ferenzialen in Disciplincn bringen. 


1. Anwendung der Differenzial- 
rechnung zur Entwickelung der 
Functionen in lleihen. 


Die Kntwickelung einer Function in 
eine Reihe ist die Verwandlung der Func- 
tion in eine Reihe, deren Glieder nach 
einem bestimmten Gesetz in Beziehung 
auf die Urveränderliche fort.schreiten, der 
Art, daf« für jeden beliebigen Werth der 
Urveränderlichen der zugehörige Worth 
der Function gleich der Summe der Reibe 
wird. 

Die Reihe heifst coii vergirend, wenn 
die algehrai.sche Summe Miebig vieler 
ersten Glieder der Reihe einem bestimm- 
t6n Orenzwerth immer näher und näher 
kommt, indem die Werthe der aufeinan- 
der folgeiideu Glieder immer kleiner wer- 


den ; in dom entgegengesetzten Fall heifst 
die Reihe divergirend. 

Die Function y = — - läfst sich durch 
a — a? 

Partialdivision in die Reibe umformeii 

l/=l+— -h-r + 

^ an* 


Für X a ist 


a" 

ein achter Bruch, 


_ a i X \"H 
a-x\ a ' 


und jedes Glied der Reihe i.«t kleiner 
als das ihm zunächst vorhergehende, da- 
her kommt die Summe einer beliebigen 
Anzahl cr.ster Glie<ler dem Werth der 
Function y immer näher. Bleibt man 

bei ilem Gliede mit der Division ste- 

a« 

heil, so ist der bleiheiule Re.st = , die- 

a ” 

ser durch a — x divMirt und al* Krgän- 
zungsglied der Reihe hinzugefügt, gibt 
den vollstaiuligeu \Verth von 

X X* X» 

y=i+-+ + . 

a a* rt « fl (rt — j?) 

das Ergänzungsglied 

- , , ist= “TTi * 

ein Product, welche« mit der Vergrofse- 
nuig von •• immer kleiner wird und be- 
liebig klein werden kann. Die Reihe ist 
also couvergirend und für eine» W'erth 
von x<a der W'erth der Function = der 
Summe der unendlichen Menge vou Glie- 
dern gleich, die Reihe also eine Ent- 
wickelung der Function y. 

Für x >a wird die Reihe divergirend. 

2. Da die Entwickelung der Fnnctiou 
in eine Reihe allein den Zweck hat, dafs 
iman mit Hülfe derselben und zwar mit 
der Summirung mehrerer ersten Glieder 
dem Werth der Function bei gegebener 
l'rvariablen möglichst nahe kommt, so 
sind auch nur convergirende Reihen von 
Nutzen, und von um so gröfserem Nutzen, 
je convergirender sie sind, je weniger 
erste Glieder man also nöthig hat am 
dem Werth der Function bis zu einem 
bestimmten Grade nahe zu kommen. Da 
man nun statt der ursprünglichen Ur- 
verändcrlicben wenn sie nicht geeignet 
sein .sollte, durch Tran.sformation eine 
andere Variable substituiren kann, bei 
deren beliebigen .Abnahme jedes Glied 
kleiner wird als die Summe aller ihm 
nachfolgenden Glieder, so schränkt man 
den Begriff von Keihenentwickeluug auch 
dahin ein, und versteht unter der Reihe 
eine solche, die nach ganzen Poteuzeu 
einer in der Function vorkommeudeii 
Veränderlichen fortschreitet und in wel- 
cher mit beliebiger Abnahme dieser \er- 
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änderlichon jedes Glied {^röfser wird als 
die absolute Summe sämmtlicher ihm 
nachfolgfendeu Glieder, so dafs man mit 
der *imalig;cn Aufnahme eines wten Glie- 
des der Reihe einen zu grofsen Worth 
für die Function erhalten würde. 

3. Es soll eine beliebige Function der 
Urveränderlichen in eine Reihe entwickelt 
werden, die nach ganzen positiven Po- 
tenzen der Urveränderlichen fortsohreitet 
und convergirt. 

Die allgemeine Darstellung der For- 
derung ist demnach 
y — A-r Bx -f Cx^ -}- Dx^ -f- . . . . -f- iVx « 


worin die noch unbekannten Constanten 
A, B, C.,. so zu bestimmen sind, dafs 
jedes folgende Glied kleiner wird als das 
vorhergehende. Da die E.xponenten der 
Urveränderlichen die natürlich auf ein- 
ander folgenden Zahlen sind, so ist die 
Convergenz der Reihe um so grofser, je 
kleiner x genommen wird. 

Da nun die Differenziale von Poten- 
zen ebenfalls mit ganzen Exponenten fort- 
.schreiten, so bilden die Differenziale der 
Reihe wiederum convergirende Reihen-, 
man hat also die Zusammenstellung fol- 
gender Reihen 


y = A + Bx+Cx^-\- DT^ + Ex* + ....i.Nxf> 
?/ = B + 2Cx 4- 3Dx2 + 4/sj» -b . . n Nx» -i 




-b 2C -f 2 . 3 Da- + 3 • 4 -b .. n (rt - 1) lVjr.i-2 


^ = n • n — l*7i-2....3«2«lA’-bn-bl*»*n— 1 2* 1 Px -b. . . . 

Ox>' 


Soll nun die Reihe 

A^Bx + Cx'^ + ,...Nx>t 
eine Entwickelung von y sein , .so mnfs 
auch die Reihe 

Bx -b Cx* -b . . . . A’i ’• 

eine Entwickelung der Function y — A 
.sein , und da mit beliebiger Abnahme von 
X jedes Glied dieser Reihe beliebig klein 
werden kann, folglich auch die Summe 
der Reihe, und folglich auch y-A be- 
liebig klein werden kann, so Ist A der 
Grenzwerth der Function y bei beliebiger 
Abnahme von a-, oder für j? = oo klein, 
oder für a? = 0, oder .4 = [»/jo wenn [yj* 
den Werth der Function y bezeichnet, 
wenn man in derselben x-Q setzt. 

Es ist also 

y — [yjo = Bx -b Cx* -j- Dx^ -b . • • -b Ax " -b • . • 
Nun soll aber die Reiho der ersten Dif- 


ferenziale eil» Entwickelung von sein, 

folglich die Reiho 

2Cx 4- 3Dx^ 4 4Ex^ + 4 n A.r'*-i 

eine Entwickelung der Function B 
Man hat also bei den vorherigen Schlüs- 
sen B als den Grenzwerth von wenn 

üx 


man in dem .'Vusdruc 
oder 




c dafür x = 0 setzt, 


und eben so 26'= 1 

l,c)x'* Jo 


oder 


-.lO.’i'l, 


u. s. w. 

Demnach erhält man die verlangte 
Reihenentwickelung 


y=r/*j: = [y]o-b 




Dx®Jo 1*2 LDx^Jo 


1.2*3'*‘"'- 


P^y 1 

lOx«l 


0 





Diese Reihe heifst nach ihrem Erfin- 
der die Mac Laurinsche Reihe. 

Beispiel. Die Function y = (fl-bx)'»» 
in eine Reihe zu entwickeln , die nach 
ganzen Potenzen der l'rve.ränderlichen x 
tortschreitet. 

Man hat zur Anwendung der Mac l.au- 
rinschen Reihe 
y=(a-bx)»" 

D u 

= m (»I 4- x)»"-! 

II 


D*y 

r.- = »n (»n - 1 ) (« 4- x)'«-2 


0"— *y , 

^0Tn~ I 

üx « ” ~ ~ + 1) (“ + •*■)'” 

•Setzt man in diesen Gleichungen x=0, 
so erhält man 
[j/]o =«"' 
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i OxJ# 

IS]. = 


P"!'l 

Diese Werthe in die allgemeine Mac 
Laurinsche Reihe gesetzt gibt 


y — a*" “ + *»(»*— 1) a 2 ^ "h 

+ m(m- 1) (m-a +2)o»'-"+l^^— j^ + m(m - I).... (« - n + 1 

welche die Binomische Reihe ist. einer reränderlichen Gröfsc x.jler mau 

4. Eine Function in eine Reihe in ent- einen Zuwachs s gibt, so dafs y — y (**+») 
wickeln, die nach steigenden Potenzen wird. Bezeichnet man + J 
des Zuwachses der Veränderlichen fort- isty' = fu und nach der Mac Launnschen 
schreitet. Reihe ist 

Es sei y = /'•' die gegebene Function 


Da in den mit 0 bezeichneten Gröfsen 
u nicht Torkommt, also auch nicht x und 
a, so sind diese Orüfsen Coiütanten, und 
bezeichnet man diese mit den ihnen zu- 
gehörigen Zahlenfactoren , 

1 {£} 

niultiplicirt, mit a, 6, r, .... so erhält 
man allgemein 

y' = yu = (I + Ött cw* </ti* -|- 

Nimmt man Ton dieser Gleichung die 
auf einander folgenden Differenziale, so 
erhält man 

l’»' = = A + 2 c» .t 3 «/»’ + 4 f»’ + ... 

oder 

f{x -i- S) = O -|- + CW^ + Ott* -f- . . . . 

= 4 + 2c» + 3</»’ + .. 

ü« 


0V(^ + »)_2c^2. 30» + 3'4 •»»* + . 

Ou 


Die rechten Seiten der Gleichungen 
bleiben ungeändert, man mag auf der 
linken Seite x variabel und a constant 
oder i variabel und x constant aniiehmen. 

Es sei, für x variabel /“ (x -1- a) = f > 
für i variabel /(x-f-s) = c/a 
+ ö/'f-r + a) Dm 
so ist j), ‘ 0» ‘ Öx 

9» 9(x + s) 

Da nun j,-= ^ - 1 

0(x + s) 9(x + s) 
so hat man — Q~x ~ ~~ 0» — 

, , _ 9(x + s)_ D(x + j) 

und eben SO — 

desgleichen 

0» (x -M) _ OV+i} = 

Ox’ Ol’ 9»’ 

n. s. w. für alle höheren DifTereiiziale. 

Es ist demnach 


7 ’ = (-r + 0 = n + 4 (x + i) + c (x + i)* + </ (x + i)i + . . . 

"o'r= 



Setzt man in diese Gleichungen a = 0, so entsteht 
(V a), = /> = a + fcx -}- fx^* -i- rfx* -f . . . 

=?£^=4+2cx+3rfx* + 4cx’f... 
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Nnn ist nach der Mac lianrinschen Reihe 


(2) 


( 5 ) 


Alls den Uleichungen 1, 2, 3, 4, die gleichgeltendeii Werthe oiiigeseUt er- 
hält man: 

t! -L s-r *’x m 


Diese Reihe heifst nach ihrem Erfin- 
der die Taylorsche Reihe. 
Beispiel. y = (x-}- <*)« 

Es ist hier fx = , die Differenziale 


dieser Function sind No. 3 in dem Bei- 
spiel y = (n j*)« an^e^eben, urenu man 
dort a = 0 setzt. Demnach bat man 


(x + a)"* = + + («— 1)(« — 2)x'”--3 _ 

1 (2) (3) 


5. Eine Function zweier Urveränder- 
lichen in eine Reihe zu entwickeln, die 
nach steigenden ganzen Potenzen beider 
Zuwachse der Urveränderlicben und de- 
ren Producte fortschreitet. 

Es sei y — f (''*1 >) 
so ist y -f* Ay = /‘(-^ + A-*‘,s + A») 


(3)' 

in die yerlangte Reihe zu entwickeln. 

Betrachtet man zunäch.st % als coii- 
staut, während x den Zuwachs t\x er- 
hält, und bezeichnet den zugehörigen 
Werth der Function mit y' so hat mau 
y' = /■(x + A^i s) = / (x, 5 Aj) 
und nach der Taylorschen Reihe 




Ax» 0^ 

(2) ■‘"Öx»' 


Ax’ 
(3)' ■ 


( 1 ) 


Setzt man nun für z, so hat mit y, so ist x nngeändert geldiebeii, und 

man die obige Kunction nur die C'onstante a ist in s-l A> ülier- 

y + Ay=/’(-r+Ax,s-fA0=/l[-ri»+A4+A*) gegangen, daher hat man wie Ulei- 

Bezeichnet man die Function ^(x,ä + A>) chung 1: 


XA rr XA XA^ .OtfiAx 0>yi Ax’ O’y, A»’, 

!H-A» = /-(a:-t-Ax, ‘ + A0 = S,-hö~-,- + -ö:,i.- (2)-+ {)>• (3) + 

Da nun y, die Function y = /’(x, s) mit dem Zuwachs A^ Ut, so kann man 
die in Gleichung 2, y, enthaltenden Gröfsen wieder nach der Taylorschen Reihe 
entwickeln indem man nach s differenzirt und man hat demnach 

„ -V + ÖJ.Ai O’y Az* O’y Ai.’ ,3, 

*' + 0s 1 ^i)z» (2)^0i’ (3)^ 

<)yj_9y Oy Oy Aj.Oy 0^ ,Ov O’y A'-’ , 

Ox “ Ox öx ■ 8s ’ 'l Ox ■ 8s* ■ (2) Ö"x ■ Os’ ■ (3) ■ 

O’y, _0Jy Ö’y Oy A» j O’y O’y As’^ 0^ O’y ^ 


(2) 


(•1) 


Ox* öx’ Ox’ Os 1 


Ox« O s* 


(2) Ox* ■ Ö s’ ■ 


(3) 




m 


Substituirt man die hier erhaltenen Werthe in Oloichiing 2 für y-(-Ay er- 
hält man 

y -(- Ay = Reihe (3) -)- x Reihe (4) -f- X Reihe 5 -t- u. s. w. oder 

Oy Ai, O’y Ai’, O’y Aj’ 
y + Ay = » + i),- f + ö,.- {27 + 05.* (3)- + — 

Oy Ax , Ax A» , O’y A* A‘’ , 0*y A* As’ 

M)x* 1 rii-0s‘ 1 ■ I ■''Ox-Ös’' 1 ■ (2) ■‘‘Ox-Os’" 1 ■ (3)+" 
OJy Ax* 0^ Axj As . 0‘y_ A*’ As* 0’y_ Ax’ A»’ , 

■' Ox’* (2) ■'^Ox’.Os' (2) ■ 1 ‘''Ox’.Os’’ (2)' (2)^0x*-0s’’ (2) ' (3) ''■*‘ 
f^y Ax’ O’y Ax’ Ai , O’y Ax’ A^ O’y Ax’Ai’, 

8x> ■ (3) Ox*. Oi ■ (3) ■ 1 ■^Öx’Vo;» * (3)' ■ (2) Öx’-Ot’" (3)‘ ■ (3)' "^ ■ ■ * 


1 »* 
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ihj As, älV A.»-As, ö’ff _ Af;A»* A j-As’ 

''‘in’ 1 1 -1 1 -(2) ^ ctxOi* 1 • (3) 


i)’s As* Aj-*-As, . Aj*-As* 

Ol* ' (2)' ■''ax’-Ös' (2)- 1 e)x*0iS ■ (2)-l 
a*s As* , ö*»_ As-* • A s 

Os’ ■ (3) Öjt’Ös * (3). r 


0*j As 
Os* ■ (4)' 


6. Es bleibt nun noch übrig, die Be- 
dingiuigeii für die Convergcnz der vor- 
stehenden 3 verschiedenen Ueihen fest- 
zustcUen. 

Es ist zuerst erforderlich die Bedin- 
gungen kennen zu lernen, unter welchen 


die Mac Banrinsche Reihe convergirt. 
Nimmt man dieselbe bis zu ihrem (»-f l)teii 
Gliede, so ist die Differenz D zwischen 
der Function y und der Summe dieser 
(rt + 1) Glieder = der Summe der dem 
(n-bl)ten Gliede nachfolgeiideu Glieder. 


Also D = tf-A-Bx-‘Cx*-DT^- n A>« 

Differenziit man diese Reihe wmal hinter einander, so erhalt mau 

- 2 Ox - 3 üx’ - n ,V,r -1 

t ) T Cl J 

i)U> _ 0*1/ _ 2p _ 2 . 3 Dj- _ (n - 1) n 

0 X» Ox« 


0«— 1 D _ D«— 
i)»D_D»y 

0 j* " 0 j " 


1 ■ 2 - 3....(n- 1)«A' 


.2»3...(ri-l)n A'x 


Diese Reihen gelten für alle Werlhe 
von X. Läfst mau nun x von x = 0 bis 
zu einem bestimmten Werthe = .Y fort- 
dauernd w’aehsen , »o sei der kleinste 

Wertb.den^— ^ bei irgend einem Werthe 
Ox« 

von X zwischen x = 0 mid x= A anueh- 
ineii kann “ A', und der grofste Werth 
bei irgend einem anderen Werthe von x 
zwischen 0 und X = G, »o ist bei 

A'= '1"!' _ 1 . 2 . 3 . . . . ti N 
t)x« 

— A immer positiv ; nur in dem Fall, 
Ox« ‘ 

dafs - selbst der kleinste Werth K 
i)x" 

ist, wird 

‘’-V- K = o und N = 0 

t)x« 

t:>etzt mau für den unbestimmten Ooef 

ficient X den Werth ----- — , so ist 

1 • 2 .... n 

die Differenz 


<)x« Dx« 

und diese ist zugleich das Differenzial 
der Function 


Wenn aber irgend eine Function y von 
X mit dem Wachsthum von x ebenfalls 
wachst, so wird, wenn der Wachstbuin 
/^x von X positiv ist, auch der Wachs- 
thum Ay y positiv, der Zuwaebs- 


({iiotient 


Ay 

Ä*r 


wird positiv und folglich 


auch 


das Differenzial 


0» 

Ox 


wird 


positiv. 


Gegenseitig wenn positiv ist, so mufs 

auch wenn x positiv Ut y positiv sein. 
Deshalb ist also 

_ 0«-i y 


0x«-> Ox* > 


Kr positiv. 


Von diesem Integral als Differenzial 
des nächst vurherstehendeu Ausdrucks 
auf diesen, uud so weiter zurück bis auf 
die Reibe für 0 geschlossen, erhält mau 
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das Resultat) ilafs 

D - tj - A ~~ Bx — X « 

1 * 2 .... n 

eine positive Grüfse ist 

•Setzt man (laj^egcn den grufsten Werth 
6') also 

Oz" 

und schlielst wie vorhin, so erhält man 
das entgegengfcsetzte Resultat, nämlich 
dafs 

Q 

ly = ij - A ~ Bx — — — X» 

1 • 2....n 

eine negative Gröfse ist. 

Man hat ai.so, beide Fälle ziisamnien- 
gestellt 

y - A- Bx - Cx* - - . X" > 0 

. 

y- A - Bx~ Cx* - - X « < 0 

aber 

y — A — Bx — Cx‘ — — A'x" 

ist immer zwischen beiden Grüfsen be- 
griffen, daher ist 

y- A- Bx-Cx'‘— — Nxn<%-^ X" 

(n) 


Kann also für den gehörigen Wachs- 
thnni von n dieser Unterschied beliebig 
klein werden, so ist die Mac l.anrinsche 
Reihe convergirend und eine Entwicke- 
lung der Function y. 

Da C der gröfste und K der kleinste 
Ö ^ V 

Werth ist, den annehmen kann, 
Ox« 

wenn x von 0 bis X wächst, so wird bei 
diesen verschiedenen Wertheu von x ein 

Werth für ^ statt finden, der statt N 
Ox" 

gesetzt, die Reihe 

ij — A — Hx ~ Cx'^ — iVx» = 0 

macht. Kezeiclinet man ,V mit x selbst 
als den l>estimmton Werth von x, bis zu 
dem X von 0 ah wachsen soll dürfen, 
nnd cs sei X die Zahl zwischen ü und ], 
welche mit x multiplicirt, denjenigen 
Werth von x angibt, bei welchem die 
Reihe =0 wird, sb bat man, den zu Xx 

gehüremlen Werth von mit | f J 

bezeichnet, y in einer begrenzten Reihe 
für vollkommene (ileichheit: 


■ “• + 1 a- f + IS'J.- S + I SK';]. S + IS) o s 


In den wenigsten Fällen wird der Zah- 
lenwerth von X zn ermitteln sein. Es 
ist aber Hauptsache zu erfahren , ob für 
ein bestimmtes x die Mac Laurinsche 
Reihe convergirt oder nicht; wenn man 
daher für X die beiden Werthe nimmt, 
für welche das Ergänzungsglied den grofs- 
ten und den kleinsten >Verth anniramt, 
und beide Werthe des Gliedes können 


mit Vergröfsening von n beliebig klein 
werden, so convergirt dio Reihe und man 
kann die Function mit beliebiger An- 
näherung bestimmen. 

8. Anwendung des Ergänzungs- 
g 1 i c d c s. 

In dem Beispiel No. 3; 
y = (a-|-x)'" ist das n+ Itc Glied 




Wird min x = zx statt 0 gesetzt, dann 
entsteht für dieses Glied 


m (m — 1 ) . 




Ist tn ganz und positiv und man nimmt 
rt = m + 1 so wird der letzte Factor des 
Coefticienten, nämlich m - » + l = 0 und 
also das Ergänzungsglied = 0 Die Reibe 
druckt die Function y vollständig aus, 
das mte Glied ist das letzte, und heifst 
wm— l 3*2*1 

— »I — J./M 

1 -2 m — 2 • w — 1 • m 

Die Reihe ist die binomische Reihe für 
ilen ganzen positiven Exponenten = m. 
Ist m positiv gebrochen, so wird der 


Coefficient eines Ergänzungsgliedes nie 
= 0, und es tritt der Fall ein , wo zu be- 
stimmen ist, für welche Werthe von x 
dieses Ergänzungsglied mit dem Wachs- 
thuin von n beliebig klein werden kann, 
damit die Mac Laurinschc Reihe conver* 
girend werde. 

Dio veränderliche Grofse (a -f- Ax)"* -•« x'* 
kann unter der Bedingung, dafs n --m 
ist, w;is bei m =: einem ächten Bruch 
immer der Fall ist, geschrieben werden 

(a -p Xx) \a -p Xx' 

Für issO wird der Werth dieses Aus- 
drucks am gröfsten 
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■er 


und dieser Werth wird mit dem Wachs* 
thum von « iniinerfort kleiner, wenn 
X < a. 

Nimmt man für Ji den grofsten Werth 
1, so win! der Werth des Ausdrucks am 

/ j- \n - m 

kleinsten =1-“,— I * 

\a + x' 

und kann um so mehr mit dem Wachs* 
thum von n immerfort kleiner werden 
wenn x<oist. In beiden Fällen con- 
vergirt die Reihe um so mehr je kleiner 
X gegen a ist. 

_ , m«;»- w— »+1 

Der t oefncient , , — - — — 

1 • 2 • 3 n 

ist bei acht gebrochenem m immer ein 
achter Bruch und für ein ungerades n 
positiv, für ein gerades negativ, er wird 
mit dem Wachstnum von n immer klei- 
ner, wenn gleich die aufeinander folgen* 
den Abnahmen immer geringer werden. 
Ist m > i so wird bei n = «n der Coefti* 
cient sehr nahe an 1 ; von hier ah nimmt 
er mit dem Wachsthiim von n in der- 
seU>en Weise immerfort ab, wie bei acht 
gobrocbcoem m. 

Es ist mithin die Reihe für x<a con* 
vergirend und es lälst sich auch darthun, 
dafs wenn m negativ gebrochen grolser 
oder kleiner als 1 ist, für jr < a die Reihe 
convergirt. 

D. Die Taylorsche Reihe, No. 4 ist mit 
Hülfe der Mac Laurinschen entwickelt, 
das (n -f- l)to Glied derselben ist in Reihe 
No. 5 


Voj"/ 

mit ungeäiidcrtom x stehen, oder es bleibt 
zunächst das (m - f l)te Glied 

I ^ 1 . 1" 

1. (wj 

Um nun dieses (n + l)te Glied zum 
Ergänzmigsgliede zu machen wird ein- 
geführt und das Ergänzungsglied ist 


\ /o (n) 


Es ist folglich der erste Factor dieses 
Gliedes, welcher in dieser Mac Laurin- 
schen Reihe durch Umgestaltung das 
(« + l)te Glied zum Ergänzungsgliedo 
macht, nämlich zu dem Gliede: 


L 0 "i J i. J (rt) 


Nun ist aber in der Taylorschen Reihe 
das (n *F l)te Glied (Reihe 6) 


5 « 

\9x"/ (n) 


(las hrganzungsgliei 
r9«/xj ^ 

L Ox" Jx + Ai («) 


d. h. cs wird von fx da.s nte Differenzial 
genommen, in dieses dann x + ij für x 

gesetzt lind mit - multiplicirt. Z. B. 
(”) 

(x -f s)'« 

Das n + Ite Glied der Reihe ist 
m '(»rt — 1) (m- 2) . .. . (m — n-1- l)x"*— « ~ 
als Ergänznngsglied wird es 
f«(m- l)(m-2). ...(in-n*fl)Cx+ii)'"-*' 

10. Die Reihe für v + Aifi No. 5, wenn 
y-f{Xf j) ist, besteht aus eben so vielen 
Reihen, als man Dimensionen von A» 
nehmen will noch einer. Diese Reiben 
sind sämmtlich Taylorsche, und man hat 
in jeder das Ergänzungsglied, in welchem 
der erste Factor das nte Differenzial von 
y ist. 

Für die erste Reihe 


<>i/l Ax» 

Dx«J X + Ax («) 


und der erste Factor dieses Gliedes ist 
dadurch entstanden, dafs bei dem vor- 
hergedachten (h -f l)ten Gliede der Mac 
Laurinschen Reihe in dem ersten Factor 

V o»i / 

nach ausgeführter Differenzirung in Be- 
ziehung auf a, » = 0 gesetzt worden ist, 
und es bleibt mithin der Factor 


für die zweite Reibe 
Ax| 0»y d 

1 t Ox • J j -f Aj (n— 1) 

für die dritte Reihe 

A£*r 0"y 1 A^-2 

(2) Idx^.Ow-sJj-f is' (n-2) 

II. Bestimmung der Werthe von 
Functionen die für bestimmte 
Werthe der Urverä ndor lieh e u iu 

der Form erscheinen und un- 
bestimmt werden. 

Wenn eine Function in der Form eines 
Quotient dargestollt ist, so gibt es Fälle, 
wo für bestimmte Werthe der Urverän- 
derlichen Dividend und Divisor zugleich 
0 werden. Z. B. 

X* — o* 

wo w für x=rt den Werth ” — = — 

rt — a 0 

erhält, der unbestimmt ist. Man mufs 
daher den Au.sdruck erst dergestalt um- 
formen, dafs Dividendus und Divisor be- 
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stimmte Werthe erhalten. Dafs in dem 
Torstebenden Beispiel mit dem Werthe a 
für X diese Unbestimmtheit eintritt, lieijl 
darin , dafs der Ausdruck nicht io der 
einfachsten Uestalt s^egeben ist, er ent- 
hält nämlich im Zähler und Nenner die 
gleichen Kactoreu a; - a, denn es ist 
ar* — a* _ {ar -|- a) (x - rt) __ 

X — n X — a 

wenn man nun r = a setzt, so erhält 
man y = 2a. 

Hei algebraischen Functionen ist 
eine solche Umformung jederzeit mög- 
lich; man hat nur nöthig, Zähler und 
Nenner durch einander zu dividJren und 
so zu Terfahren wie bei der Aufsuchung 
des gröfsten gemeinschaftlichen Tbeilers 
Zwisten 2 Zahlen, der dann auch in 
allen Fällen gefunden wird (vergl. No. 9). 
Bei transcendenten Fiiuctinnen dagegen 
ist das Verfahren nicht anwendbar, z. B. 

die Fnnction erhält für x=l 

1 — X -t ioyn X 

den unbestimmten Werth und man 

ist nur im Stande mit Iläife der Diffe- 
renzialrochnung den wirklichen Werth 
der Function für x=l aufzudnden. 

Stellt man sich nämlich vor, der vor- 
stehende transcendente Ausdruck als Func- 
tion von X könne so umgeformt werden, 
dafs bei Einsetznng des Werthes 1 für x 
sein wirklicher Werth daraus entnommen 
werden kann, so ist der umgeformte Aus- 
druck ebenfalls eine Function von x, ubd 
für jeden Werth von x der gegebenen 
Fnnction gleich. L)a nun die nmgeformte 
Fnnction für den Werth von x, bei wel- 
chem die gegebene Function unbestimmt 
wird, einen bestimmten Werth annimmt, 
so ist dieser Werth der (Irenzwertb der 
Function für den Fall, dals die Urver- 
änderliche x dem zum Einsetzen gege- 
benen Werthe sieb beliebig nähert und 
man bat also nur nöthig, diesen Grenz- 
werth der gegebenen Fnnction anfzusu- 
chen qm die erforderliche Umformung 
der Fnnction zu erhalten. 

ln dem ersten Beispiel ist x a der 
umgeformte Ausdruck für die Auffindung 
des Werths der gegebenen Function für 
X = a, und es ist wirklich 2a die Grenze 

X* - rt* 

von X -f- fl also auch von wenn x 

X — Ö 

dem Werthe a sich beliebig nähert. 

2. Die vorstehende Betrachtung führt 
also zu folgendem allgemeinen Veifahren: 

'' (px 


so ist y I A » = 

'/'■r + Ayj- 

Für den Kall nun, dafs für x ein Werth 
fl gesetzt wird, werde /x =0 und tfx^O 
so bleibt 

C^tfx 

Zähler und Nenuer durch A« ditidirt 
gibt 


y F Ay 


_ \Afx > 


(A±) 


Es sei 


Mit der beliebigen Abnahme von ^x 
nimmt auch^y beliebig ab, undy + ^y 
nähert sich seinem gosnehten Werthe y 
als Grenze. Folglich ist auch der rechts 
stehende‘<^uotient bei beliebiger Abnahme 
von A*** = dem Werthe y. Bei beliebiger 
Abnahme werden aber Zähler und Nen- 
ner als Liifforenzenquotienteii die UifTe* 
renziale und es ist 


allerdings nur für den Werth a von x, 
für welchen fx nnd«/x = 0 werden, aber 
wie verlangt wdrd. Demnach ist der Werth 
der Fnnction für x = «, bei welchem sie 

als — erscheint = dem Differenzial des 

Zählers dividirt durch das D. des Nen- 
ners, und hiernach für x der Werth a 
gesetzt. 

X* - ö* 

Bei dem ersten Beispiel y 

hat man 
8(x*— fl*) 2x 

DCx-fl^' T“^**** ^ x-a ge- 

setzt y = 2fl. 

X* - o* 

Hat man y = , so erhält man 

X — fl 

für xssfl: 

4x* 

» = T 

und X = a gesetzt y = 4a> 

dividirt man Zähler und Nenner von y 

durch X - a, so erhält man 

y = ar* + ax* + a*x + a* 
ein Ausdruck, der für x — a den Werth 
von y unmittelbar = ln’ angibt. 

3. Wenn der Factor (x - a), welcher 
für X = n. Null wird, in dem Zähler und 
dem Nenner mehrere Uale verkommt, 
so erhält man, nachdem differenzirt wor- 
den , mit Einsetzung von a für x wie^ 
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denim für Vt i^nd man mufs, wenn 

(x - «)* der jfemeinschafllicho Factor in 
Zähler und Nenner ist, noch einmal dif- 
ferenziren um den reellen Werth der Func- 
tion für X = rt zu erfnliren 
„ 5x* — 1 -i- 

Ls sei y= — 

— 2ax -i- a* 

so erhält man den Quotient der Diffe- 
renziale 

15x‘** — 22a.r -{- 
2x — 2n 


folglich für x = rt den Werth Ton y aber 
mals = I . 

Aber noch einmal differenzirt 


30x-22rt 


15x — 1 1 o 


also für x= rt ; tjsz4a. 

Von der Richtigkeit überzeugt man sich 
elementar, wenn man Zähler und Nenner 
der gegebenen Function durch den Nen- 
ner dividirt, man erhält 


ox* — 1 1 ax* -f 7a''^x — rt*^ 
x^ — 2ax d- o* 


= (5x - a) 


X* — 2ax -f a* _ (x — o) (x - o) 

x3 - 3flx -f'n-' " ~ (x’^a) (x - a) 


1 __ x*+t (l -f- /n x) — X 


X — 1 


Eine solche Eigenschaft hat die als x*'[l + ^nx]- 
z weites Beispiel (No. 1) aufgefüh^to Func- \ 

tion, welche für x = l wird: ^ 

^ nnd anch dieser Quotient wird für x 

— l‘(l + 0)-l 0 

1 — X -f- logn X — i — = — 

Den Quotient der Differenziale erhält -14-1 0 

man nach den Diffcrcnzialfonueln 14G Differenzirt man noch einmal, so er- 
nnd 84: hält man 


1 , 


X-*" • -f (1 -|- hl x)2 x-^ 

f = — xc-t- 1 [1 -f (1 4 ln x)*x] 


Für X = I also ist 

y = -l’[l+(l + 0)2 1] = -2 
Diese« Resultat liegt nun offenbar darin, 
dafs wenn man in der gegebenen Func- 

XX — X 

tion , — Zähler und Nenner 

mit X — 1 dividiren konnte, den Werth 
xx+i (1 4- hl x) - X , , , 

— — erhalten wiirdc.wcil 

X — 1 

Zähler wie Nenner die Griifse (x — 1) als 
Factor enthält und dafs wiederum der 
Zähler des letzten Quotient = ist 
(x — 1) x' +i [1 4- (1 4- hl x)^ x]. 

So kann in dem Zähler und in dem 
Nenner einer gegebenen Function der 
Null machende Factor (x — a) nmal ent- 
halten sein; alsdann erhält mau erst mit 
den fiten Differenzialen des Zählers und 
des Neuners den reellen Grenzwerth der 
Function für x = n. 

4. Befindet sich der Factor (x— n), der 
die Function für den Werth von x = n 

zu ^ macht, in dem Zähler nmal, in dem 

Nenner (« — m)mal, wo m<» ist, so er- 
hält man nach (m - n)maligem Differen- 


ziren, wenn man dann x = « setzt, einen 
reellen Nenner, der Zähler aber, welcher 
den Null machenden Factor noch ein- 
oder melirmal enthält, bleibt Null. Mit- 
hin ist die gegebene Function = 0 für 
X — a, 

Z. B. die Function ^ hat für 
x(x — ö)* 

x = rt den Grenzwerth - (x-n) und für 
X = d ist derselbe = 0. 

Befindet sich der Null machende Factor 
öfter in dem Nenner als in dem Zähler, 
so wird nach (« — »Omaligem Differen- 
ziren der Zähler reell, der Nenner hieibt 
Null, der Quotient also iinoudlich; d. h. 
für X = a existirt die Function nicht. 

7 T? _ d 

^ x’ — rtx* “ d*x 4 

wird (für x = a) = 

Man erhält den Quotient der Differen- 
ziale 

2x 

3x' — 2ox — d* 

für X den Werth a gesetzt entsteht 
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mithin ist die gegebene Kunctiun für enthalten ist. Alsdann ist eine 

, X— (t 

den Werth x = o nicht vorhanden. Transformation der ,\rl erforderlich, dals 

5. Der Ausdruck einer Function wird i •, i- , ■ j 

auch dadurch unhestimmt. dals für einen o 

hMtimmten Werth <i der llrveränderli- umgewandelt wird, so dafs die Function 

chen . 7ühlAr nnrl /\ rx 


* ClMIIUCl tl' 

chen X, Zähler und Xenner ® anstatt 0 

worden, indem die Factoren — ^ — statt 
^ — o 

(x — a) in ihnen sich befinden. Dann 
mufs man den Ausdruck durch Trans- 
formation auf eine Form — für x = a 
0 

lurückbringen. 'Z. B. 

lg (n -_x) 

Igx 


die Form annimmt. 


Z. B. 


» = 'J (y - ^) X '? ■ 


für I = — wird « = 0 X x 
2 •' 

ändert man nun Igx in — so bat man 
coix 




für X = - - y/ird y 


— 

00 • 


Schreibt mau 


y = — 


cot X 


il« 

77s erhält man 


^ *in (rt — x) » cos X 


cos (n — x) • «in x 

unil es entsteht für x = -^ der Werth 
t -0_^ 

0 -l~ 0 ' 


wo für x = ." die Function J/ = -^ ent 
steht. 

Nun differenzirt wird 


y=- 






— cosec *x 

8. Es gibt Fälle, in welchen man die 

Nun XählAr nnrl v«.w r*r ■ a ^orgetragcne Methode nicht anwenden 
Mia Zahler nnd Nenner diffcrcnzirt, kann,_ nämlich da wo <lie Differenziale 

des Zählers und des Nenners von jeder 
Ordnung =0 oder od werden. 

Z. B. (x — a)r hat die Differenziale 
(5 — o)'' Ina, {iT — x)«*/» *rt n. s. w., welche 
sämmtlich für x = a zu Null werden. 

I X — a hat die Differenziale 

1 __. 

2l'x-rt* 4 VC-r-a)* 

s. w. die für X = d sämmtlich unend* 


gibt 

— sin (n — x ) «in x — ro$ x evs (71 — x) 
cos (tt - x) cos x + sinx sin (.7 - x) 

für x= ^ hat man nun 

^ • 1 - 0 . 0 _ 

6. Erscheint der Werth einer Function 
0 


, «> . ii. s. w. nie 

oder—, .so sind werden 


für X = d in der Form 

dies keine unbestimmten Werthe mehr: h'ür solchen Fall setzt man in dem 

111 dem ersten Fall ist die Function =0, Ausdruck für yden Werth x = d + einem 
im zweiten Fall ist sie unmöglich. Z. B. Znwach.s entwickelt Zähler und Nen- 
für »irri «„d: * n Beihen, die nach Potenzen des 

ty (1 — x) 2 5C ***" ist-0. Zuwachses fortschreiten, und dividirt hier- 

Transforrairt man zur Probe den Ans- Zähler und Nenner durch die höchste 

<lriick in «in x und ro« x, so erhält man des Zuwachses, die in allen (Jlie- 

fo«*x_ _ dem gemeinschaftlich ist, wo dann Glie- 

~ «i/»*x”~^*^* welches für der entstehen, die den Zuwachs nicht 

jf ^ mehr enthalten. Setzt man hierauf Aj?= 0, 

X = — den Werth = 0 gibt. So wird so erhält man den reellen Werth von y 
" für X = d. 


für X = der Werth des umgekehrten 


z. B. ^ “ “ 

Bruchs = — /y *x = - oc . 

7. Auch ein Prodnet als Function wird 
unbestimmt, indem der eine Factor 0, 

<ler .andere eo wird. Es liegt dies wie- klonten der Differenziale werden .sämmt- 
der darin, dals in dem ersten Factor der _ x. 

Factor (x - a), in dem zweiten der Factor ^ ‘ 


I X*- 

Kür x = d entsteht *1*® Quo- 
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Setzt man nun ® = a + so hat man 

(rt + A^)V 

»/ + A!/ = V -- 

(2o A-r + Aa:*)’ 

und nach dem Binomialsatz entwickelt 

I 1 W- ' ' 

+ 4a • • Aa? + " ~ * + . . . - o’ + A'»-’^ 


und reducirt 


A [(2 a)^ + i ( 2 a ) “ ^ A - i ( 2 «) Aa:* + ■ . . .] 

Aa^- + A® - ia~ - Aa:*+ .... 

i 


Aar^CSa)^ + i(2a) ^Aar-KSa) -’Aa:^...] 

I 

Zähler und Nenner mit A®* dividirt gibt 


y + Ay = 


1+ia "»Aar 




3 3 

» Ax^ + .... 


(2a)'^+4(2a) ^A® — ?(2a) '^Ax*^.. 


Mit der beliebigen Abnahme von Ax 
nimmt auch Ay beliebig ab, der Aus- 
druck links nähert sich beliebig seinem 
Grenzwerth y und der Quotient rechts 

nähert sich seiner Grenze — mithin 

(2a)^ _ 

ist für j? = a die Function w = — ^ 

a • O/t 

(2a)^ 

0. Es ist No. 1 angegeben , dafs man 
in a'gebraischen Functionen der Be.schaf- 
fenheit, dafs Zähler und Nenner für x = a 


zu Null werden, die analystische Methode 
nicht anzuwenden nüthig habe, weil eine 
einfache Division des Zählers und des 
Nenners mit dem Null machenden Fac- 
tor genüge. In dem Beispiel 8 ist dies 
natürlich auch der Fall. Es ist nämlich 


1 X- 


|a = (f'x — t'a) X 


Vx -h i 'a 
V'x -h y a 


X — a 

tx-f-Va 


I’ X — a = I X — a X 


I X — a X — a 


y'x — a \'x — a 
folglich ist der Zähler dividirt durch (x-a), 
oder 


yx — p 'g -|- y'x — a 
x-a 


V X -f pa a* _ a 


] 'x — a -b Fx -|- pa 
p' x - a (y'x -h V«) 


der Nenner p-x* — a* ist durch (x — o) di- 
vidirt = — - = 1/— der Quotient 

X — a f X — a 

ist dem nach nach ausgeführter Division 
( l' x ~ a-y p X 4- ya \ 

\ px — g (p'x 4- ] a)' _ l'x — a + p'x+ pa 

/^.i ® 0 X -f- p g) l 'x + g 

X — g 
und für x = g gesetzt 

- ^ + 1 _ 1 2rt 

^ ~ (p ’g 4- p'g) p2g ~ p'2« ~ 2a 
ln complicirten algebraischen Aus- 
drücken möchte die analytische Methode 
vorzuziehen sein, besonders da man für 
jede Reihe nur die beiden ersten Glieder 
zu entwickeln hat. 

III. Bestimmung der gröfsten und 
kleinsten Werthe von Functionen. 

Wenn der Werth einer Function y für 
einen Werth X der Urveränderlichen x 


gröfser oder kleiner wird, als alle 
Werthe derselben, welche entstehen wenn 
]nan den Werth X bis zu bestimmten 
(irenzen hin vermehrt oder vermindert, 
so heifst jener Werth von y für A' im 
ersten Fall ein gröfster Werth oder 
ein Maximum der Function, im zweiten 
Fall ein kleinster Worth oder ein 
M i n i m u ra d e r F u n c t i 0 n. Diese gröfs- 
ten und kleinsten Werthe der Function 
bedeuten absolute Zahlen, ohne dafs 
Vorzeichen dabei in Betracht kommen. 
In Beziehung auf die Vorzeichen nennt 
man subtractive Minima auch Maxima 
und subtractive Maxima, Minima. Die 
Werthe der Urveränderlichen, welche in- 
nerhalb der oben gedachten Grenzen lie- 
gen so wie die zugehörigen Werthe der 
Function, bis zu wdchen die Maxima und 
Minima als solche gelten, heifsen benach- 
barte Werthe. Aulserhalb dieser benach- 
barten Werthe kann die Function Werthe 
annehmen, die gröfser sind als das zu 
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jen€Q benachbarten Werthen gehörende 
Maximam und kleiner als das zu dem- 
selben gehörende Minimum der Function. 

Betrachtet man diejenigen gröfstcn und 
kleinsten Werthe, die gröfscr und kleiner 
sind als alle übrigen nur möglichen 
Werthe, welche die Fnnclion annehmen 
kann, so heifsen diese gröfstcn und klein' 
sten Werthe absolute Maxima und 
Minima, jene nur bis zu bestimmten 
Orenzwortben sich erstreckenden heifsen 
dann in Beziehung auf diese, relative 
Maxima und Minima. 


2. Es sei eine Function von r 

für den Werth X von x werde y ein 
Maximum Y\ läfst man dann X um ^x 
zunebroen und abnehmen, d. h. snbsti* 
tnirt man für A' die Werthe A + und 
so sind die zu diesen Werthen 
gehörigen Werthe von y beide kleiner 
als K, so klein man auch nehmen 
mag, d. h. 

F+ Ay< F oder f{X + ^x)<Y 
und y — Ay < F oder f (A' + A ir) < F 
Nach dem Taylorschen Satz hat man 


»■ + A»=/’(A' + Ax)= K + |-*Ax + 


und wenn man — Aa; für A* setzt 




Hat nun für den bestimmten Worth 
X das erste Differenzial von y eben- 

f)j 

falls einen bestimmten additiven oder 
Bubtractiven Werth, so kann man dessen 
Factor, den Zuwachs A« so klein neh- 
men, dafs das zweite Glied in 

Ox 1 

jeder der beiden Reiben gröfser wird als 
die Summe aller von dem 3ten Glicde 
# A x^ 

ÖP* j — 2 nachfolgenden Glieder, oder 

wenn man diese Summen als den zu den 
Tollständigen Ausdrücken für y^Ay ge- 
hörenden Reste mit R und R' bezeich- 
net, man kann ^x so klein nehmen, dafs 

R und R' gegen beliebig klein 

o X 

werden. Es mögen also R und R' ad- 
ditiv oder subtractiv sein so bleiben 

+ und Aj? - h ß' mit dem 
0 .T c>x 

Dy 

zweiten Oliede q^Ax übereinstimmend 
additir oder snbtiactiv. 


a»y 

8 x> 

Ax» 0>y 
■ 1 . 2 bx» ' 

A*» 

l-2-3'^'" 

( 1 ) 

a«y 

^x» 9’y 

Ax> 

( 2 ) 

Ox* 

■ 1 • 2 0 ^ ■ 

1-2-3 

0 y 

Ist daher ^ additiv, so hat man 
t)x 



Nun ist K + Ay = Ax+ R (3) 


nnd 


A-Ay= r-g*Ax+'R’ (4) 


y+Ay>y 

nnd Y-s- Y 

Von den beiden benachbarten Werthen 
ist also der eine gröfser und der andere 
kleiner als F, folglich ist F kein Maxi- 
mnm von y. 

Ov 

Ist T<r subtractiv, so hat man 

t)X 

F-i-Ay<F 
und F“ Ay > F 

cs ist also wiederum Y kein Maximum 
von y, weil die benachbarten Werthe nicht 
beide kleiner als F sind. 

Es kann also kein Maximum F für die 
Function y entstehen, wenn für diesen 
AVerth F uud den dazu gehörigen Werth 
X der Urverändurlichen das erste Diffe- 
renzial von y einen bestimmten additiven 
oder subtractiven Werth annimmt. Es 
mufs also für ein Maximum F der 
Function der Werth des ersten 
Differenzials entweder = 0 oder 
= «o sein. 

3. Für den ersten Fall, dafs für die 
zusammengehörigen Werthe F und A* das 

erste Differenzial ^^ = 0 wird, hat man 
die beiden Reihen 


J' + A» = J' + — + + 

x-t-oy ' + 1.2 + Ox’ 1-2.3 + - 


y-Ay = y+ 


D'y Ax> 0 ’y Ax’ 


Ox« 1.2 bx» 1.2.3 


(5) 

(«) 


Nun kann man viedernm Ax so klein 
nehmen, da& die Summe aller dem zwei- 


ten Gliede 


O’y Ax 
0x> ■ 1 . 2 


nachfolgenden Glie- 
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der kleiner wird als das zweite (.llied 
seihst, "der wenn man diese .Summen 
in den beiden Reihen mit ft und ft' lie- 
leichnet, dafs 

Aa-' 

’ 1 ■ 2 


Oj^sr 
0a->' 

Nun bat man 
J' + Ay=»' + 


■ ft' ist. 


()ar' ' 

a*r/ 


Ax« 
1 • 2 
A** 


+ ft 


+ ft’ 


und V-A! 1 =»' + 3 ^. ,.2 

In beiden Ausdrucken isSt nun das zweite 
(ilied a<lditiv. Nimmt also das zweite 
IdfTerenzial für den Werth A' der Urva- 
riablcn, für welchen da.s erste DilTeren' 


zial =0 geworden ist, einen bestimmten 

additiven cnler subtractiven Werth an, 

so sind beide zweiten (iiieder entweder 
zugleich additiv oder zugleich subtractiv. 
Für den ersten Fall ist 

)' + Ay ' y 

und Y — Ay > Y 

Für den zweiten Fall ist 
F + Ay< y 
und F — < >’ 

in dom ersten Fall ist also Y ein Mi* 
nimum, in dem zweiten Fall ein Maxi* 
mum der Function. 

4. Winl für denselben Werth A' der 
Urveränderlicben , für welchen das erste 
Differenzial der Function = 0 geworden 
ist, auch das zweite DifTerenzial =0, so 
andern sich die Heiben in diu folgenden 


F-Ay=F- 


Dj-* 

ov 

■ dx^ 


A-r* 0^ A^* 
(4)" 

(3) ■^d.r*''(4) 


Diese Reihen sind also der Form nach Differenzial einen bestimmten positiven 
dieselben wie die ersten beiden, und folg- oder negativen Werth annimmt; wird da- 
lieh exislirt kein Maximum und kein Ui- gegen dieses dritte Dilferenzial = 0, so 
nimum der Function, wenn das dritte erhält man die Reihen 


und 


F + Ay = 
F-Ay = 


(4) (5) **■ 

y , 0 V Ax* _ 

hx* ■ (4) Ox» * (6) 


und man erhält wie vorhin für y' ein 
Maximum F bei dem Werth A’ der l’r- 
0 *y 

veränderlichen, wenn ;; . einen bestimm- 
üx* 

teil snbtractiven Werth und ein Mini- 

mum F, wenn einen bestimmten ad- 
* ()x* 

ditiven Werth annimnit. 


Setzt man diese Schlüsse weiter fort, 
so ersieht man aus den bisherigen Un- 
tersuchungen ; 

Erstens, dafs von der Function y nur 
ein Maximum und ein Minimum existi- 
ren kann für denjenigen Werth Ader 
Drvariablen A, für welchen das erste Dif- 
ferenzial der Function =0 wird, 
cix 


Zweiten.^; Setzt man diesen Worth X 
in die höheren Dilferenzialo und dasje- 
nige Differenzial, welches zuerst einen 
bestimmten Werth annimmt, ist ein D. 
gerader Ordnung, so ist der Werth der 


Function für den Werth A der Urver- 
änderlichen ein Maxiraum, wenn das hö- 
here D. subtractiv ist, ein Minimum, 
wenn das höhere D. additiv ist. 

Drittens; Ist dasjenige höhere D, wel- 
ches zuerst einen bestimmten Werth an- 
nimmt, von ungrader Ordnung, so existirt 
für die Function y weder ein Maximum 
noch ein Minimum, weder für x = X 
noch für irgend einen anderen Werth 
der Ürvariabeln. 

5. Aus der Entwickelung der Kegeln 
zur Erkennung der Maxima und Minima 
ersieht man, dafs immer nur die abso- 
luten Werthe entscheiden, dafs also jede 
Grölse, die auf ein Maximum oder Mi- 
nimum zu untersuchen ist, als positive 
Gröfse gedacht werden mufs. Ist aber 
eine solche Gröfse der I.age nach nega- 
tiv oder der Zahl nach subtractiv, so 
mufs ihr, damit sie au sich gröfser werde, 
etwas Negatives oder Subtractives znge- 
setzt werden; eben so mufs von ihr etwas 
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Negatives oder Subtractives fortgenoni- 
men werden, wenn sie au sieh kleiner 
werden soll. 

Druckt man nun das Negative, welches 
einer Gröfse y anhaftet algebraisch aus, 
so entstehen in den obigen für 1' ent- 
wickelten Reiben die entgegengesetzten 
\orzeichen, und es finden also bei dem 
negativen Maximum und dem negativen 
Minimum die entgegengesetzten Kenn- 
zeichen statt. Aus diesem Grunde nennt 
man anch die negativen Maxima, Minima 
und die negativen Minima, Maxima. 

G. Kür den Werth A’ der Urveränder- 
lichen j?, welcher entsteht, wenn man 

Öj setzt, kann nach No. 2 ebenfalls 

ein Maximum oder Minimum entstehen, 
ln solchem Kali mnfs man direct unter- 
suchen, ob ein solches und welches von 
beiden stattfindet, indem man in die Func- 
tion (« 4 - k) und (oo — *) für * hinter- 
einander einsetzt, entwickelt und erfahrt, 
ob diese benachbarten Wertho beliebig 
klein genommen, beide grofser oder beide 
kleiner wenlen als Y für 

Für die richtige .Auffassung der vorge- 
tragenen Begriffe und Verfahrungsarten 
eignen sich ganz besonders die trigono- 
metrischen Functionen, und cs sollen 
daher an diesen die nothwcndigon Er- 
liuterungen angeknüpft werden. 

7. Beispiele. 

1. sin X wird für x = “ zu dem Maxi- 
mum 1, denn ist <1; fer- 

ner für x = |/r ein negatives Maximum 
= — 1 ; <lenn sin ( 4 « ± o) ist negativ und 
ab.solut kleiner als 1. St»(x = 0) =0 ist 
kein Minimum, denn tin (0 4- x) = -b «in « 
ist > l und sin (0 — rr) = — «in n ist -r' 1. 
Desgleichen ist sinnsO aus demselben 
Gronde kein Minimum, tiesetzt man 
wüfste dies nicht, und wollte die Func- 
tion y = «inx auf Maxima und Minima 
analytisch untersuchen, so hat man: 

Oy 

- = ros X 
Ox 
hhj 

Ox* = ““"^ 

^^=-ro«x 


JIM V Aber auch für x=~ 

wird roj X = 0, also kann auch J*«^* 
ein Max. oder ein .Min. sein. Nun liegt 
aber lin zwischen dem 3ten und -tten 

Quadrant, ist negativ nnd — siH” ist 

eine positive Gröfse; folglich ist ^ 

entweder ein Minimum oder ein negati- 
ves Maximum, und letzteres ganz be- 
stimmt, weil dessen benachbarte Werfhe 
negativ sind. 

Auch für dasjenige x, für welches 
cosxsz o& wird, kann jinx ein Max. oder 
ein Min. werden, ein solches x existirt 
aber nicht. Mithin sind nur die obigen 
2 Maxima für «in x möglich und ein Mi- 
nimum existirt nicht. 

2. y = roj X 

V ' L 

h,s ist c, = “ **W 
ox 


Für X = 0 wird 


• sin r = 0, und 


Es kann nun sin x für dasjenige A, 
mit welchem roi x = 0 wint, ein Max. 
oder ein Min. werden. Die.s ist aber 

*=Y> “■><• da zugleich gj 5 = -*'"Y. 
also ein subtractiver Werth wird, so ist 


I ö V 

da ~ snhtracliv ist, so ist 

rot (x = 0) ein Maximum ; es ist auch 
cof (0 ± «) = + roj n , so dafs beide be- 
nachbarten Werthe <fo,0=l sind. Für 
x = n wird - sin x ebenfalls =0; da aber 
cos 71 zwischen! dem zweiten und dritten 
Quadrant liegt, so ist ras 71 negatix, folg- 
lich = - ros X eine positive Oröfsc nnd 

cos 71 entweder ein Minininm oder ein 
negatives Maximum, und ausschliefslich 
letzteres, weil die benaebharten Werthe 
von cos 77 negativ sind Für cos x = 
gibt es kein x. Ein Minimum entsteht 

nicht: bei = nämlich wird cosx-0, 

allein cos -f ist negativ nnd 

CO, ist positiv mithin der erste 

Werth kleiner, der zweite gröfser als 

7t 

ros- =7 0. 

a. y-ig x 

Es ist = sec ^x 

t)x 
ft ‘^U 

rv , = 2fyx »sec *x 
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Für ser ’jt = 0 gibt cs kein r, weil der 
kleinste Werth von tec x = \ ist. Es 
mufs also sec *ar = oo versucht werden. 

Ö*ü 

und dafür ist x = — . Nun ist für 

I = -- ebenfalls = ® und man ersieht, 
2 

dafs alle noch höheren Differenziale von 
ij ebenfalls für y = “ werden. Demnach 

ist eine directe Untersuchung erforder- 
lich. Man hat die Reihe 

ir n , 1 / "V , 2 /n\» 

'ST=T + ¥(ir) +3T5l-2j + 

Hieraus enUtehen also 

's(y+'') = (t + “) + Kt+") 

und 

Die vorstehenden Reihen eignen sich 
nicht zur Untersuchung oh für 

ein Maxiinuiu oder ein Minimum ent- 
steht; geht man daher zu der trigono- 
metrischen Formel über 

tg n ^ tg ß 

C“ .Igß 

so hat man, für « den Werth y gesetzt 
ig^ilgß 

und Zähler und Nenner durch (j y di- 




vidirt 


1± 




igß 

TT 


T l9fl 


tg- 


Nun ist tff y = ® daher ist 


= J.5.9 

^\2 ‘7 OT^tgß 


folglich 

und 




•A” = 


Nun ist zwar ij — = ® und als solche 

ein MaX. für jeden endlichen Werth, also 
:> (-f cot ß) und >(— cot ß) Allein — cotß 
gehört einer Reihe von Werthen an, de- 
nen ein anderes Max. zukommt, nämlich 
das für x — |/r. 

tg^ ist das absolute Maximnm 
der Tangenten für Bogen von ar = 0 hU 
a: = und von x = ti bis ;r = |n. Ein 

Minimum hat tg x ebenfalls nicht , weil 
zwar tg (x = 0) = 0 ist , aber tg (-{- f») po- 
sitiv und > 0, tg (- «) negativ und < 0 ist. 

4. y:xcotx gibt dasselbe Resultat in 
Beziehung auf Maxima und Minima: Es 
existiren nur 2 absolute Maxima und kein 
Minimum für cotx. 

5 . ysserx 


Es ist 




tg X • tec X 


X {tg + sec =*x) 

0 V 

Für X = 0 ist = Ij X • scr X = Ox 1 = 0 

für X = 0 wird (0-f-l) = -f I 

ilx’ 

fi»« 

Es wird also, da eine bestimmte 

positive Gröfse ist, sec x für x = 0 ein 
Minimum = 1 ; und es ist auch sec (0 ■*= n) 
+ sec n so dafs beide benachbarte »ecaii- 
ten positiv und grölser als 1 sind. 

Für X = 71 wird ebenfalls 

0». 


Ox 


= tg X • sec X = 0 


Nun ist «er 71 zwischen dem zweiten 
und dritten Quadrant belegen, also ne- 
gativ = - 1, und 

|^^=- i[o+(-i« = -i 

mithin wird seex für x = n entweder ein 
Maximum oder ein negatives Mininiiiiii, 
und letzteres findet statt, weil secn zwi- 
schen benachbarten negativen Secaiiteu 
liegt. 

öy. 


Für 


— wird 
2 ux 


Die gleich weit von lg — entfernten 

benachbarten Werthe sind also beide 
gleich grofs aber einander entgegengesetzt. 


Es kann also secy ein Maximum und 
O’» 

ein Hiuiiiiuui sein. Aber „ , ist für 
Dx* 

x = -^ ebenfalls oo , und wenn mau mit 
Hülfe der trigonometrischen Formel für 
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J ,!■ Werthe y, ar positiv, so wachst y von 

, die eitere Ün- Warhsthiim von x and 

r^— Hl «j nimmt ab mit der Abnahme von x Ist 

tersuchiuig anstellt, so ergiebt sich, daüs jenes Differensial negativ, so 

71 ^ wachst y von hier ab mit der Abnahme 

sec — ein absolut es Maximum ist, wie von x und nimmt ab mit der Zunahme 
^ von «. 

auch *^''(2 “**) P^®***'^ irgend einen Werth X von 

^ jjgg erste DitTerenzial — i" ’ 


negativ ist. 

6. y = coser x 


Ox 


0 und es 


Es ist 


öy_ 

bj 


= — cot X • cotec r 


0 V 

wird für den Werth A' + A* positir, 


Für X = wird ^ = -0x1 = 0 
2 <)x 


O’y 

Ox> 


= 1 ( 0+ !’)■=+ 1 


r., 80 wachsen die Werthe der Function y 

— ^ = + co«cx(co(’x+cojec’xl ^ <'o'' positiv benachbarten 

<)x' \ 1 / g 

Seite hin; wird ferner auch ^ für den 

Ox 

Werth A' — As^ positiv, so nehmen die 
Werthe der Function y von Y für A' nach 
der negativ benachbarten Seite hin ab 
- , o • , . , ^ für X = A' weder ein 

folglich entsteht für x — wie bei der tlaximuni noch ein Uinimiim. 

Secante ein^Minimum =1, und es ist wird das Differenzial fürA’ + Ax 
auch co«ec(y±n) = + coiecn. Das Maxi- negativ, so werden die Werthe der Func- 
mum für X = 0 Lst ein absol n te s Maxi- ^ nach der positiven Seite 

eben 


hin kleiner; wird für A'- 
nx 


mum. 

8. Man kann für dio Reurtheiinng, ob 
eine Function y mit dem Nullwerth des negativ, so werden die Werthe der 
ersten I)üTerenzials für x und y, ein Maxi- Function von I’ ab nach Her negativen 
imim oder ein Minimum oder keines von Seite hin grüfser und Y i>t wiederum 
beiden wird, höheren liifTereuziale weder ein Maximum noch ein Blinimum. 

^wÄ"nämlich eine Function y mit för .V + Ax posi- 

dem Wachsthum ihrer Urveranderlichen , öy „ 

X und nimmt mit ihr ab, so wachsen X — negativ, so 

auch die Zuwachse Ay und Ax mU ein- »aehsen die Werthe der Function y von 
ander und nehmen mit einander ab. Zu y ab nach der positiven Seite hiiif und 
e nem positiven Ax gehört also immer wachsen mit der Abnahme von A und Ax 
ein ^sitives Ay.und zu einem negati- auch nach der negativen Seite hin. Beide 
ven A* immer ein negatives Ay. es ist benachbarten Werthe von y rechts und 
mithin jederzeit der Zuwachsquotient y fj, öy ^ A 

gositiv und somit auch das Differenzial werden grüfser als Y und folglic'h ist 
positiv. f ®i° Minimum. 

^ . 8 V 

Wächst hingegen die Function y mit Wird endlich für .\+Asi negativ 
der Abnahme der Drveränderlichen x und g „ 

nimmt ab mit der Zunahme von x, so und„ - für A' — Ax positiv, so nehmen 

findet beides auch zwischen deren Zu- j- «* .. . 

wachsen Ay und Ax statt. Es ist also "'fj.''® fl'f Function ab welche auf 

jederzeit absolut genommen y+Ay mit , I«**"’?" «®i‘el'e(f«n und die Werthe 

x-Ax oder y-Ay mit x + Ax ver- ‘^*1. Function auf der nei^tiven Seite 

A nehmen ebenfalls ab. Beide benachbar- 

bunden, der Diflferenrenquotient und ten Werthe zur Linken und zur Rechten 

von Y werden kleiner als F, und Y ist 
ein M axi mn m. 

, . .. T ' ” W>rth von x zu finden, 

derzeit negativ. Ist gegenseitig das Dif- für welches y ein Maximum und ein Mi- 


mit demselben das Differenzial ist jo 
Ox 


ferenzial für irgend zusamuiengebö- nimnm werden kann setze ^^ = 0 und 
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entwickele a? so ist A der irerlangto Worth, 
Tni nun aber heurtheilen zu können, ob 
für A' die Function y ein Maximum oder 
ein Minimum oder keins von beiden wird, 

n V 

setze in dasselbe Differenzial für A' 

nach einander die Werthe A’+A* und 
X - A* (oder A -}- rr und A' - a). 

Wird dann ,, v*^a~S 

«•(■V+Aj) i'(A-Aa-) 

iieRati», so ist >’ ein Minimum, 

,iT. 1 <^y *• 

älV + Ax) 

positiv, so ist y ein Maximum. 


iMsitiv oder ne^tiv, .so ist F weder ein 
Maximum noch ein Minimum. 

9. Beispiele. 

1. Eine gegebene Zahl in 2 Theile zu 
zerlegen, dafe das Product bestimmter 
Potenzen dieser Theile ein Maximum 
oder Minimum werde. 

Ist fl die gegebene Zahl , x der eine 
Tbeil, also (o — j*) der andere, so soll 

arm (a _ ar)« = ^ sein. 

Nun ist 


= Ox'” (a — x)n = X'" • n (fl — x)’*“t (— i) + (fl — x)" • mx l 
ox 

= X —t • (a “ x)*»— t [m (fl — x) - fix] 
sr X»' • (fl — x)'»- 1 [ma — (m + n) x] 


5?^ kann nun = 0 werden für den ersten 
i)x 

Factor x«' — 1=0, d. h. für x = 0, wel- 
cher Wortb für ein iW nicht möglich ist; 
für den zweiten Factor (a — x)«“*, also 
für (a — x)= 0. welcher Werth ebenfalls 
der Aufgabe widerspricht; daher kann nur 
der dritte Factor =0 gesetzt werden, also 
vta — (m F n) X = 0 
ma 

woran.^ x = — — 

m F fl 

Da nun das 2te Differenzial substractiv 

wird, so entsteht für x = ein Maxi- 

m F n 

und die beiden Theile von a sind 

und (fl - ), das Prodnet der 

Ml F w '• IW -t 
Potenzen, das Maximum 

=1 1 xl- — I =- , — xa«+" 

Vm F \« -r (mFn)"''*'" 


muni 

ma 


Für m = fl sind beide Theile der Zahl 
einander gleich und jede ^a. 

Die Zahl 10 in 2 Theile zerlegt , dafs 
x*x(IO — x)^ ein Maximum wird, gibt 
C und 4 und da.s Mnximnm =: C’x4^=3456. 


2. Von einem Cylinder ist der Inhalt 
gegeben, seine Ahmessimgen so zu 
bestimmen, dafs seine gesummte Ober- 
fläche ein Minimum werde. 

Bezeichnet man mit x den Durchmes- 
ser der Grundelieue, mit y die Höhe des 
Cylinders, so ist 

der Inhalt des Fylinders = i»» x^y = 
der Inhalt jeder Fmdfläche = Jnx* 
der Flächeninhalt des Mantels = nxy. 

Die Grufse, welche ein Minimum wer- 
den soll ist also 

»xy F 2 • |frx* = M 


Nun ist aus der ersten Gleichung 


also 
Nun ist 


4/1» 


F X* = M 


0 ) 

Ci) 


a.V 4A» . -4A»F^X» 

0, =-3T - = 0 


ipi- 

' TT 


( 3 ) 

Das zweite D. von 3/ wird positiv, mit- 
hin entsteht für diesen Wertn von x eiu 
Minimum. 

Mau erhalt nun (aus 1 und 3) 


Es mufs also für das Minimum der ge- 
sammten Oberfläche die Höhe des Cyhn- 
ders = dem Durchmesser der Grundfläche 
genommen werden. 

Je kleiner man die Hohe nimmt, de.sto 
gröfscr werden die beiden Endflächen und 
mau kann mit beliebiger Abnahme der 
Höhe den Inhalt beider Endflächen be- 
liebig grofs erhalten, so dafs mit diesen 
auch die gesninmte Oberfläche beliebig 
grofs wird und somit ein Maximum un- 
möglich ist. Gegen.seitig wird durch Ver- 
gröfsernng der iföho die Griindflächo im- 
mer kleiner, der Mantel wird immerfort 
grüfser und mit diesem kauu die ge- 
Kammte Oberfläche des Cylinders jede be- 
liebige Gröfse erhalten. Beides drücken 
auch die Formeln für deu Mantel und 

die Grundflächen aus, nämlich — und 

X 

Es ist daher auch die Aufgabe 
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unmöglich, den Cylinder von dem Inhalt 
80 zu hestimmeii , dal's der Mantel 
allein , oder eine oder beide tirundilächen 
allein Mauma oder Minima werden. 

Soll eine Urundflärhe vom Minimo 
auageschlusaeu werden, so hat man 

JW = l± + '„» 


und 


woraus 


und 


OiM 4.1» , 

— = _^_ + |„=0 


|/T 

?o i!af» der Durchmeiiser der (rrandfläckc 
doppelt 80 (frofs als die Höhe sein imuIs. 

3. Aua der Torigen Aufgabe erhellt» 
dafs unter allen Cyliudern von gleich 
grofser (iesammtobertläche derjenige den 
gröfsteii körperlichen Inhalt hat, bei wel- 
chem Ourchinesscr der (irundebene und 
Höhe = grols sind. Dies soll hier direct 
untersucht werden. 

Bei derselben Bezeichnnng soll der In- 
halt 

A* = = Max. werden. 

Die gegebene (lesamnitoberfliche ist 
nxy -p ^Ttx^ 

• . F— Ittx* F 

hieraus y = 

7tX 7IX 

Also -{xj=JPa--;„z.s 

D If 

daher j^= J/''- 

I 1 /2/-’ 

und f = I' 

' 3.T 

Nun ist 

F- 'n 

1 _ I /2f’ 

~I/2F ~3nt 2F~ I 3Ö 

" y 3n 

Dafs der vorstehende Ausdruck für x 
ein Maximum ist, ersieht man natürlich 

d* Jff 

daraus , dats ^ einen iiegativeu Werth 
erhält. 

4. ln einem ebenen Viereck sinil die 
4 Seiten ti, 4, c, ä gegeben; das Viereck 
BO zu bestimmen, dafs der Inhalt dessel- 
ben ein Maximum werde. 

Wenn man in dem ne)>eusteheuden 
Viereck ABCU die Seiten BC und CU 
sich unverrückbar denkt, so kann mau 
die Seiten Ä.1 = c und DA = d auch in 
die Lage BEU bringen, endlich kann 
man durch Verminderung des BCD 
das Viereck ABCD auf jeden noch so 

II 


2.1 


*= — 


V'n 


4A» 

\f7t 

7, ' 

‘4A* 



kleinen Inhalt bringen und man sieht, 
dafs die Aufgabe kein Minimum zuläfst. 

Als Maximum ferner kann das Viereck 
keinen ansspringeudeii Winkel /i haben 
Zieht man die Diagonale Bl), setzt <lie 
Z.1 und E = if und >p, so ist 
I^ABI) — • d • sin tf> 

^VBt) ~ in • b • sin g. 
mithin der Inhalt des Vierecks 

Id = ^ (ab sin df -)■ cd tin lf>) (I) 
Das Differenzial vom II soll =0 ge- 
setzt werden ; es sind 2 \'oränderliche i'. 
und If, nimmt mau if als urvcräiulerlich 
und ditferenzirt, so erkält man 
0.»/ , f)./. , , 

= a4 cot If , , + cd cos = 0 (2) 

Setzt man die Dingoualo so 

hat inan für die beiden Veränderlichen 
die Gleichung 

J-* = a* -f &* ~'2abcoi ^edeottf 

woraus 

a« + 6*- cd 

„sg,= + -4™"r (3) 

Ö cos »1/ cd ^ 

0(fi ah ' 

Ol/' cd . 

btf ah sin ift 

Diesen Werth in das Differenzial (2) 
von M gesetzt, gibt 
0/W cd sintf) 

- ab CO, ,!> . + cd CO, ,,=0 

oder' 

O.tf sif» y • cos »;» -f- costt • »i« Hf 

- ca : 

«V simp 

oder sin (</ -1- 1/,) = o (3) 

Ks ist mithin 
entweder = o 

oder If + If,= i 80” = ir 

Der erste Werth ist nicht möglich, 
folglich gilt nur der zweite Werth d +>’■’= i- 
Das verlangte Viereck ist also dasje- 
nige, dessen gegenüberliegende Winkel 

20 


und 


oder 


woraus 
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= zweien Rechten sind, d. h. das in einen 
Kreis beschriebene Viereck, und das Maxi- 
mum selbst, wenn man « + ^ + ^ + d = i 

setzt ist 

M = ll'(. - o) (. - b) (• - c) (• - , 

Dafs M ein Maximum und kein Mini- 
mum i»t geht auch aus den Formeln her- 
vor. Denn (ileichung 2 xeigt, dafs co% i/i 
mit cot tf' f also auch dafs ilt mit if au- 
ninimt und abnimrat. Setit mau also 
u. = <r — « , so »ird auch iti = il> - fl, 
if, 4. ij, _ („ 4 sind kleiner als 180“' und 
sin [7 + wird positiv. Für 

7-bnwird tflz)xt(f+fl und7'-bip-t-(n+^)'^l“f' 
folglich sin t-f + i « + fl) wir*' negativ 
(vergl. No. 8). j 

5. Es ist eine grade Dime All und 
anfser ihr aber in ilerselbeii Ebene sind 
2 Punkte C und I) gegeben. Man soll 
den Punkt E in der geraden Linie fin- 
den, so dafs die von und I) nach E 
gezogenen gradeii Linien zusammenge- 
nommen die kleinste Länge haben. 

Fällt man die Lothe CP und DG auf 
AU, so miifs der Punkt E zwischen P 
und G liegen. Denn gesetzt E’ wäre mit 


F'ig. 560. 



E gleichweit von G entfernt, 

so wäre DE' — DE, 

aber CE' > CE 

also kann nur DE fl CE ein Minimum 

werden. 

Da E' unendlich weit von G genom- 
men werden kann, so läfst die Aufgabe 
kein Maximum zu. 

Bezeichnet man PG mit c, PE mit x, 

CP mit 0, DG m it b, s o hat man 

.tf = CE fl DE = 1 a^ + x* fl]b‘ + (c - J-)’ 


. f)iW_ 2x -2 (c-t) _ x| M + (e- j)« 

Nun ist aZTjTiä «l 4* fl (e X ] 4' + (c - x)’ 


oder x| 4» -b (C - x)r = (c - x) yu‘ fl x- 
2o*cx n'c'‘ _ 
woraus ~ ' s _ 4t + ;,z . (,t - " 


uml 


ar 

S Tfc 7 

«•t & 


Also 


ac 


nr , 

.r = — Oller , 
a-^ h b- 


Kur die erste Foroicl verlänp^rc FC 
liis //, so dafs FH = « t A, ziehe HG und 
aus C die mit HG parallele CE so ist 
E der gesuchte Punkt. Denn es ist 
FH : FC = FG : FE 
otler <1 -f 6 ; rt = r : X 


also 


o { 6 


Die zweite Formel gilt für den Fall, 
dafs beide Punkte C und H auf enlge- 

Fig. 561. 


gengesetzten Seiten Ton AB liegen. Es 
versteht sich, dals die grade Linie zwi- 
schen C und D die kleinste Summe l>ei- 
der Linien gibt, und dafs also deren 
Durchschnittspunkt mit AH der verlangte 
Punkt ist, und dies drückt auch die For- 
mel aus. Denn es ist Fig. 5t»l : 

CFiDG = EF:EG 
oder n : = j* ; r - a* 


Aus der Function ersieht man, dafs 
das 2te Dilferenzial positiv werden mufs , 
denn das I). des ersten Gliedes | o* + 
bleibt in allen Ordnungen posit iv, die Dif - 
ferenziale des zweiten Gliedes ] 6*+ (c-x)* 
werden wegen des (- x) und der darau> 
erfolgenden (— Ox) abwechselnd negativ 
und positiv und somit wird das D. von 



2(c — x) 


positiv. Der Werth 


21 P + (r-x)a 

X = ± ist also ein Minimum. 

«-fc 6 

G. In einen geraden Kegel einen Cy- 
limler zu zeichnen, der den grofsten Cu- 
bikinbalt hat. 

Wenn man die Höbe des Cyliudeis 
sehr klein nimmt, so nähert sich die 
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Grundfläche desselben der des K^els 
und kann mit Verminderung der Hohe 
derselben immer näher gebracht werden, 
aber der Inhall des Gylinders wird immer 
kleiner und sein Orenzwerth i*‘t = o. 


Fiff. •'>6'.?^ 



Eben so wird der Inhalt des Gylinders 
immerfort kleiner und verschwindet end- 
lich in eine gerade Linie wenn mau die 
obere Endfläche der Spitze des Kegels 
immer näher bringt, deshalb eignet sich 
die Aufgabe nicht zur Auffindung eines 
Minimums. 

Setzt man den Halbmesser des Kegels 
— Ty desen Uöhe = A, den Halbmesser des 
Gylinders = dessen Hohe — x, so ist 
das gesuchte Maximum 

M = 

Nun ist ä:r = ä — iT:y 
hieraus y = 

also M = 71 ^ (A — 

oder die constanten Factoren fortgelasson 
.V = (A - x)>x = AV - 2Ax» + X» 

also = A* — 4Ax + Sx'-* = 0 

0 X 

oder A (A — x) — 3x (A ■“ x) = 0 
oder (A — x) (A — 3x) = 0 
Nun ist für A — X = 0 ; x = A , der Cy- 
linder wird = 0 und folglich mufs A-3x = 0 
sein. 

Man hat demnach für das Maximum 
des Kubikinhalts 

X = ]A 


und der Inhalt des Gylinders selbst 

= 2^- 

der Kegel bat den Inhalt 

5 Iy”*’’’ 

fulKlicb verhalten sich beide Körper, der 
Cylinder und der Kegel wie 4:9 

7. In einem graden Kegel einen Cy- 
linder zn zeichnen, der den grüfsten Man- 
tel hat. 

Mit der beliebigen Abnahme der Höbe 
des Gylinders nähert sich der Mantel 
immer mehr dem Grenzwerthe =0, das- 
selbe geschieht mit der Zunahme der 
Höhe des Gylinders bis zu deren Grenze 
A, wo der Mantel ebenfalls = 0 wird. Es 
mnfs also einen Cylinder geben , dessen 
Mantel den gnilsten Werth erhält. Bei 
der vorigen Bezeichnnng hat man das 
Maximum 

M = 2jtw ■ a: = 2 o • -!" (A — a)x 
h 

und die constanten Factoren fortgelasseii 
,W = (A - x)x = Ax - x> 

a «I 

also ^*=A-2x = 0 
Ox 

woraus 

der Mantel ist also 

2jt • • 4A • jA = ^TirA 

8. In einen graden Kegel einen Cylin- 
der zu zeichnen, der den grüfsten Ge- 
sammtumfang hat. 

Mit der Zunahnio der Hübe des Cylin- 
ders bis zur Hübe A des Kegels nimmt 
die (resammt-Oberfläcbe des Gylinders 
immerfort ab, und wiitl mit der Hübe 
A = 0. Mit der Abnahme der Höhe nähert 
sich die (le.sammtobcrfläche immerfort 
der doppelten Kegelgrundfläche. Ist nun 
diese doppelte Grundfläche ein absolutes 
Maximum für die Gosammtoberfläcben 
aller in den Kegel eingezeichneten Cy- 
linder, so gibt es für dieselben kein Ma- 
ximum. Mit Beibehaltung der vorigen 
Bezeichnung ist das verlangte Maximum 


M - 2rty • x + = 2n (A — x) x + '2n (A - x)* = 2n - x) x + (A - x)*J 

= 2 71 [(r - A)x* - A (2r - A)x + rA*] (I) 

folglich 0 ^ = 2« [2 (f' - *) * - * (2»- - *)] = 0 


woraus x 
Nun ist 


A(2r-A ) 

Q(r-A) 


S’Jlf . 1.V 

Ox* =2''*s-x2(r-A) = 4o^,-(r-A) 

Ist r>A so wird dies zweite D. posi- 

20 * 
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tiv und M ein Minimum. Da aber nach 
dem Obigen ein Minimum nicht müglich 
ist, 80 mur« h->r sein, und dies ist die 
Bedingung, dafs ein Maximum entstehe, 
weil dann diese gesamrate Oberfläche des 
Cylinders grofser ist als die doppelte Ke- 
gelgrundebene. Dieses Resultat aber geht 
aucn ohne Analysis aus der Formel^ l 
für M hervor. Denn da die doppelte Ke- 
gelgrundfläche = ist2ar’ so hat man zur 
Bedingung 

2Jir*<2/J [(r-*)i’-A(2r -A)i+rA’] 

woraus die Klammern aufgeI5st und die 
Nenner fortgeschafit und reducirt, die Be- 
dingung hervorgeht 

(r-A)»- A(2r-A)>0 
oder (r — A)x > A (2r — A) 

I>a nun x immer kleiner ist als A, so 
muls (r - A) > (2r - A) sein, d. h. es müs- 
sen (r-A) und (2r - A) snhtracliv sein. 

Es ist demnach 


I L '■ 

hieraus 

und der hierzu gehörige Cylinder der 
verlangte. 

8. In einer Kugel den grüfsten Cylin- 
der zu zeichnen. 

Bezeichnet man nach Figur 563 mit r 
den Halbmesser der Kugel, mit x die 
halbe Höhe des Cylinders, d. i. die Ent- 
fernung des Uittelpunkts der Kugel von 
jedem Cirundkreise des Cylinders, so ist 
der luhalt des Cylinders 

= n • (r’ — X*) • 2x = 2n (r’x — x*) 


Fig. 563. 



= 2nr’ — 6ijx* = 0 

o X 

r 

woraus * = -; 

Io 

daher die Höhe des Cylinders =5rr3 
und der Durchmesser seiner Cirundebene 

^2rfJ = ;rl6 , 

die Höhe verhält sich zum Durchmesser 
wie V3 ! t'6 = 1 ; I 2 

d. b. wie die Seite eines Quadrats zu 
dessen Diagonale, und der Inhalt des Cy- 
linders ist = Sne* 1'3 

9. In einer Kugel den Cylinder zu 
zeichnen, der die gröCste Gesammtober- 
fläche hat. 

Bei derselben Bezeichnung bat man 

das verlangte Maximum 

W = 2n (r’ — x“) + 4nx j'r’ - x’ 
wo das erste Glied die Summe beider 
Grundebenen und das zweite Glied den 
Mantel vorstellt. Dies M hat mit belie- 
biger Abnahme von x den Grenzwerth 
2nr* nämlich die doppelte Fläche des 
gröfsteu Kreises der Kugel. 

Nun ist 


^ [- X- = 4 n [- * + = 0 

8* L iv*-x» J L I v*-x»j 


Da X nur mit dem subtractiven Vor- 
zeichen in der Formel sich befindet, so 
ersieht man sofort, dafs mit der VergrÖ- 
fserung von x der Ausdruck kleiner als 
Null also subtractiv und mit der Vermin- 
derung von X der Ausdruck grofser als 
Null also additiv wird und dafs somit das 
Diflerenzial ein Maximum enthält. 

Nun hat man entwickelt 

— jr I ^r* — X* + r* — 2x* = 0 
woraus x* = (I ± v'j) 

und x = *rl/'‘A'li 

das snbtractive Vorzeichen ist nnmöglich, 
mithin ist 




2 


Da nun in dem obigen Differenzial 

r* — 2 X* 

— X = 0 

Vr* — X* 

r immer >x, also i-'r* — x* positiv ist, 
das zweite Glied a^r wegen des sub- 
tractiven ersten Gliedes additiv sein mufs, 
so ist auch der Zähler (r* — 2x*) additiv, 
folglich r* > 2x*. 

Aus diesem Grunde kann in dem Aus- 
druck für X nur — t ^ gelten, weil für 

l/l +li 

' = ’-l 
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also > r’ werden würde , und man 
hat den Werth für das Maximum 




10 

10. Den Worth von x zu haden für 
irelche.s x^ ein Minimam wird. 

Es ist nach Formel 146 

i)xr 

= x»‘[l + %nar] = 0 

Und es kann nur für den Factor 
1 + logn X = 0 


xr zum Minimum werden, wenn x nicht 
= 0 sein soll. 

Es ist mithin Inx^ - 1 

und x = «-* = — 

e 

Wenn man in dem ersten Differenzial 
X vermehrt, so wird x** gröfser nnd Inx 
wird grofser, also >0; wenn man aber 
darin x vermindert, so wird x** kleiner 
und Inx winl kleiner, also 0 und folg* 

lieh gibt X = -^ ein Minimum von 


/ l\e 1 1 

Ve 1 2,71828... 


^ 

1,41466 


Man überzeugt sich von der Richtig- 
keit des Resultats, nämlich dafs ein 

’ ff 

Minimum aller ist (eia achter Bruch 
kann x nur sein) wenn man nach ein- 
ander wie z. B. folgende Logarithmen 
anfsneht; 

2*71. 

log 1 2,718 .... = 0,159768 
logil =0,0000000 

/ojl'2 =0,1505150 

hgy3 =0,1597071 

log!* = 0,1505150 

foyVlO =0,1000000 

/oj 1*100 = 0,0200000 

Für einen Broch, dessen Zähler = 1 
ist, gibt also unter allen Wurzeln von 

X ff 

der Form ix die Zahl v* <l®n gröfsten 
Nenner, den Bruch selbst also als die 
kleinste Zahl. 

10. Eine iiupHcite Fn nction ist 

f egeben, die Maxima uodMinima 
erselben zu bestimmen. 

Ist ii = /’(y, x) = 0 (1) 

eine Gleichung zwischen den Veränder- 
lichen X und g (s. Ilifferenzialgleichnng I, 
Formel 3), so hat man (nach demselben 
Art. No. 3) 

.. a.. a.. 

(2) 

Soll nun y ein Maximum oder ein Mi- 
nimum werden, so mufs x einen solchen 


0« Gj 0u_ 
Og Ox 9x 


Werth .X erhalten, für welchen 




anf die Gleichnng 

0« „ 

Gx“° 

Es können also nur diejenigen Werthe 
Ton X Maxima oder Minima der Function 

erzeugen, für welche nnd ^ einzeln 

= 0 sind. Oder was dasselbe sagt, für 
welche das 1). der Gleichung, x als al- 
leinige Variable angesehen, =0 wird. 
Die beiden Bodingnngsgicichungen für 
ein iV sind daher 

11 = 0 

und ans diesen können die beiden zu- 
sammengehörigen Werthe von x nnd y 
entwickelt weraen. 

Z. B. « = y* — flxy + = 0 (4) 

so ist noch 

Ow 


Dx 


= - ay -f 3x* = 0 


(5) 


wird. Mithin reducirt sich Gleichung 2 


Diese zweite Gleichung ergibt 
3x« 

und dieser Werth in die Gleichung für u 
substituirt i 

/3x’\» 3x«, , ^ 

ergibt X* X* — 2 j = 0 

oder x’ ^x* — ^ j = 0 
Es ist mithin 

a 

entweder x = 0 oder x = ^oi2 

für diese Werthe von x erhält man aus 

Gleichung 6 

entweder y = 0 oder y = ja 1 4 
11. Um non zu erfahren, ob für die 
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erhaltenen Werthe von x und y die Func- 
tion zu einem Maximum oder zu einem 
Minimum oder zu keinem von beiden 
geworden ist, bildet man das zweite D. 
Dies hat man aus Gleichung 2 : 


also 


9 "»' 




0®- 

0x 


^ 0*y 0yf0u 0-1/ 0y 0“« . 9*“_„ 

0y 0X* 0X L0I/ 0x* 0x 0y*Ox 0X* 


Setzt man nun nach Vorschrift den 

d V 

Werth =0 in dieso Gleichung so re- 
ox 

ducirt sich dieselbe auf 




V0y ^ 


Ist nun dieses zweite D. subtractiv, so 
entsteht ein Maximum; ist cs additiv, ein 
Minimum. Ist das zweite D. 0, so mufs 
das 3 te und 4 te D. gebildet und verfah- 
ren werden wie oben vorgeschrieben wor- 
den. 

12. Die Regel für die Auffindung der 
Maxima und Minima einer implicite ge- 
gebenen Function ist daher folgende: 
Man nehme das Ditferenzial der Ulei- 
chungsformcl in Hezichung auf die Ur- 
veränderliche (x), als wenn diese allein 
variabel und die Function also con- 
stant wäre; setze dies /) = 0 und ent- 
wickele X und y aus beiden Gleichungen, 
so dafs beide dnreh constant gegebene 
Grofsen ausgedruckt werden. Alsdann 
nehme man das zweite D. der Gleichungs- 
formel, wiederum x allein veränder- 
lich angesehen, dividire dies zweite 1>. 
durch das erste D. der Gleichungsforme!, 
bei welchem y als die alleinige Verän- 
derliche betrachtet wird, gebe diesem 
Quotient das entgegengesetzte Vorzeichen 
und setze in den so emaltenen Ausdruck 
die zuerst geftmdenen Werthe von x und 
y. Ein Minimum für y findet statt, wenn 
der zuletzt gefundene Ausdruck additiv 
wird, ein Maximum wenn er .subtractiv 
wird. 

1. Beispiel. Die obige Gleichung 
tt = — ary -f- = 0 

Es ist ermittelt für u = 0 
Oll 

g^ = -«y + Jx- = 0 
3 x> 

3 

X entweder = 0 oder = Jo > 2 


also 2/ entweder =0 oder =Ja |4 

Man erhält — 6x 
ox* 




= 3 y>- 


also für die beiden ersten zusammenge- 
hörigen Werthe x = 0 und y = 0 

du 6x 0 

erhalt man ^--5 : = - - 

ox* oy 3y’ — ox 0 

Es ist also der Prüfungscoefficient nicht 
= 0 sondern eine bestimmte Gröfse, die 

hier in der Form — erscheint und man 

findet den Werth nach Capitel II, pag. 294 , 
wenn das DiiTerenzial des Zählers durch 
das Differenzial des Nenners dividirt, und 
zwar den Werth des Quotient ansscbliefs- 
lich für die Werthe x = 0 und y = 0. 

Setzt man um nur eine Veränderliche 
zu erhalten für y den durch x bestiinm- 
3 x^ 

ten Werth = — , so erhält man den 

rt 

Quotient 


Cx 


2o* 


und X = 0 gesetzt 

t)x* ‘ fl 

folglich den entgegengesetzten Quotient 
2 

H , also eine additive Gröfse, und folg- 

a 

lieh ist für x = 0 , die Function j/ = 0 ein 
Minimum. 

Setzt man in den Quotient , 

3 y — ox 

die beiden anderen zusammenKchörigen 

» j 

Werthe x=Jav 2 und y = Jn )4 so er- 
hält man ihn 


2o V'2 

lo’Mß-i«' 1'2 


- = +- 


der entgeRcngeselzte Quotient = , eine 

3 

subtractive Gröfse und y = Ja 1 4 ist folg- 
lich ein Maximum. 
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2. Beispiel. 

u = y*~ ia-xij + J-' = 
^ u 

Es ist = — 4o + 4x’ = 0 




3 ö(3a*x) _3n“ 

woraus ö (x* - o*) 8x' 

Diesen Werth in die Gleichung für u “efn 

geseUt, ergibt s irt also für x = 0 und » = 0 weder ein 

® '’j.ij Maximum noch ein Minimum für y- 

— 4x* + X* = 0 Setzt man in den Prüfungsqnotient die 

50 reducirt x*(x*-3n’) = 0 zweiten ziisammeugehürigen^Worthe von 

)raus x = :kav3 und 7011 y = =t « > 27 und zwar 

entweder =0 oder = ±«V3 die Werthe mit den oberen Vor- 

Die hierzu gehörigen Werthe vou y Zeichen so erhalt man ^ ^ 

fid ^ __ 3v3* _ 4-3V3 

entweder = 0 oder = ± <• F37 + u3 ,'27 > _ „> ,'3 ~ 3„ p3 _ „ ,*3 

Um die Prufungsformel zu erhalten entgegengesetzte l’rüfungsquotient 

t man ist also eine subtractive hestimmte Gröfse 

” “__L 10 3 . 

jjjä — + * •*** und fj wird für a? = + <i > 3 oin Maximum. 

• A 4 3 Werthe mit den unteren Vor- 

Sy ~ — 4o X Zeichen erhalt man 

Braus der Prüfungsquotient + 3 1*3* 3 >3 

12x* 

4y* — 4rt — 3« | 3 -f a > 3 

r x = o und y = 0 wird der Quotient Der entgegengesetzte Quotient ist eine 
0 additive bestimmte Grofse und y wird für 


— - — 4 jt * q- X* = 0 
a® 

also reducirt x* (x® - 3a^ = 0 
woraus 

H 

X entweder =0 oder = ±a> 3 

Die hierzu gehörigen Werthe von y 
sind 

y entweder = 0 oder = ± a y'21 

Um die Prufungsformel zu erhalten 
hat man 

und ^=4y’-4a^x 

hierans der Prüfungsquotient 
12x» _ 3x» 

4y* — 4a ’x y^ - o'^x 
für X = 0 nnd y = 0 wird der Quotient 
0 


0 x = — o|-3 ein Minimum. 

Also wie hei dem ersten Beispiel den 

Quotient der Differenziale genommen, zu- 1‘unction von 2 Ur ‘ 

vor um nnr eine Veränderliche zn haben, gegeben man soll die Maxima 

J.3 und Miniina derselben be.slimmcn. 

den Werth von y=-^ eingesetzt, gibt y = 


den Prüfnngsquotient 

, . _ . fljl A* 


As 

^di' I 


ist nach Kapitel 1, No. 5 (pag. 291) 


ö’y 

A*= 


0>» 

Ax* 

ÖX^ 

•» 


Ox* 

(3) 

d’y 

A-r- Aa 


O’y 

Ax • Al’ 

Ox • Oa’ 

1 - l 


dx • Ov* 

1 -(2) 


Aa» 


O’j 

Ax* • Aa 

Oa> 

(2) 


8x*.8s 

2 • 1 



+ 

Ö*J 

Al’ 



Ol’ 

(3) 


bezeichnet man die Summe aller Glieder Denn setzt man Ax = 0, so kann R 

von höheren Abmessungen der Zuwachse j)i. 

mit Ä .so ist kleiner werden als • As und setzt man 

!( f A» = tf + ^- + ^ A» = 0 so kann « kleiner werden als 

Ox 1 ^3 * ÖB 

und man kann mit beliebiger .Abnahme ^ -A* 

von A* “»<1 ''“n Aa den Rest R kleiner ^ 

machen als • A-r nnd kleiner als H^ben mm die Differenziale und 

^ reelle Werthe, so wächst y, wenn Aa; 
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und A» additiv sind und y nimmt ah, 
wenn man A.r nnd As subtractiv nimmt. 
Es entsteht ahso in dic.scm Kall für y 
weder ein Maximum noch ein Minimum, 
weil die henarhbarten Wertho aut der 
einen Seite grölser, auf der anderen Seite 

kleiner worden. Foljylich dürfen ^ und 

keine reellen Werthe haben, sie nins* 

sen wie bei den Functionen mit nur 
einer Urveränderlichen entweder 0 oder 
oo sein. Die ersten Hedingnn^en für das 
Vorhandensein eines Maximums oder eines 
Minimums ist daher 
f)« ^ - 

= 0 oder = « 

«X 

und ^^ = 0oder=oc 

Oi 

Für die Benrtheilnng, oh ein Maxi- 
mnm oder ein Minimum oder keines von 
beiden entsteht, ist wie bisher geschehen 
auf da.s D. der näch.stfolgendon Dimen- 
sion zn achten. 

Dies ist aus der obigen Zusammen- 
.Stellung der Reihen für «/ + Ay 
0 -y _ A-c'** . i ^ I ^ - 

2 ()x*Dt 1 1 Di* 2 

lind 05 kann der noch fehlende Rest R’ 
zur Vervollständigung von y + Ay kleiner 
werden als jedes einzelne der 3 zweiten 
Differenziale. 


Wird daher die Summe der 3 (ilioder, 
wenn man Aa? und A» beliebig klein 
nimmt für t A® und -f A» grofser 
oder kleiner und wenn man — A und 
— As setzt, kleiner oder grofser, so 
ist die Function weder ein Maximum 
noch ein Minimum, weil die benachbar- 
ten Werthe von y einerseits grofser und 
andrerseits kleiner sind. Werden dage- 
gen die 3 ülieder in Summa für addi- 
tive und für subtractive A-*^ «ud Ay 
beiderseits grofser oder beiderseits kleiner, 
so entsteht im ersten Fall für y ein Mi- 
nimum, im zweiten Fall ein Maximum. 

Um das Verhältnifs der hierzu gehöri- 
gen Gröfsen für diese Bedingung ermit- 
teln zu können, setze der leichteren Uebor- 
sicht wegen 

a*y 0*y ^ , D*y_ 

dx’”"’ f»a ^ 

so hat man die obigen 3 Glieder 

Ax* As* 

= ^ (o A®-* 4 V • Aa- . A* 4 y A s*) 


Von den 3 Gliedern ist nur das mit- 
telste, welches bei Aonderung der Vor- 
zeichen von A^ und von Ay das Vor- 


zeichen wechselt; das erste und das letzte 
Glied bleiben, weil sie Quadrate sind 
immer positiv. Es kommt also darauf 
an, dafs das miUlcro Glied auf das Vor- 
zeichen der ganzen dreigliedrigen Grofse 
keine Aeuderung ausubon kann, und dies 
geschieht dann nicht wenn 

n A*r“ 4 y As*> A-f * A» 
oder wenn 

« • A®* -f y A — S,'? A-F • As 0 
oder wenn 

Aj^^* 4 — As’-* - — Aa^ • As >0 

« fr 

2 li 

Nun ist • Ai >las doppelte 

Product dos Quadrats von A-f — ^A*« 

a 

Man hat demnach die Bedingung 
(Ax-lA.)“+^Ai‘-jAa«>0 
oder 

(A*-ü-Ai)%(f-J)Ai’>0 


Nun ist, welche Gröfsen auch A*i A», 
ß und K sein mögen ^A*- ^A») und 

Ai® immer positiv. Folglich bleibt die 

y 

Bedingung ~ — , > 0 


oder 

oder 


yn — > 0 


Ö®» 9*J, 

öx« Ö-® 



(I) 


als ilie Bedingung für die Mög- 
lichkeit eines Maximums oder 
eines Minimums. 


Die Bedingung für das Maximum 
ist nun: 


D*y 0*y 

9x®"-° 


die Bedingung für das Minimum; 

;>0 


<:y‘y „ , o«o 

>0 und — - - 

Ox* 


Oi® 


(II) 

(III) 


Beispiel. Die Function 

U = XJ» + n(x + y)* - ö(x + j) (1) 
.soll auf Maximum und Minimum unter- 
sucht werden. 


Man hat 

Dw 

^ = y® + 2o (x -h y) - t = 0 (2) 

Du 

= 2xy + 2a (x -b y) - 6 = 0 (3) 

die untere von der oberen abgezogen gibt 
y* — 2xy = 0 

hieraus hat man für ein mögliches M 
entweder y = 0 
oder y = 2x 
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Für y = 0 erhält man aus 2 oder 3 
2ax — b = 0 

also für V = 0 ist x =z ^ (4) 

2a ^ 

für >j = 2x hat man aus 2 oder 3 
4x‘‘* + 6 «j: — /> = 0 

woraus 


(für y = 2j) X - 


- 3a ± + 4b 

4 


(5) 


Man hat also in den Gleichungen 4 
und 5 für x drei verschiedene VVerthe 
gefunden, für welche mit den beiden zu- 
gehörigen Y ein M aus der Function her- 
vorgehen kann. 

Nimmt man nun die zweiten Diflferen- 
ziale aus 2 und 3 



(6) 

cV = +2“ 

0*« 

(7) 

rT - = 4- 2« -}- 2x 
0-y 


so geht aus diesen hervor, dafs wegen 
der üebereinstimmung beider zweiten D. 
in den Vorzeichen ein 31 entsteht, und 
zwar, weil die Vorzeichen additiv sind, 
ein Minimum, wenn die Prüfungs- 
formell. ein itf znläfst. 


Um diese zu bilden hat man aus 2 
oder 3 

c)*ii O^tt 

und es soll nun als Bedingung für ein 
sein 


2a X (2a -i- 2a) - {2y -j- 2«)* > 0 
oder reducirt 

a (x 4 o) > (// 4 «)' (9) 

Für den ersten Werth y = 0 wird (nach 

Gl. 4) X = “ 

2a 

%nan hat demnach aus 9 die Vergleichung 

a - ^ -f a® > a^ 

2a 

oder ^ ® 

welche ein M zuläfst .wenn b nicht sub- 
tractiv ist. 


Für den zweiten Werth y = 2x ist 
(nach Gl. 5) 

_ — 3a ± ] '9a* 4 - 46 


Lälst man diesen Ausdruck für x vor- 
läufig aufser Betracht, so hat man, in 
Formel 9 den Werth y = 20 * gesetzt 
ax 4 a- (2x -|- a)* 
woraus reducirt 

3a > 4x 

mithin ist die Bedingung für ein 31 für 
den zweiten "Werth y = 2x 
x<\a 


hieraus geht hervor, dafs in dem Aus- 
druck (5) für X das Minuszeichen vor der 
I gilt; dafs aber auch das + Zeichen ge- 
stattet ist, w enn 

l'9a* 4- 46 < 2 ♦ 3a 
oder 9rt* -h 46 < 3Ga* 

27 

also wenn b<--a- (10) 


1. Zu dem M in den betreffenden drei 
Fällen übergehend, setze in die Function 
u (l) für y den ersten möglichen Werth 
= 0 so entsteht 


u = ax^ — bx (1 1) 

Man sieht, dafs durch Vergröfserung 
von X, wenn x positiv genommen wird, 
« ebenfalls immerfort wächst und dafs 
also für X = oo ein absolutes Maximum 
entsteht, welches niemals zu einer Auf- 
gabe gehören kann. 

Für X den Werth aus 4 für y = 0 ge- 
setzt, nämlich x = — entsteht: 


6-J ^ b b^ 

Setzt man zur Probe, ob wirklich die- 
ser Werth von x für u ein Minimum 


gibt ; a = 1 ; 6 = 3 
so ist M = X' — 3x 
X für das Minimum = - j = — i,5 
u für das Minimum = — 2,25 
für ar = - 1,6 wird u = — 2,24 
für X = — 1,4 wird w = — 2,24 
Beide benachbarten Werthe von m sind 
also gröfser und « = -2,25 Ist ein Mi- 
nimum. 


2. Setze nun den zweiten möglichen 
"Werth von y = 2x in die Function « (1) 
so erhält man 

u = 4x® -}- 9rti* — 3 • 6x (13) 
und es wird u nach (.5) ein Minimum für 

-3rt^ p9a2 4- 46 
(14) 

Nun ist oben gezeigt, dafs beide Vor- 
zeichen der V' gelten können wenn nur 
27 

6 < ~ a-‘ ist. 

4 

Man setze z. B. a = 1 ; 6 = 4 so ist 

« = 4x’ 4- 9x* — 12x (15) 

Aus (14) hat man 

3 ±5 

X = _ - - — = entweder 4- X 
4 

oder - 2 

Für X = .1 hat ;nan « = — 3 
für X = - 2 hat man u = 4- 28 

Setzt man zur Probe x=^ 
so entsteht u~-2\] 

nnd setzt man ^ ? 

so entsteht w = -2|^ 
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E* erscheint also für x - l„ n als ein 
Minimum weil — — 3{ < - 2iJ. 

Um den iweiten Werth a- = - 2 zu pro- 
hiren, setze die benachbarten Wertbe 
— 1*, und — 2-j, so erhält man 
für z = — li 

u = + 27i 

für a' = — 25 

« = + 27 


3. Es erscheint also hier « als ein 
Maximum, w e 1 c h e s der allgemeinen 
Untersuchung nach nicht mög- 
lich sein sollte. 

Dafs aber » für * = 5 wirklich ein 
Minimum und für a- = - 2 wirklich ein 
Maximum wird, dawon überzeugt man 
sich wenn man an die aus der Bestim- 
ranng y = 2 x hervorgegangene (lleichung 
13, und für a = 1 und 4 = 4 als ange- 
nommene Werthe an Gleichung 14 sich 
unmittelbar wendet. 


Denn da (15) « =4a^ + 9a- - 12x 
»-I-18X- 12: 




so ist 

9x 


-3±5 

woraus 

4 

Nun 

0*u 



= entweder -l- i 
oder — 2 
= 24x+ 18 

iolglich gibt der positive Werth x=i 
ein Minimum; und es kann anch ein 
Maximum für « entstehen, w-enn 24x418 
subtractiv wird, d. h. wenn x subtractiv 
wird und (— x) < (- J). 

Da nun — 2 < ist als - 5 so ist u für 
X = — 2 ein Maximum. 

Es scheint also, als wenn die aus der 
allgemeinen Untersuchung zu gewinnen- 
den Bestimmungen nicht stichhaltig wären. 
Man bemerke d:igegen, da(s wenn man 
in Gleichung 7 den Werth x = — 2 setzt, 

^ -I- 2a - 4o = - 2rt 

Oy* ■ 
entsteht. 


Da nun s~i = + 2a ist 
öx* 

so haben beide zweiten Dilferonziale nn* 
gleichnamige Vorzeichen und es existirt 
weder Uaximum noch Minimum. Es ist 
mithin der specielle Werth x = — 2 nicht 
dahingehörig. 

Um dergleichen Inconseqiicnzen zu ver- 
meiden, tnut man gut, nur die Werthe 
von y in X ansgedrückt, aus den Glei- 
chungen 2 und 3 zu entwickeln und diese 
(hier y = 0 und y = 2x) in die Gleichung 
(1) für u einzusetzen, wonach man mit 
einer Function von nnr einer Verän- 
derUchen zu tbun bat 


4. Eine Inconsequenz gegen die Re- 
sultate der allgemeinen Gntersuchnng 
entsteht, wenn man gegen die Bestim- 
mung (10) Ä > ^ a- in die Function 
nimmt. 

Es bleibe in dem Beispiel a = l, so soll 
(nach 10) sein, wenn das subtrac- 

tive Zeichen vor der V Geltung bat. 
Man setze ö = 10 so ist 

II = 4x* + 9x* — 30x 

- 3 T , , „ w 

X = — ; — = entweder - 2,o 
4 

oder + 1 


Für X = + I wird u ein Minimum, der 
Werth dafür ist = — 17; alle benachbar- 
ten Werthe werden — (17 — A«)* 

Für X = — 2,5 wird aber « ein Maxi- 
mum = -h G8,75 und alle benachbarten 
Werthe werden -f (08,76 — A«)* 


Man überzeugt sich davon, wenn man 
die vorstehende Formel für u differenzirt 
w = 4x* -f- 9x* - 30x 

^-“= 12x*+ 18x - 30= 0 
Ox 


-3±7 
woraus x = -^ : — 
4 


entweder = - 2,5 


oder = + 1 


Nun ist "^ = 24x- 18 

folglich gibt x = -f- l ein Minimnm, 
und es entsteht ein Maximum, wenn x 
subtractiv genommen wird und zwar 
(— x)<(-D; folglich gibt - 2,5 für x 
ein Maximum für m. 


Differenzio-Differeniialrecimniig ist die 

Lehre von der Bildung der höheren Dif- 
ferenziale. Sie wird in der Differenzial- 
rechnung mit vorgetragen und befindet 
sich hier in dem Art. , Differenzial“ 
No. 46 bis No. 57. 


DigniUt ist ein I’ruduct von mehre- 
ren gleichen Factoren, und wird gewöhn- 
lich Potenz genannt. 

Dlgression s. v. w. Ausweichung 
s. d. Bd. 1. 

Diincnsion s. v. w. Abmessung s. 
d. Bd. 1. 


Dioktaeder (ih( zweimal) Zweimal- 
achtflächnor, Viernndviorkant- 
ner, ein Kry.stall von lU Flächen, 24 
Kanten und tO Ecken in der Form des 
Didodekaeders, Fig. 558, wenn man für 
die 12 eckige gemeinschaftliche mittlere 
Ba.sis der beiden Pyramiden ein symme- 
trisches Achteck sich denkt. Auch bei 
diesem sind die Flächen, ungleichseitige 
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Dreiecke, daher auch die Kanten und 
Ecken dreierlei. 

Von den Kanten sind 8 längere meist 
schärfere, 8 kürzere mei.st stumpfere 
Scheitelkanteu A, B und in der Basis 
liegende 8 Seitenkanten D. Von den 
Ecken sind 2 symmetrische 8flächige 
Scheitelecken C, 8 vierflächige Ecken, von 
denen je 4 und 4 symmetrisch sind. 

Die Uauptaxe verbindet die beiden 
Ecken C, die’ beiden Ncbenaxen verbin- 
den je 2 Paar gegenüberliegende Ecken, 
in welchen die längeren Kanten A zu- 
sammentreifen. Die Ebenen, welche durch 
2 Paar einander gegenüberliegende End- 
kanten gelegt werden sind Rhomben. 

Diophantische Gleichnngen, diophan- 
tische Aufgaben, (von Diopnantu.s, 
einem Mathematiker einige Jahrnunderte 
vor Chr. Geburt, der diese Aufgaben er- 
funden, oder sie zuerst gelöst haben soll) 
auch unter dem Namen Unbefftimmte 
Analysis oder unbestimmte Ana- 
lytik bekannt, sind Gleichungen oder 
Aufgaben, welche mehrere Resultate zu- 
lassen, indem die unbekannten Gröfsen 
mit den bekannten nicht in so vielen 
Beziehungen gegeben sind als zu deren 
Bestimmung erforderlich ist, so dafs eine 
oder mehrere unbekannte willkührlich an- 
genommen werden können. Einen Theil 
dieser Disciplin der Algebra macht die 
Blindrechnnng, Regel coeci aus (s. d. 
Bd. 1, pag. 376 .) Die Aufgaben bestehen 
darin, dafs eine oder mehrere Gleichun- 
gen weniger gegeben .sind als Unbekannte 
gefunden werden sollen. 

a; -f- y = 10 

ist eine Aufgabe, die für x und y eine 
unendliche Slenge Auflösungen zulälst. 
Nimmt man ;r = 1 so ist y — für 
X = 2 , 3 , 4 . . . entsteht y = 8, 7 , 6 . . . ; für 
X = — 1 wird y=:+\l u. s. w. Es sind 
hier 2 Unbekannte und nur eine Glei- 
chung ist gegeben. 

Eine Gleichung vom 2ten Grade läfst 
2 Auflösungen zu, die beiden Unbekann- 
ten sind aber ganz bestimmte der Na- 
tur der Gleichung zukommende Gröfsen, 
daher ist solche (Gleichung keine diophan- 
tische Aufgabe; desgleichen nicht eine 
Gleichung vom nten Grade, welche n Un- 
bekannte liefert, von denen aber keine 
willkührlich angenommen werden kann 
weil dieselben alle ans der Auflösung 
als ganz bestimmte Gröfsen hervorgehen. 

Die in dem Art. Blindrechnung anfge- 
führten Beispiele gehören hierher. Es 
sollen nun noch einige andere hinzuge- 
fügt werden. 

1. Es werden 2 Zahlen gesucht, deren 


Quadrate, wenn sie addirt werden, wie- 
der eine Quadratzahl geben (Meyer Hirsch, 
pag. 262 , No. 34 ). 

Die Aufgabe ist o* -f 6* = c* 
oder auch a* = c* — 6* = (c -f- fc) (c — 6) 


Nun kann man ebenfalls als ein 
Product von 2 ungleichen Factoren be- 
trachten, z. B. und man kann den 

einen Factor c + 6 = und den anderen 


c — A = 9’ 

sefzen. Dann hat man: 


c -b A = p* 
c - A = 9* 

hieraus 

2A = p* — 9’ 

also 

2 

nun ist 

fl* = «39* 

also 

a = p 9 


Die beiden gesuchten Zahlen haben 
demnach die Form - und pg oder 


p* — 9^ und 2p9. 

Für p= 5 , 9=1 ist a = 24; A = 10; 
a* -b 6* = 24’ -h 10^ = 26* 


2. Es mögen a und c ein paar Ratio- 
nalzahlen bezeichnen; welche Rational- 
zahlen können für x und y angenom- 
men werden, wenn die Formel «’x* -b cy’ 
ein vollkommenes Quadrat werden soll 
(Meyer Hirsch, pag. 263 , No. 35 ). 

Setzt man 
a‘*x* -b cy* = 5’ 

schreibt cy* = s* — a’x'* = (* -b u*»^) (« ~ <*J^) 
setzt ferner y- - • n’ 

nimmt cm’ = * -b ax 
n’ = 5 - rtx 

so erhält man cm* — n* = 2ax 

j cm’ — n* 

oder — „ = X 

2 a 

hierzu mn — y 

und die allgemeine Form der Zahlen x 
und y ergibt sich wenn man beide Aus- 
drücke noch mit 2a multiplicirt, 

X = cm’ — »* 
y = 2amn 

Man kann diese von Mayer Hirsch an- 
gegebenen Formen vereinfachen wenn 
man beide mit m* dividirt. Man erhält 




für — die ganze Zahl n geschrieben 
tn 

X = c — n’ ; y = 2an 

und es ist 

o’x’ -b cy*= o’ (c — n*)’ -b c(2an)’ = a’ (c -b n)’ 

3 . Man soll 2 Zahlen von einer solchen • 
Beschaffenheit finden, dafs die Diflerenz 






% 

f 
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dieser Zahlen der DiiTerenz ihrer Cohen 
ftleich sei (Mayer Hirsch, pap. 266, No. 45). 
(Die allgemeine Form der beiden Zahlen 
hat M. H. nicht anpcpeben.) 

Bedeuten x und ^ die yerlaugten Zah- 
len, so ist 

y - X = y* - 

= (y - J") (y* + i’jf + x^ 
daraus y* xy -f- x* = 1 
oder y* + xy -h X* — 1 = 0 


X , 1 x^ 

^'=“T+ r T""' +‘ 


(1) 


_-x + |4-3j» 

2 

Es mufs also 4 — 3x* ein vollkomme- 
nes Quadrat sein, und um die Form von 
X dafür SU finden setze, damit x positiv 
■wird 


1 (I)’- 


- 1 + 

also y = - 

Da(-^) -3 ein vollkommenes Quadrat 
sein soll, so kann man 

setzen, und wenn man die Klammer auf- 
löst und reducirt, so erhält man 
4a 


-a»-3 = 0 

4a 

' a* -f 3 


(2) 


und 




oder 


W = 


, - n* -f- 2n -t 3 

Ö>T3 


(3) 


Aus (ileichung 1 für \j geht zunächst 
hervor, dafs x nicht >1 sein kann, für 
*=1 wird aber i/ = 0, welches unmög- 
lich ist, folglich mufs x - 1 sein. Es 
ist also 


X i'4 - 3x> 

2 2 

des zweiten Gliedes wepen ebenfalls < 1. 
Nun wird in dem Ausaruck 3 für y, für 
a — 1 und kleiner als 1 der Zahler prö- 
fser als der Nenner, folglich mufs a eine 
ganze Zahl sein, und dann kann, wenn 
y positiv sein soll nur das negative Vor- 
zeichen gelten. Man hat demnach 

* " o» -1- 3 


Zugleich wird in dem Ausdruck 2 für 
X der Zähler nur dann kleiner als der 
Nenner, wenn 

a* — 4a + 2 > 0 
wenn also n >2 + I 2 


Für a = 4 erhält man 


Es ist 


16 

19' 


19 ' 


n 

19 


my_/5y_3£71 
\19' Vl9/ ”9859 



11 361 _ 11 
19 ‘361 “19 


398 mit Fig. 233 abgebildet. Uie 0 c n - 
lardiopter, unmittelbar vordem Auge, 
besteht in einer senkrecht geradlinigen 
sehr engen Spalte; die dieser gegenüber- 
stehende D., die ObjectivdiopI er, hat 
eine breitere Spalte, in deren Mitte ein 
senkrechter Faden gespannt ist, wel- 
cher mit der ersten D. und der Axe des 
Instruments in einerlei senkrechten Ebene 
liegt (vergl. auch Alhidade); man findet 
also die Richtung des in der Ferne be- 
findlichen Punkts, wenn die Diopter so 
gerichtet werden, dafs dieser Punkt von 
dem Faden gegen das Auge gedeckt 
wird. 

Dloptrik ist die I.ehre von den Er- 
scheinungen, welche mit der Brechung 
der I.ichtstrahlen Zusammenhängen. Zu 
denselben gehören die Art. Ablenkung 
des Lichtstrahls, achromatisch, astrono- 
misches Fernrohr, astr. Refraction, Bre- 
chende Kraft eines Mediums, Brechung 
der Lichtstrahlen, Brcnnglas, Brille u.s. w. 

Dlicrete GrSlke s. u. collective 
Gröfs e. 

Dlatanipunkt s. u. Augenpunkt. 

Divergenx s. u Convergenz. 

DiTidesd ist eine Zahl, welche dividirt 
werden soll. 


Diopter, ein französisches Wort, sind 
hei den Mefsinstrumenten , welche ohne 
Fernrohr eingerichtet sind, die zum Vi- 
siren bestimmten Durchsehöffnungen. Sie 
sind in dem Art. Boussole Bd. 1, pag. 


OlTidlren heilst eine Zahl in eine be- 
stimmte Anzahl gleicher Theile zerlegen. 
Die Zahl, welche getheilt wird heifst der 
Dividend, die vorgeschriebene Anzahl 
der gleichen Theile der Divisor und die 
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Grüfse eines jeden dieser gleichen Theile 
der Quotient. 

DItIsIoii ist die vierte einfache Rech- 
nungsart, die letzte der sogenannten 4 
Species, «enn man das Wnrzelausziehen 
zu denselben nicht mitzählen will. Sie 
begreift die Aufgabe: Zwei nach irgend 
einem System geschriebene Zahlen durch 
einander zu theileii und die daraus her- 
Torgehende dritte Zahl nach demselben 
System darzustellen. Z. B. die nach dem 
dekadischen System geschriebenen Zah- 
len 8424 und 26 sollen durch einander 
getheilt werden. Das Kxempel gestaltet 
sich; 

I 26 

8424 ld24 

I* 

62 

104 

104 

Die dritte Zahl 324 der Quotient 
ist entstanden, indem man die Zahl 8424 
durch 26 getheilt hat. Man bat sich in 
der Entstehung dieses Quotienten die 
Rechnung folgender Art vorzustelleu. 



7800 

624 

520 

104 

104 

Man zerlegt nämlich in Gedanken den 
Dividend in 8400 + 24. Sagt 26 in 8400 
geht 300 mal; nun sind 26x300 = 7800 
wenunehmen, es bleibt von der Zahl 
Doä 624, welche durch 26 noch zu thei- 
len ist , diese wird zerlegt in 620 + 4. 
Man sagt wieder 26 in 620 geht 20 mal; 
nun sind 26 x 20 = 520 von 620 fortzu- 
nehmen, bleibt 100, hierzu die noch zum 
Dividend gehörende 4 hinzugenommeu 
gibt 104 und diese wiederum durch 26 
getheilt gibt 4 , so dals die Zahl 26 nach 
und nach die Zahlen 7800, 520 und 104 
also deren gegebene Summe 8424 ge- 
theilt hat. 

Man nennt daher die einzelnen Divi- 
denden 84 (8400), 62 (620) und 104 die 
Partialdividenden, so wie die Zah- 
len 3(300), 2(20) und 4 die Partial- 
^uotienten. 

2. Die Division kann betrachtet wer- 
den als eine wiederholte Subtraction mit 
einem und demselben Subtrahendus; denn 
zu dem Quotient 24 : 4 = 6 gelanp3 man 
auch, wenn man die Zahl 4 von der Zahl 


24 abzieht, von dem Rest 20 wieder 4 
und so fort abzioht bis kein Rest mehr 
bleibt, und wo sich dann ergibt, dals das 
Subtrahiren 6mal geschehen kann und 
geschehen ist. 

Diese Uebereinstiiumung der D. mit 
der Subtraction veranlafst mehrere Rech- 
nenlebrer, die D. von den Species aus- 
zuschliefsen wie die Hultiulicatiun, welche 
als eine wiederholte Addition betrachtet 
werden kann; sie könnte übrigens noch 
eher deshalb zu den zusammengesetzten 
Rechnungsarten gezählt werden, weil sie 
zur Darstellung des Quotienten ans der 
Reihe von Partialdivisionen der Subtrac- 
tion sich bedient. 

3. Quotient und Divisor haben einerlei 
Beziehung zum Dividendiis: der Quotient 
ist in dem Dividend so oft enthalten als 
der Divisor Einheiten enthält und der 
Divisor ist in dem Dividend so oll ent- 
halten als iler Quotient Einheiten ent- 
hält. Vertauscht man Divisor mit Quo- 
tient so erhält man bei demselben Divi- 
dend den einen aus dem anderen. 

4. Eine vorzunehmende D. wird ange- 
zeigt entweder durch die Bruchforui als 
8424 

- , wo der Zähler den Dividend, der 
26 ’ 

Nenner den Divisor anzeigt; oder durch 
ein zwischen beide Zahlen gesetztes Ko- 
lon 8424:26. 

4335 

5. Das Exempel oder 4335 : 25 

läfst einen Rest = 10, die Division geht 
nicht auf. 

25_ 

4335 i 173 

183 

175 

85 

75 

10 

Es läfst sich also die Zahl in ihren 
Einheiten nicht angeben, um wie viel mal 
die Zahl 4335 grölser ist als die Zahl 25. 
Denn jene ist gröfser als 173x25 und 
kleiner als 174x25. 

4335 

Mithin bleibt der üuotient — ein 
25 

Zablbegriff und wird geschrieben 1 73t |. 
D. b. der Quotient ist == der Zahl 173 -f- 
derjenigen Zahl, welche entstebeu würde, 
wenu man den Kest 10 noch durch 25 
theileu konnte. l>ies würde aber offen- 
bar geschehen können, wenn man sich 
die Einheit l aus 25 gleich grofsen Thei- 
len bestehend denkt, denn aWaiiu hätte 
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man nnter sich 10 solcher Einheiten 
zu denken. Und dies geschieht auch: 
ist die Darstellung einer Einheit, die 
25 mal kleiner ist als die Einheit 1. In 
dieser Beziehung nennt man die F^ins (1) 
die a b s o 1 u t e E i n h e i t auch n rs p r ü n g- 
liche Einheit, primitive Einheit; 
die Zahlbegriffe i u. s. w. rela- 

tive Einheiten, Brncheinheiten. 

5. Dieser Umstand, dafs die D. nicht 
aufgeht, veranlafst die D. in Decimal- 
stelTen fbrtzusetzen : Man schreibt hinter 
die Zahl 173 ein Komma und hinter den 
Rest 10 eine Null, so dafs die Zahl 10 

in die Zahl geändert wird, in wel- 

4 

eher die Zahl 25 noch j^nial enthalten 

ist. Der nach dekadischem System ge- 
schriebene vollständige Quotient ist nun 
= 173,4. 

Die Praxis der Ausführung einer D. 
in Decimalstellen und mit Decimalbrü- 
chen in Decimalbrüche, s. den Art. »De- 
cimalbruch“ No. 3; die D. von ge- 
meinen Brüchen durch einander, s. d. 
Art. , Bruch, No. 7; die D. von Buch- 
stabengröfsen durch einander in dem Art. 
, Buchstabe nrechnung“ D. pag. 438. 
Vergl. auch den kurzen Art. „Aufhe- 
ben der Brüche. 

Divisionszeichen s. u. Division No. 4. 

Divisor s. u. dividiven. 

Dodekadik, dode^disches Zahlensy- 
stem, ein zwölftlieiliges System, in wel- 
ches al.su nuch einzelne /dtVern für die 
Zahlen 10 und 11 gehören, in welchem 


unsere Zahl 12 die kleinste zweiziffrige 
Zahl ist und mit 10 bezeichnet wird; 20 
würde unsre Zahl 24 sein , 29 unsere 
Zahl 33; 100 unsre 144, 1000 unsre 1728. 
Die dodekadische ge.schriebene Zahl 
1249 ist dekadi.sch 
= 12^ -f 2 X Ui** -r- 4 X 12 -1- 9 = 2073 
das System ist natürlich nicht gebräuch- 
lich. 

Dodokaeder ist einer der 5 vieleckigen 
regulären Körper oder Polyeder, welche 
zur Untersuchung ihrer Eigenschaften 
einen Artikel in diesem Wörterbuch er- 
halten werden. Das D. wird von 12 re- 
gelmäfsigen Fünfecken eingeschlossen, es 
hat 30 gleich grofse Kanten, 20 drei- 
flächige Ecken mit 60 ebenen Winkeln 
.zu 108'’. 

Bezeichnet man in einem regelmäfsi- 
gen Polyeder mit 

m die Anzahl der Ebenen die zu jeder 
Ecke gehören, 

« die Anzahl der zu jeder Grenzfläche 
gehörenden Kanten, 

ATdie Anzahl der Grenzflächen des Körpers, 
so ist hier m = 3; n = ö; iV=12. 

Bezeichnet man non den Neigungs- 
winkel je zweier zusammen treffonaen 
Grenzebenen mit n, so ist 
180° 

. « _ m _ cos 60° _ 1 '5 + I '5 

5tn - y - 

sin - 

n 

und n= 116° 33' 54" 

Bezeichnet man die Länge einer Kante 
mit k, so ist der Halbmesser der n m das 
I). zu beschreibenden Kugel 


/? = ik • /o = y: I 3 (6 + 2 1 5) = 1,401 2585 X k 

2 «I 

Bezeichnet r den llalbmes.ser der in dem D. zu be.schreibenden Kugel, .«o i.nt 
« 180° 


'• = • >9 — - J i (50 4 22 1'5) = 1,114 0381 x k 

= 1,258 4080 xr 


180° 
tg 

*' ffl 

R = r r-„-o=r| 3(5-2|'5) 


cot 


cot 


l^r 

n 

1 80° 
n 


180° 


- 0,794 0544 x H 


tg 

m 

a 


k = 2H ^cot~-> cot = [ 0 (3 - I 5) = 0,7 13 044 1 X Ä 

2 w 

1 80 ^ 

k = 2 r • fo/ ^ • ly - ^ = r I 50 — 22 I 5 = 0,778 7840 x r 

Bezeichnet den Inhalt einer ßegrenzungsebene, so ist 
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1 RA ® 

ln*’ . rol - ^ = 1»’ ^'5{5 + 2 » 2) 

rt IRA*^ !Rn^ _ 

= HÄ* • co/^ — • cot ro/* • — = |/J* I io (5 — I f>) 

2 n m 

ioqO 

J* = nr* . Cü/» ] - / J — = i r* I 2 (C5 - 29 | 5) 

Bezeichnet <leii Inhalt des Polyeders, so 

■ lg 4,‘ ■ "1^" ~ ^ 1'^) 

iRn*^ t fiO ® 

TOI’— - Tol’ — = >/}’ I 30(3+15) 

2 fl ffi 

J>= InA'r’. co(» . lg '*”-= lOr’ ( 2 (65 - 29 ( 5) 


= 1,720 4773 X*’ 
= 0,876 218 X Ä* 
= 1,245 1340xr’ 


= 7,663 1189X*’ 
= 2,785 164 X Ä’ 


= 4,980 5360xr’ 


Dodekaeder (Krystaliotrraphie), Zwölf* 
fläciiner, ist ein Körper mit 12 Flä- 
chen, die aber nicht wie das D. in der 
Stereometrie aus regulären Fünfecken 
bestehen, sondern aus 12 Khomlieii. Da- 
her heifst es auch Rhombendodekae- 
der, auch tiranatoeder. 

t)ie einschliefsenden Kbomhen haben 
24 gleiche Kaulen und 14 Ecken, deren 
Unifangswinkel sind 109^ 28' und 70° 32'. 
Das 1), stellt sich auf wie der Würfel: 
Ist EFGH die Grundfläche, so ist die 
derselben gegenüber liegende Fläche 
die Raute ABCD; rechtwinklig mit bei- 
den Flächen stehen die beiden 4^ mit 
einander betindlichen Flächen AL EU und 
DKUJ y so (lals auch diese beiden als 


Fig. 564. 



(irundtlucliui) augenummen werden kön* 
neu, wo dann jene dieselbe Lage zu die- 
sen, wie diese zu jenen Itciden Flächen 
halten. 

Es ist also deren Lage mit der der 
Würfelflächen ganz die.selbe, nur ist der 
Unterschied, dafs beim Würfel die Flä- 
chen mit den Kanten sich ansotzen, wo- 
gegen beim D. die Ecken iler Flächen 


gemeinschaftlich sind, nämlich die 4 Ecken 
Dy 6', A und E. 

Zwischen diesen 4 Rauten grnppiren 
sich die 8 übrigen Rauten der Art sym- 
metrisch, dafs deren Kanten unter ein- 
ander gemein»chafllicb sind und dafs Je 
4 der rlächen in einer gemeinschaftli- 
chen Ecke zusammen treffen, also beide 
Paare in den beiden Ecken O und N, 
Die genannten 6 Ecken sind vierflächig 
und werden durch die längeren Diago- 
nalen der Rhomben mit einander ver- 
bunden; die übrigen 8 Ecken sind drei- 
flächig. 

Wenn mau den Krystall mit der Ecke 
G sich aufgestellt denkt, so dafs GA die 
lotbrecbte Hauutaxe ist, so bildet die 
Ebene, in welcoer die 4 Diagonalen DOy 
OEy KNy iVX> die Basis des KrystalU, 
die 4 Diagonalen liegen wie 4 Seiten des 
Octaeders und die 4 Ecken />, Oy Ey N 
nebst den beiden G und A liegen wie 
die 6 Ecken des Octaeders; daher beifsen 
auch die 6 vierflächigen Reken des I). 
dessen Octaederecken. 

Bleibt man bei dersellien Anfstelluiig 
des KrystalU, verbindet die 4 dreiflächige 
Ecken /7, U, L, U und die anderen 4 
derselben J, A', //, F durch die kürze- 
ren Diagonalen, so liegen jede 4 dieser 
Diagonalen in zwei Ebenen die einander 
■b und mit der Axe AG rechtwinklig 
sind; und da nun diese 8 Diagonalen 
zwei Quadrate bilden, so liegen die 8 
Ecken wie die 8 Erken in dem Hexaeder; 
deshalb nennt man die 8 dreiflächigen 
Ecken des 1). des.sen Uexae de recken. 

Dodekaedralzahl ist diejenige der 5 
Polyedralz:ihlen, deren zu Grunde lie- 
gendes Polyeder das Dodekaeder ist. Die 
Zahlensind nämlich die Anzahl derPunkte, 
welche die Ecken und in gleicbhleibeu- 
den Entfernungen von einander die Kan 
teil aufnehmen, wenn mau die Kanten 
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des Körpers 1, 2, 3...rtmal vei^röfsert 
und zu diesen Kanten jeder Orölse die 
zugehörigen Dcniekaeder construirt. 

Es sei A eine der 20 Eeken mit den 
in ihr zusaiumentretrenden 3 fünfeckigen 
Hegrenzungsoheneu ; Aa, -la, Aa seien 
die 3 Kanteu von der Länge = 1, die zu 
diesen gehörenden Fünfecke sind mit 
AaaaaA bezeichnet. Da nun das l)o<le- 
kaeder 20 Ecken hat, so befinden sich 
auf dessen Oberfläche 20 Funkte und 20 
Ist die (iruudzahl der Dodekaedralzahlen. 
Da zugleich mit beliebiger Abnahme der 
Kanten Aa von A ans das Dodekaeder 
iu dem Punkt A verschwindet, A nur 
einen Punkt gibt, so ist 1 die erste und 
20 die zweite I). 

Fig. 565. 


Es kommt nun darauf an zu ermitteln, 
wie viele Punkte hinzugekoumien sind. 

Aufser der Ecke Ä sind 19 neue Ecken 
ebildet worden, mithin sind hinzuge- 
ommen 19 Eckpunkte; für die gleich 
grols bleibende gegenseitige Entfernung 
der Punkto müssen alle Kanten wie die 
3 Kanten Ab noch einen Punkt in der 
Mitte erhalten, und da das I>odekaeder 
30 Kanten hat, so sind noch 27 Kanteu- 
punkte hinzugekonimen. Nun müssen 
aber sämmtlicbe Degrenzungsflächen 2 
Punkte a in deren Mitte erhalten, bei 3 
Flächen findet dies schon statt. Das Do- 
dekaeder hat 12 Begrenzungsfläcben, folg- 
lich kommen hinzu 9x2=18 Flächen- 
piinkto. In Summa kommen hinzu 
19-f 27 + 18=64 Punkte 
lind die dritte D. ist 
=20 + 04 = 84. 



Verlängert man wie- 
derum die 3 Kauten Ab 
nm die Länge Aa s: \ 
zu den 3 Kauten Ad^ 
Ady Ady so entstehen 
die 3 zugehörigen Fünf- 
ecke, welche mit AäJddA 
bezeichnet sind. Von 
den bis jetzt gezeichne- 
ten 9 Fünfecken liegen 
immer Je 3 und 3 in 
derselben Ebene, die zu- 
gehörigen Polyeder ha- 
ben die Lage wie Fig. 
556 die 3 Zebnecke zn 
einander, ein Körper 
steckt iu dem andern 
und alle 3 haben ihren 
einzigen Zusammenhang 
mit den 3 Füufecksflä- 
chen AddddA. Für die 
mit dem dritten Dode- 
kaeder hinzugekomme- 
nen Punkte liat man 
Folgendes. 


Verlängert man nun die drei Kanten 
Aa um ihre eigene liängo Aa zu den 3 
Kanten Ab, Ab, Ah, so entstehen die zu- 
gehörigen 3 Fünfecke, welche mit AbbbbA 
bezeichnet sind. Von den bis jetzt ge- 
zeichneten 6 Fünfecken liegen immer je 
2 und 2 in einer Ebene; construirt man 
aber die zu Aa und die zu Ab gehören- 
den beiden Polyeder, .so haben dieselben 
nur die einzige Ecke A gemein, und die 
beiden Körper nehmen eine Lage zu ein- 
ander an, wie Fig. 556 die beiden Zehn- 
ecke An..aA und Ab...bAi der eine 
Körper steckt in dem andern und beide 
sind an den 3 kleinen Oberflicben AbbbbA 
mit einander verbunden. 


Es sind 19 neue Ecken mit 19 Pank 
ten hinzugokommen; die neuen Kanteu 
erhalten wie Ad zwei Punkte in der Mitte, 
folglich zusammen 27 x 2 = 54 Kantea- 
punkte; die neuen Flächen erhalten wie 
die 3 gezeichneten Flächen, 2 Punkte a, 
2 Punkte b und 3 Punkte c, zusammen 
7 Punkte, also überhaupt 9x7 = 63 Punkte. 
Die Anzahl der hinzugekonimenen Punkte 
ist demnach 19 + 54 + 63 = 136 und die 
4te D. ist = 84 + 136 = 220. 

Das Gesetz für die Bildung der D. er- 
gibt sich also aus folgender Reibe der 
immer neu binzukoiiimeiuleu Zahlen, d. 
h. der Differenzen je zweier auf einander 
folgenden Dodekaedraizableu : 
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1. Differeni = 1 

2. =19 

3 ! ’ ’ = 19 + 1 • 27 + 2 • 9 = 64 

4. , , =19 + 2 -27 + 7 .9= 136 


5. Differenz -19 + 3. 27 +15-9 = 23S 

6. , . =19 + 4 -27 +26 -9 = 361 


n. Differenz = 19 + (n - 2) 27 + ■ 


2 


2 


(3n- 5)9 = j(3«-5)+ 10 


Diese Reibe ist eine Reihe der dritten 3. Differenzenreihe , ^ f, 27 27.... 
OrUiiung^, die Dudekaedralzablen bilden 2. „ , , , 72 99.... 

uUu eine Reihe der 4ten Ordnung und 1. „ • ,19 (>4 136 235.... 

m«D bat die Darstellung Dodekaedralzabl 1 20 84 210 455.... 


= Y(3«*-9«-f 2) 


Dodek&gonaiiahl ist diejenige Polygo- 
nalzabi} deren zu Grunde liegendes Po- 
lygon das Zwolfeck ist. Es verhält sich 
mit diesen Zahlen v^ie mit den Dekago- 
iialzahlen, und ihre Entstehung ist wie 
Fig. 550 wenn man Zwolfecke statt der 
Zennecke construirt. 

Die 1. D. ist = 1 


die 3. D. ist =12-1- 11 -M . 10 = 33 
, 4. , , =33-Ml-l-2« 10 = 64 
, 5. , , =04 + 11 -1 3 ■ 10 = 105 

Die D. zahlen bilden eine Reihe der 
zweiten Ordnung; das erste Glied der 
ersten Differenzenreihe ist =1, die con- 
stante Differenz deren Glieder ist 10. 


. 2. , . =1 + 11 = 12 



Mar 

1 bat 

also die Darstellung 

Differenten 

10 

10 

10 

10 

10 .... 

10 


1. Differentenreihe 

l 

11 

21 

31 

41 .... 

(lOn 

- 9 ) 

Dodekagonnlzahleu 

1 

12 

33 

64 

105 .... 

fi(5n 

-4) 

Die Summe der ersten n D. 

zahlen i.st 

S» 

(" + 

1) (lOn 

- 7 ) 



Doppelbrnch ist ein Rruch, des.sen Zäh- 
ler und Nenner aus Hrüchen liestehen, 
I. Bruch No. 2. 

Doppelpunkt ist ein Punkt, in wel- 
chem eine Curve einen Knoten oder eine 
Spitze bildet, den ersten Fall zeigt Fig. 
523 die untere Konchoide, den zweiten 
Fall Fig. 521 die Cissoide, Der Punkt K 
Fig. 545 und 546 i.«t kein Doppelpunkt, 
weil derselbe von den beiden verkürzten 
Cycloiden also von zweien Curveu gebil- 
det wird. 

DoppoUtorne. Hierunter versteht man 
2 Fixsterne, von welchen der eine um 
deu andern sich herumbewegt wie ein 
Planet um unsere Soune oder wie ein 
Trabant um einen Planet, z. H. der Mond 
um unsre Erde, indem beide Fixsterne 
wie die>e in unmittelbaren attractoriscben 
VerhäitnLsseu mit einander sich befinden. 
Da bei der so sehr grofsen Entfernung 
dieser Sterne von unsrem Sonnensystem 
es ganz undenkbar ist, dafs auch nur 
einer derselben, wenn er nicht selbststäu- 

II 


dig leuchtete von uns ge.sehen werden 
könnte, so sind beide Sterne Sonneu und 
die D. bilden also ein Doppelsonnen- 
System, die fest stehende Sonne ist di« 
Centralsoniie, der CeutraUtern, 
die berumkreisende Soune der Fixstern- 
trnhant, der Begleitstern. 

Die Anzahl dieser Doppelsonnensysteme 
ist nicht gering, Herschel allein hat etwa 
450 derselben entdeckt, und man keuut 
gegenwärtig über 2800 Doppelsteme, Ton 
denen aber auch viele wegen ihrer gro- 
fsen scheinbaren Nähe an einander für 
Doppelsterne gehalten wenlen mögen, 
ohne dafs .sie es wirklich sind, was zu 
entscheiden noch Jahrhunderte langen 
Beobachtungen vorl>ehalteii bleibt, weil 
die Bewegung der Begleitsterne oft erst 
innerhalb >ehr langer Zeit wahrnehmbar 
wird. Auch mehrfache als Doppelsysteme, 
selbst siebenfache sind entdeckt worden, 
so dafs bei diesen statt der an sich dan- 
kten Planeten unsres Sonneosystems, 
Sonnen es sind, die um eine gröCiere 
Centralsonne kreisen, und von denea jede 

21 
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einzelne Begleitsonne wiederum ein Son- 
nensystem ähnlich dem iinsrigen bildet 
(vergl. die hypothetische Bemerkungen 
Hd. 1, pag. 32, links, pag. 1G8 No. 7). 

Von mehreren dieser D. hat man be- 
reits die Bewegungsgesetze und deren 
Bahnen erforscht. Am vollständigsten 
von dem Doppelstern q des grofsen Bä- 
ren, in welchem eiue schwache bläuliche 
Sonne, die als Stern 5ter Orölso erscheint, 
um eine weifse rentralsoune, ein Stern 
4ter Uröfse, sich bewert und zwar mit 
einer Schnelligkeit, dafs sie ihren Lauf 
in 58 Jahren vollendet. 

Doppelt gerade ganze Zahl eine nicht 
mehr gebräuchliche Bezeichnung für ein 
ganzes Vielfaches der Zahl 4. 

DOppelTerbUtnifS ist das Produkt zweier 
gleichen Verhältnisse. Ist das einfache 
Verbältnifs a : 6 so ist das D. = : 5^ 

Drachenkopf ein alter Name für den 
aufsteigenden Knoten des Mundes, so 
wie der absteigende Knoten dcssolben 
DracheiiHchwanz genannt wird. Die 
Namen rühren daher, dals wegen der 
Finsternisse, welche während und in der 
Nähe des Durchgangs des Mondeii durch 
die Kkliptik eintreten. im Alterllinm der 
Glaube war, dats der Mond hier mit einem 
Drachen in Kampf sich befinde. 

DracbeomODat ist die Zeit, in welcher 
der Mond von seinem uufsteigenden oder 
absteigenden Knuten zum zweitenmal in 
denselnen Knoten wieder eintritt. Die- 
ser Monat ist von allen astronomischen 
Monaten der kürzeste, weil die Knoten 
mit einer Schnelligkeit von 11>“ 19' in 
einem Jahns 1»*’ einem 

Monat den Zeichen entgegen einen Rück- 
gang machen. Der D beträgt 27 Tage 
5 Stunden 6 Minuten und 50 Seeuiuleii 
(vergl. den vor. Art). 

Drachenschwanz s. u. Drachenkopf. 

Dreiook ist eine Fläche, welche von 3 
Linien, Seiten genannt, eingeschlos- 
sen ist. Man betrachtet nur D., welche 
auf Kbenen oder auf Kugeloberflächen 
verzeichnet sind; erstere sind die ebenen 
D., letztere die sphärischen oder Ku- 
goldreiecke. Unter den ebenen D. be- 
trachtet man wieder nur die geradlini- 
gen D., krummlinige D komiueii 
nicht vor, die gemisclitlinigen I), 
welche aus zwei Radien und einem Kreis- 
bogen gebildet werden, heilsen Kreis- 
ausschnitte oder Sectoren. 

Drolecko, obeno. Die Lehre von den 
Dreiecken bildet die Grundlage zu alleu 


Erkenntnissen der Geometrie. Es lie^ 
dies darin , dafs erstens das Dreieck die 
Figur ist, welche die gcringst mögliche 
Anzahl von Seiten hat, dafs also Jede Fi- 
gur von mehreren Seiten in Dreiecke 
zerleg werden kann; dann aber weil das 
D eine nicht zu ändernde Gestalt an- 
nimmt, wenn die Seiten die.selben blei- 
ben, in welcher Ordnung dieselben auch 
an einander gesetzt werden, w ahrend schon 
Vierecke verschoben und in unzählige 
andere Gestalten abgeändert werden kön- 
nen, wenn auch ihre Seiten iu derselbeu 
Ordnung verbleiben. * 

Von der ünverrückharkeit der D. über- 
zeug man sich, wenn man in einem 
Kreise aus den Endpunkten eines Durch- 
messers nach einem beliebigen Punkt 
der Peripherie, der ungleich weit von 
beiden Endpunkten entfernt i.<^t, zwei ge- 
rade Linien zieht, und somit ein D. bil- 
det. Man kann nun durch Verlegung 
beider Bogen vier Dreiecke zeichnen, die 
alle einander vollkommen gleich .sind und 
so aufeinander gelegt werden können, dafs 
sie sich decken. 

Es ist also das er.ste Erfordernifs, die 
Bedingungen keunen zu lernen, unter 
welchen !)reiecke .*«ich einander decken 
können, ohuo dafs die Gleichheit aller 
einzelnen Stücke, die der 3 Seiten und 
der 3 Winkel iiacligewieseii werden mufs, 
und diese Bedingungen ergeben die 4 
•Sätze von der Coiigruenz der Drei- 
ecke (s. d. pag. 41 ois 44 mit Fig. 309 
bis 314). 

2. M.nn kann die Peripherie eines Krei- 
.ses in 3 gleiche Theile theilen, verbin- 
det man niese Theilpunkte durch gerade 
Linien mit einander, .so erhält man ein 
D. von 3 gleichen Seiten, was sich durch 
den ersten .Satz von der (‘oiignienz der 
D. (2 Seiten und der eingeschlosseue ^ =) 
erweisen läfst, wenn man von dem Mit- 
telpunkt des Kreises nach den Endpunk- 
ten des D. gerade Linien zieht, womit 3 
congrnente D. entstehen. Ein D. kann 
also 3 gleiche Seiten haben und es hoifst 
ein solches ein gleichseitiges Drei- 
eck. Nimmt man in der Peripherie nur 
zwei Bogen einander gleich , so entsteht 
ein D. mit zwei gleichen Seiten und ein 
solches heilst ein gleichschenkliges 
Dreieck; die beiden gleichen Seiten 
heifsen die Schenkel, die dritte heifst 
die Grundlinie de.s D. , der Scheitel- 
punkt zwischen beiden Schenkeln heifst 
die Spitze, tier Winkel daselbst der 
Winkel an der Spitze, die beiden 
anderen Winkel die Winkel au der 
Grundlinie. Dreiecke, iu welchen keine 
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•Seite einer enileren gleich int heifeen 
ungleichseitige Dreiecke. 

3. Verlängert man eine Seite BD eines 
D. so entsteht anfserhalb des D. ein Z.-'fOE. 
Dieser heirst An fse nwi ii ke I des D. 


Kig. 566. 



Der Z. heifst sein innerer an- 
liegender Winkel, die beiden Z^BD 
uiur BAD beifsen seine inneren ihm 
gegenüberliegende Winkel. 

4. l'uter AB kann man sich eine un- 
zählige Menge von Linien vorstelleii, die 
auf einander liegen; nimmt man eine 
derselben nnd bewegt sie mit gleiehblei- 
beiider Lage nach dem Punkt D, und ist 
diese Linie Dh’, so haben beule Linien 
AB und DF einerlei Lage gegen die 
Linie BK behalten, d. h. Z ABD ist = 
Z FDK. Beide Linien haben aber auch 
einerlei Lage gegen die Linie AD be- 
halten. 

D. h. ZBAD-zOOn 
welcher entsteht, wenn man die Linien 
AD und FD verlängert. 

Da nun Z ODH = ADF (als Scheitel- 
winkel), so ist 

ZABD+zBADz^Z^'DB+ZADF=zADE 
Der Anlsenwinkel ist also gleich 
seinen beiden ihm gegenüberlie- 
genden inneren Winkeln. 

6. Der Anfsenwinkel ADE ist der Ne- 
benwinkel des ihm anliegenden inneren 
Winkels ADB, beide zusammen sind also 
zweien rechten Winkeln gleich, folglich 
ist auch die Summe der drei inne- 
ren Winkel eines Dreiecks gleich 
zweien rechten Winkeln. 

6. Ein I). kann also nicht mehr als 
einen rechten Winkel erhalten, nnd ein 
D. mit einem rechten Winkel heilst recht- 
winkliges Dreieck; die l>eidcii den 
rechten Winkel einschliersenden Seiten 
beifsen die Katheten (ruUnui das Blei- 
loth), die ihm gegenülierliegende Seite 
heilst die Bypotenuse (onorsiew, dar- 
unter spannen). 

Ein D. kann nur einen stumpfen Win- 
kel haben und ein D. mit einem stum- 
pfen Winkel heilst stumpfwinkliges 
Breieck. 


7. Legt man das bei F rechtwinklige 
Dreieck ABF um AF bis es wieder in 
dieselbe Ebene fällt, so ist das daraus 
entstandene zweite A ^FE ^ C^AFB 
da nun Z AFB = Z AFE = H 
so ist BFE eine gerade Linie, weil 2 


Fig. 567. 



rechte Z orit gemeinschaftlichem Schei- 
telpunkt nnd einem gemeinschaftlichen 
Schenkel 2 Nebenwinkel bilden; folglich 
ist ABE ein A, und da AB = AE ist, eiu 
gleichschenkliges A- Da nun Z B = Z F, 
so sind in einem gleichschenkligen 
I). die Winkel an der Grundlinie 
einander gleich. 

Hieraus folgt unmittelbar, dafs in einem 
gleichschenkligen D. ein Loth aus der 
Spitze auf die Grundlinie gefällt, die 
Grundlinie und den Winkel an der Spitze 
halbirt. Ferner dafs in jedem gleicnsei- 
tigen A sämmtliche 3 Winkel einander 
gleich sind. 

8. Injedem Dreieck liegt der grü- 
fsereii Seite auch der gröfsere 
Winkel gegenüber. Denn ist AB >BE, 
so nimm ///■'= BE, ziehe EF su ist BFE 
ein gleicbtchenkliges A; 
daher ist Z BFE = Z BEF nach No. 7 
ZBFE>ZBAE nach No. 4 
also auch Z BEF> z BAE 
folglich ZBEA> ZBAE 


Fig. 568. 



Indirect wird nun erwiesen, dafs wenn 
z AEB > Z BAE, auch AB > BE. Oder 
in jedem D. liegt dem gröfseren 
Winkel auch die gröfsere Seite 
gegenüber. 
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9. In jedem D. sind zwei Seiten 
zusammengenommen gröfser als 
die dritte. Denn ist das ^ AFE ge- 
geben, sind AF und EF die beiden klei- 
neren Seiten, so verlängere AF bis Ä, 
dafs FB = FE, ziehe BE 

so ist Z FEB = Z FBE nach No. 7 
also ^AEB>^ABE 

folglich AB>AE nach No. 8 
oder AF-^-EF^AE 

10. Fällt man aus dem Eckpunkt eines 
D. ein Loth AU auf die ffegenüberlie- 
gende Seite, so heifst das Loth AH die 
Hohe des Dreieck.s in Beziehung auf 
die Seite BE, welche dann die Grund- 
linie des Dreiecks genannt wird. 

11. Da jedes Parallelogramm von einer 
Diagonale in 2 congrueiite I). getheilt 
wird und Parallelognimme von j^eichen 
Grundlinien und Hohen einander gleich 
sind, so ist der Flächeninhalt eines 1). 
gleich dem halben Flächeninhalt eines 
5^ wenn beide einerlei oder gleiche Grund- 
linien und Hohen haben, und folglich 
sind auch Dreiecke von einerlei oder 
gleichen Grundlinien und Höhen einan- 
der gleich. 

Hieraus ergeben sich noch folgende 
Sätze: 

A. Jedes Dreieck wird durch eine ge- 
rade Linie aus einer Ecke nach der Mitte 
der gegenüberliegenden Seite gebälftet. 

B. Theilt man eine Seite eines D. in 
eine beliebige Anzahl gleicher Tbeile und 
zieht aus der gegenüberliegenden Ecke 
nach den Theilpunkteu grade Linien, .«o 
wird auch das I>. in dieselbe Anzahl 
gleicher Theile getheilt. 

C. Dreiecke von gleichen Höhen ver- 

halten sich wie ihre Grundlinien. Denn 
es sei das Verhältnifs der Grundlinien 
= so kann man die eine Grund- 

linie in n, die andere in m gleiche Theile 
theilen und aus den gegenüberliegenden 
Ecken nach den Theilpnnkten grade Li- 
nien ziehen, ln dem einen 1). bat man 
daun n, in dem anderen m Dreiecke, die 
alle einander gleich sind. 

D. Dreiecke von gleichen Grundlinien 
verhalten sich wie ihre Höhen. Denn 
wenn man beide Dreiecke mit ihren glei- 
chen Grundlinien auf einander legt, dann 
hat man, wie Kig. öG!> die Dreiecke ABE 
und UBE, deren gemeinschaniiche Grund- 
linie BE. Errichtet man nun in B auf 
BE eine Normale B(i\ zieht AO' | BE 
und die Linie HE so ist /\ A BE = /!!!,UBE, 
weil beide Dreiecke einerlei (trumilinie 
und Höbe haben. Fällt nun die Spitze 
H des zweiten Dreiecks innerhalb der mit 


BE parallelen Linie FH, so ist dieses 
zweite D. gleich grofs mit A BEF. Nun 
kann man die atif BO normale BE als 
die beiden Dreiecken gemeinschaftliche 
Hübe und deren Seiten BO und BF als 
deren Grundlinien betrachten, wo dann 
die beiden D. wie diese Grimdlinien also 
wie ihre ursprünglichen Höhen sich ver- 
halten. 

Fig. ÖC9. 



E. Das A A habe die Grundlinie a, die 
Höhe h: das AÄ die Grundlinie n\ die 
Höhe A'; das A^ die Grundlinie die 
Höhe A’, so ist: 

AA: AÄ = A*A' 

A B : At’ = «i«' 
folglich i^;^A:/^C=ak'.a'k* 
d. B. Zwei Dreiecke verhalten sich wie die 
Producte ans Grundlinie in Höhe. 

12. Dreiecke, die in solche Lage ge- 
bracht werden können, dafs jede der Sei- 
ten des einen D. einer Seite des anderen 
-fl läuft, heifsen ähnliche Dreiecke. 
Die.se Dreickc können mit einer Ecke so 
aufeinander gelegt werden, dafs zw-ei 
Schenkel in einander fallen, und die drit- 
ten Seiten mit einander b laufen, denn 
die parallelen Seiten gegenüberliegenden 
Winkel sind einander gleich. Die als 

S arallel zusammengehörigen Seiten, oder 
ie Seiten, welche gleichen Winkeln 
gegenüber liegen, heifsen homologe 
Seiten. 

Es sei das ^DEF so auf A.^ÄG ge- 
legt, dafs EF +■ BC ist. Zieht man die 
Linien CE und BF, so hat man 
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bieria ^AEF= c^AEF 
pbt • ^i^ACFr=£i.ABP~ 

Nun ist ^ACE; ^AFE = AC: AF 

C^ABFiC\AEF=AB:AE _ 
hieraus' AC-.AF =AB-.AEm 
also auch AF:AC-AF=AE:AB—AE 
oder AF-.CF =AE:BE (2) 

desgleichen AC : CF = AE :BE (3) 

Zieht man + AC, so ist eben so: 

AE: AB = Cn-. BC 

oder AE:AB-F.F:BC (4) 

auch AF^AC= EF-.BC (5) 

oder in einem Sats aiisgedniclct 

AE:AF:EF=AB:AC:BC 
d. h. ln ähnlichen Dreiecken ste- 
hen die homologen Seiten mit ein- 
ander in Proportion. 

13. Denkt mau .«ich eine Höhe von der 
gemeinschadlichen Spitze auf die Grund- 
linie BC gefällt , so theilt die.se beide 
Dreiecke wieder in zwei ähnliche Dreiecke, 
die Höben werden zu Seiten und man 
hat dieselben Proportionen als; 

AE : AB = AH : AK (6) 

EF:BC- AH .AK 

n. s. w. 

Nun ist nach No. 11 : 
t^AEF.C^ABC^EF- AH : BC - AK 
hieran die letzte Proportion gibt 
/^AEF:Cs ABC=E^ :BC‘= AH’ : AK’ 
d. h. Aehnliche Dreiecke verhal- 
ten sich wie die Quadrate homo- 
loger Seiten oder wie die Quadrate 
homologer Höhen. 

14. Wie die Sätze von der t'ongrnenz 
der Dreiecke, so lassen sich attch aus 
dem Vorigen folgende Sätze für die .Aehn- 
lichkeit der Dreiecke und zwar sehr leicht 
ableiten. 

1. Dreiecke sind co, wenn sie 2 gleiche 
Winkel haben. 

2. Wenn sie einen gleichen Winkel 
haben und die die.sen Winkel eiuschlie- 
fsenden Seiten in Proportion stehen. 

3. Wenn sie alle 3 Seiten proportional 
haben. 

4. W'enn 2 Paar Seiten in Proportion 
stehen , von den diesen Seiten anliegen- 
den Winkeln ein Paar gleich ist und das 
andre Paar zu 2 Kochten sich nicht er- 
gänzt. 

Dieser 4te Salz ist analog mit dem 
4len Salz von iler Congruenz der D. pag. 
44. Ks seien dort die beiden Dreiecke 
tCB und HEF einander <sä deshalb weil : 
AC-.AB-HF: DE 
ZABI=_DEF 

und weil 2 rechte Winkel entweder klei- 


ner oder gröfser sind als 

Z ACB -1- z DFK 

so ist diese letzte Bedingnng deshalb we- 
sentlich, weil, wenn man AC= AC macht, 
ein A-4Cfi entsteht, in welchem nun 
AG:AB=DF:DE 
^ABG = ,/ DEF 

Allein da Z AGC = ^ ACB = Z HFE 
und ^ AGC -{■ ^AGB = 2R 

so ist ^AGB + Z. DFE = 2ft 
die beiden Dreiecke AGB und DFE sind 
also nicht «i, ungeachtet die ersten bei- 
den Bedingungen des Satzes erfüllt werden. 

Nach No. 8 liegt der kleineren Seite 
immer der kleinere Winkel gegenüber; 
man kann daher au.« dem 4ten Satz auch 
folgeuden ableiten: 

Dreiecke .sind ähnlich, wenn zwei Sei- 
ten proportional und die den gröfseren 
von beiden gegenüberliogenilen Winkel 
einander gleich sind. 

Denn alsilaiin liegen die Winkel, welche 
nach dem S.itz zn 2 Rechten sich nicht 
ergänzen sollen, den kleineren Seiten in 
den Dreiecken gegenüber, sind also beide 
spitz und ergänzen sich nicht zu 2 Rech- 
ten. Liegt aber der gleiche Winkel der 
kleineren Seite gegenüber, so kann von 
den beiden den gröfseren Seiten gegen- 
überliegenden Winkeln der eine stumpf 
der audere spitz sein und beide können 
sich zn 2 rechten Winkeln ergänzen. 

Dieser Satz stimmt nun ganz mit Satz 
4 von der Congruenz der Dreiecke, er ist 
aber nicht so allgemein als Satz 4 von 
der Aehnlicbkeit der Dreiecke. 

15. Aus dem ersten Salz über die Aehn- 
lichkeit der Dreiecke oder überhaupt aus 
deren Eigenschaft, dafs ihre 3 Winkel ge- 
genseitig einander gleich sind, entspringt 
noch ein Satz über dieselbe, der häufig 
Anwendung findet, nämlich: 


Fig. 671. 




Dreiecke sind ähalicli, wenn sich die 
Seiten derselben oder ihre Verlängerun- 
gen gegenseitig unter gleichen Winkeln 
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schneiden, die nach einerlei Richtnnfr f;e- also dann einander <», wenn caA 
messen werden = kdA = /i ceB. 

Uie beiden Dreiecke ahe und ABC sind Denn es ist 

^ Cak -1- ^ kac d- Z. = Z And + Z nAd d- Z ndA = 2/1 
Nun ist Cak = And 

Z caA = Z ndA 

fol|;Iich Z kae = Z nAd 


Eben so wird die Gleichheit der Z l> 
nnd B, e und C bewiesen. 

16. Zwei Dreiecke, die einen gleichen 
Winkel haben, verhalten sich wie die 
Producte der diesen Winkel einschliefsen- 
den Seiten. 

Denn zieht man in Fig. 572 die Ilülfs- 
linie CI) so hat man 



^^,AI)<:£iABC = AI>:AH 
AAÜE:/^AI)C = AK:AC 
d'aher'A^Df \ C^ABC = AD- AE-.ABAC 

17. Wenn ZADC = zCDC so hat 
man nach No. 1« 

A DAC-.C^DEC = AD - CD-.ED • CD 
-AD :ED 

aber auch 

/SDAC./SDRC=AC ' :EC 
daher /lO: ED =AC -EC 

d. h. Wenn ein Winkel eines Dreiecks 
halhirt wird, so schneidet die llalbirnngs- 
linie auf der gegenüberliegenden Seite 
zwei Stücke ab, die sich verhalten wie 
die diesen Stücken anliegenden Seiten. 

18. Zieht man durch einen innerhalb 
eines Dreiecks beliebig liegenden Punkt 
C von den Endpunkten nach den gegen- 
überliegenden Seilen gerade Linien, so 


Fig. 573. 



sind die Producte der drei von den Sei- 
ten abgeschnittonen links liegenden Stücke 
o, 4, c gleich dem Product der drei rechts 
liegenden Stücke 1t, fl, y. 

Denn es ist ^BAD:AGAD = a:a 
C^BCDxisCCD = a-.it 

folglich 

t^BAD-C^BCD-.t^üAD-^GCD=tt-.a 
oder ti,ACB-.C^AC(l = n\a 

ebenso A BCG-./S BCA = k:fl 

und i^ACG:j^BCG -=c: y 

folglich 1 : 1 = n • i • c : n • ,1 • y 

oder n-k-c — n-fl-y 

19. Indirect läfst sieh nun beweisen, 
dafs wenn auf den Seiten eines Dreiecks 
Abschnitte «, n; k, fl; c, y genommen 
werden , so dafs a-b-c = u - fl - y, die 
graden Verbindungslinien der Theilpunkte 
mit den gegenüberliegenden Eckpunkten 
io einem Punkt sich schneiden. 

Es foirt hieraus unmittelbar, dafs die 
graden Verbindnngslinien zwischen den 
Eckpunkten und den Mitten der gegen- 
überliegenden Seiten eines Dreiers in 
einem Punkt sich schneiden. 

20. Die Ilalbirungslinien der Winkel 
eines Dreiecks schneiden sich in einem 
Punkt. Denn sind Fig. 573 AD, BE, GF 
diese Ilalbirungslinien, so hat man nach 

AB-.AG=:a.n 
BG-.AB = k:fl 
AG:BG = c:y 

folglich 1 : 1 =a-k-c:u-fl-y 

Man erhält noch folgende Gesetze; 

Esist AAß» = AA«// 
auch d,CBD = C)-CGD 
hiera ns A ACß = A d t'/,’ 
folglich auch 

AdC'ß = Adt'(; 

= ^BCG:z JA IßC 

Da nun 

/SABG.hCnc, = AD-.CD 
so ist CD= \ AD 

eben so CE={BE 

und CF-\GF 

21. Die drei Hohen eines Dreiecks schnei- 
den sich in einem Punkt. Denn stellen 
Fig. 573 die Linien AD, BE, GF die 
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drei Höhen vor, eo haben die beiden 
Dreiecke ABD und GBh' den /_ B ge- 
meinschaftlich lind die Winkel bei B und 
B sind rechte, folglich sind beide O ein- 
ander <v. 

Daher AB-.BG = a:v 
aus demselben Oriimle 
BG:AG = b:„ 
nnd AG:AB = c-.ß 
daher 1 : I = a-k'C-.wß-y 

22. Es sei C^ABC bei C rechtwinklig; 
zeichnet man über den 3 Seiten diu Qua- 
drate AD, AB, CB., fällt aus dem Schei- 
telpunkt r des rechten Winkels das both 
CG, zieht die l.inien AE und CD 


Fig. f)7d. 



so ist AB = BD 

BE = BC 

_Z^ABK = ZCBD^ 
folglich Adß^;^■AÄ«C 

also auch ^Z2CE = i Kectangel BG 
oder = llectangel BG 

eben so ist Q /!/'' = Itc ctangel AG 
folglich pC£-|-D.I/'' = a.dö 
d. n. In einem rechtwinkligen Dreieck 
ist das Quadrat der llyjioteniise := den 
beiden Quadraten der Katheten znsam- 
mengenommeu. Dieser Satz wird von 
seinem muthniafslichen Erfinder der py- 
thagorische Lehrsatz genannt. 

23. In jedem Dreieck ist das Quadrat 
der einem spitzen Winkel gcgenübcrlic- 


Fig. .375. 



enden Seite = der Summe der Qua- 
rate der beiden anderen Seiten weniger 
den beiden Rechtecken, welche Jede die- 
ser Seiten mit der Projection der ande- 
ren auf ihr bildet. Also 
\JAB=a^C+QBC-CBx.CH-ACxCF 
Denn zeichnet man die Quadrate über 
den drei Seiten und fällt aus den Win- 
kelspitzen die 3 Lothe AD, BK, CG, so ist 
aCÜ = DUy. CH -CB-k CH 
nnd 3 CE = EB' x CF = AC X CB 
Nun ist wie im vorigen Satz, wenn 
man dieselbe Construction macht: 

=iBG = aBD = aBC-aCD 
lind ^AG= ^AE=QAC - dCE 
folglich 

adÄ=QAC-i-DßC- CBx CH-ACxCF 

24. Ist der der Seite AB gegenüber- 
liegende Winkel stumpf so ist 


Fig. 57B. 



DAB=OAC+DBC+CBx.CH + ACy.CF 
wie aus Figur 576 und mit Hülfe von 
No. 23 hervorgeht. 

23. Die beiden Rectangel CB X CH und 
ACy.CB' in beiden Dreiecken, dem spitz- 
winklipn und dem stumpfwinkligen sind 
einam^r gleich. 

Denn die Dreiecke ACH und BCF ha- 
ben in Fig. 675 den Z ACB gemein- 
schaftlich, in Fig. 576 sind die z. ACff 
nnd BCB Scheitelwinkel ; aufserdem sind 
die Dreiecke rechtwinklig, folglich einan- 
der «I und es ist 

AC : CH = BC ■. CB 
woraus ACK.CB = BCy.CH 

26. Indirect läfst sich nun beweisen; 

A. Wenn in einem A das Quadrat der 
einen Seite = der .Summe der Quadrate 
der beiden anderen .Seiten ist, so lie^ 
der Seite des grofseren Quadrats ein 
rechter Winkel gegenüber, 
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6. Ist das Quadrat einer Seite > als 
die Summe der Quadrate der beiden an- 
deren Seiten so lief^ der ersten .Seite 
ein stumpfer Winkel gegenüber. 

C. Ist das Quadrat einer Seite kleiner 
als die Summe der Quadrate der beiden 
anderen Seiten , so liegt der ersten Seite 
ein spiUer Winkel gegenüber. 

27. In dem rechtwinkligen (Fig. 

574) ist CH ein Loth auf die Diagonale, 
daher ist 


~ A Alle A CHB 


hieraus folgt 

AB:BC = BC-.BII 

(1) 

AB:AC= AC-.AII 

(2) 

AH;CH=CH:BII 

(3) 

nnd aus diesen 3 Proportionen 

BC‘ = ABxHII 

(4) 

AC* = ABy.AII 

(S) 

CH* = AH X Bll 

(«) 

Es ist AH:BH= AH-.BH 

= AR • AH. AB 

BH 

folglich aus 5 nnd 6 

AH-.BH= An.BC‘ 

(7) 


vergleiche Chorde No. 10. 


Ist in Fig. 578 AI) die Ilalbirnngslinie 
der Seite BG , so hat man nach No. 23 
nnd 24; 

.4ß’ = Bß* + Alfi f 2/fO X DJ 
nnd ,4 C» = ßfi » + AD^ - 2ßCx DJ 
daraus 

>lÄ«-f,4C* = 2.4B* -b 2B0* = 2.4 D» + 2GÖ* 

28. Zwischen 3 in einer Ebene liegen- 
den Punkten lälst .sich ein vierter Punkt 
hnden, der von jedem der drei Punkte 
gleich weit entfernt ist. Da dies also 
auch zwischen den drei Punkten A, B, C 
(Fig. 677) geschehen kann, so läfst sich 


um jedes T)reieck ein Kreis he- 
schreiben; und da dies ancb zwischen 
den 3 Standpnnklen D, F der Höhen 
eschehen kann, so läfst sich in je- 
emDreierkeinKreis«i beschreiben. 

29. Der Inhalt eines Parallelogramms ist 
= dem Product aus Oriiiidlinie und Höhe, 
es ist also nach No. 11 der Inhalt eines 
Dreiecks = dem halben Product au.« Grund- 
linie und Höhe. Bezeichnet man die 
Grundlinie mit <i, die Höhe mit A. so ist 
der Inhalt de.s ^ 

J = \a-h 0 ) 

30. Bezeichnet inan die Projectutn der 
Seite b auf die Seite f* mit j*, die Höhe 
auf a mit h so ist, je nachdem ^ € ?tuiuj»f 
oder spitz ist 


Fig. ÖT7. 



4n* 

mithin A = ^ 1 2a*6* - (c*— a* - (2) 

Um mit Logarithmen rechnen zu kön- 
nen Terwandelt man die Klammergröfse 
in ein Product nnd erhält 


A = 2 ~ + 6 -t c) (a -f- A - r) (a + c - 6) (6 + c - o) (3 

Es ist hiermit der Inhalt des ^ wenn die 3 Seiten gegeben sind (|gA) = 

= 1 + Ä r c) (a -|- A — c) (a + c — A) (6 -f c — o) (4) 


Ist das Dreieck gleichschenklig, A = c, 
■0 ist die Höhe h auf der Grannlinie a 

^ i ] 4A* — a* (6) 

die Höhe anf einen Schenkel A 

V = (6) 

Der Inhalt des gleichschenkligen Drei- 
ecks hei der Grnndliiiie n 

J = >l (7) 

Ist das A gleich.seitig so ist 

Ä = .*al3 (8) 


31. Sind die 3 Höhen A, h\ A'* gege- 
ben , so hat man 

nk AA' cA" 


, A , A 
woraus 6 = « -j- und c = a 
n h 

»Setxt man die.se Werthe in Formel 3 
so wird 

, A h 

ö 4- A + c = fl I ^ T ** 

= -,~[*A' t *■*"] 
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und in derselben Weise erhält man die in Klammern stehenden 3 Glieder der 4 
anderen 3 Factoren der Wnrzelgröfse V'actoren mit B, C, D bezeichnet: 

(**’ f **■' - *’*"); (AA’ + A'A" - AA"); oA _ , a‘ 4 — r n 
(AA" + A'A" - AA"). Ueninarh ist wenn die 2 * (A'A")* ' ‘ ‘ 


—...... 1 . - 2A (A A y 

woraus " ~ , (Äv^*v'rjrÄ'*'’)YAvT*V - AA")(AA” +TS" - AA') 

und der Inhalt 

(AA'A")2 


J = 


CAA’+ÄA" + A’A”) (ÄA’ + AA" - A’A”)(AA’+ A'A" •- AA") (AA" + A’A” - AA') 


( 11 ) 


32. Ist AP = d die Halbirunglinie der 
Seite BO = «, so hat man nach No. 27 

A« + c* = 2./* f 2 (y)‘ 

«orans « = I 2{A* + c* — 2d*) 

Verlängert man AD um DH = d, zieht 
GH, so ist ^iGDHi^l^^BDA und OH i,«t 
= c. Es ist folglich ^ ABO = AHO, der 
Inhalt dos lelileren also auch des erste- 
ren oder 


J = Jl (A + c + 2d)(A +c-2d)(A + 2d- f) ('id + c - t) (12) 



Fi?. ."iTR. 


33. Sind sämmtliche 3 Halbimngslinien 
d, t, f der 3 Seiten gegeben, so hat man 

1) t> + c’-^=2d« 

A> 

2) o> + c* - — = 2e* 

3) «« + A’-y = 2/-* 

hieraus n* + A“ + c* = } (rf* + e’ + /•) 
Snbtrahirt man hiervon Ul. I, reducirt 
nnd radicirt, so erhält man 


« = 5 I 2e» + 2/» - d» (13) 
eben so wenn man die 2te und die 3te 
Gleichung von der 4ten abzieht 

A = 5 1 21^ + 2/’^» (U) 

r = ?K2d» + 2e’ (15) 
Die Inhaltsbestimmung des A geschieht 
nach No. 32 nnd No. 20. Denn es ist 
(Fig. 573) in Ci BCO = \ABG = y 
BC = le, OC = jY und CD= ’,d 
folglich nach Formel 1 1 


{j = 1 1 (?d + ä« + !/) (;<H- f« - if) «d+ V - 50 (ä' + V - i<o 

•/= J l(d + «+/)(d + «-/)(d + /'-e)(i + /--d) (16) 


Z ABE = Z BED = «Z 
Z AEB = Z ABB (auf einerlei Bo- 
gen .1«) 


34. Ist AE = d der Durchmesser des 
nm das C^ABD beschriebenen Kreises, 
BF die Höbe A auf AD = a, so hat man 
wenn man noch BE zieht 


Fig. 57!). 



daher ABE ^ BFD 
also d:li = c:h 
k . c 

woraus A = 

O 

folglich J = C^,ABD = \ah-"^^ 

Nun i.'t 

•^=■11 (of Atc)('i+A-c)(o+c-A)(Afc-o) 
folglich 


I 

Dkj"'.' . ■'''.ongk 
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Zaie 


330 

(17) 


Dreiecke, ebene. 
Vie. Ä8 I . 


)'(o+4+c)(o+4-c)(a+e-4)(4+c-o) 

35. Ist C der Mittelpunkt des in dem 
t^ABD beschriebenen Kreises, so sind die 
Lothe von C auf den Kelten die Halb- 
messer r — \d desselben; zieht man nun 
die 3 Linien CA, CB, CD so hat man 

FiR. 580. 




die 3 Dreiecke ACB, ÄCD, 0CD = 

J = 4r(o-b4+a;) (18) 

und 

1 (a-f5+e)((»-pt-cXi« 4-c -4X4 +c-a) 


Nach Nu. 23 hat mau 

o» = 4*+ c*-2c-^D 
= 5* -t- c* — 26c • cot tt 

hieraus cot a = ^ (20) 

Ist A ein stumpfer Winkel, so wird 
das Prodnct 2c,4ll positiv, cot a wird ne- 
^ifativ , die Formel ist also allgemein 
gülüg. 

Für Rechnung mit Logarithmen eignet 
sich die Formel nicht. 

Ist A ein rechter Winkel, so ist cosn = 0 
und cs entsteht 

o* = 6» -b c» 

Bezeichnet man CD mit k, so ist 
5 = 5 tin IT 


o + 4 -f c 

36. Wenn von einem Dreieck 3 Seiten 
gegeben sind, so findet man die Winkel demnach hat man mit Hülfe von For 
lolgendermaa&en. mel 3 


y{a -b 6 -f- c) (o -p 6 — c) (ii -f c — 6) (5 -1- c — o) 
26c 


( 21 ) 


Es ist sia* -g- = i (1 - cos ri) 

Schreibt man diesen Werth in Formel 20, so erhält man 

4*-(-c* — a*\ _ 26c — 6> — c’ -f a* _ n’- (6- r)’ _ (n + 6 - c) ( a -f c - 6) 
2 ~ ^ ' 26c / 46c 46c 46r 

'a -p 6 — c) (a -p c - 6) 

6c 


hieraus 

Es ist cos’ 


- = i (1 -p cos n) 


( 22 ) 


Diesen Werth in Formel 20 gesetzt gibt 

,a I /, 4’-fc’-a’\ 26c -P 6’ + c* - a’ (6-pc)’-« 

T = H1+^6c— ) = 


hierans 


•hiV' 


26c / 46c 

’(a + 6+c)(6 + c - ö) 


46c 


6c 


(23, 


37. Wenn in einem Dreieck zwei Sei* 
ten lind der tod ihnen ein^escblossene 
Winkel (gegeben sind, so erhält man 
HD = c • bcos a 
da nun 

HD tg,i ^ b sinn 
so ist 

hsinu , 6tin^ 


a «tny 

lg n = I 

b^acosy 


n sin 


(25) 


eben so 


. -auch = (24) 

bcotii a-hcoty 


a cotß 

Diese Fo«ocj>n *>»d für Rechnung mit 
I.ngaritlvMn ^tobeauchbar mindestens un- 
lic>|iiem. j^n hat aber folgende P'ormeln 
ans der wigiUMMBetrie 

. A.-P|7 " “ .7 

sin n cPaStnyl ='2«ui -y~ • ««« j - 

< « -o*«" 
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sin B - <in/> = 2 cos • »in — folglich “ üO" - -y 


• „ . « + /S . a-fl 

coj/l — coi n = 2 nn — ^ • <in — — 


und 


»2 2 


,( 29 ) 


Dividirt man die erste Formel durch Man hat also die Formel 
die zweite, so erhält man a - i> y 

tin a t ^ n + ~ 2 ~ ~ ö +T T 

cosa + cosß 2 welche eich ohne Uoterbrechang mit Lo- 

nnd (ÜTidirt man die dritte durch die garithmen berechnen läfat. Hat man 
iweite a - ß , . ^ , , 

.ino-.in« a-ß ~ ß = f gefunden, 

- (2T) ^ 

cotU'^-cosß ^2 so erhalt man, da n + ß y 180*^ ist, 

hieraas h = j(l80° + y - >*) 

= /* = ^(180 


Eben so ist 

a — y n — r 

tg = — • cot 

* 2 rt -j- c 


ß 


2 A + c 


cot - 


2 

Nnn ist 

a »in ß-= b sin n 
oder a:6 = iinrcsin,f 
woraus 

« -f Ä : rt - 6 = sin n + sin : sin u - sinß ferner hat man 
folglich = A* d- - 2Ac • cos « 

n-^ß n ^ ß „ 

ii-f b :a — 0 — tg ^ : tg - — Setzt man cos « = 2 ros* ^ - 1 in diese 

, ft-/? a-~b ft 4-^ Formel, so erhält man 

nnd = (28) 

Sind nun die Seiten a, 6 und der z.y 

K*«®'’«“ > „ = (A + c)> - 1 2t Ac . c«i — V 

seist o + ^ + y = 180° ^ ^ V 2/ 


(30) 

(31) 

(32) 


rt* = 6* + c* + 26c — 46c • cos* 


folglich « = I ' ^A + c + 2 l^Ac • cot |a + c — 2 t'Ac • cot -^) 


(33) 


den Inhalt des A hat man nnmittelbar 
J = ^ah • iiHy = \ac‘nnß = ibc- tina (34) 
38. Wenn eine Seite nnd die 3 Win- 
kel gegeben sind, so ist 

, iin ß rin ß 
0 := d • . -■ = c -■ 


. II» a • II» ß 

h = c — (37) 

stny ' 

Nun ist J= ~rr-~ — • : (38) 

2 2 sin y 


(36) 39. Wenn 2 Seiten a, b und der grü- 

CO = *=r.;^, = A‘riL (36) S“ist"'"*‘”'‘''“ 

Nnn ist aiiny = c tina ^ 

oder » = ri»^ = -ri»B (39) 

Diesen Werth in Lrmel 36 gesetzt e = AD + BP = A D + \'B(?- CD* 
gibt also c = A COI n — A’ lin •« (40) 


nnd 


J = \hr = ,A lin « [A roi a + V“’ “ **" *“ 1 


( 11 ) 


DrelnulachtflSchner, der deutoche Name 
des Pyramidenoktaeders oder Tria- 
kisoktaeders, eines Krystalls Ton 24 
Flächen in gleichschenkligen Dreiecken, 
16 Kanten nnd 14 Ecken von der Form 
eines Octaeders, auf dessen 8 Flächen 
dreiseitige Pyramiden aufgesetzt sind. 


Dreinnddreikantiier, der deutsche Name 
des ilemidid od ek aede rs oder Ska- 
lenoeders, eines Krystalls von 12 Flä- 
chen in ungleichseitigen Dreiecken, 18 
Kanten und 8 Ecken; er hat das Ansehn 
zweier sechsflächigen Pyramiden mit ge- 
meinschaftlicher mittlerer sechaeckiger 
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Basis, deren 6 Ecken aber nicht in einer 
Ebene sondern in einem Zickzack liegen. 

Dreiandeinaxiges KrysUlUsatioiusy- 

ttein, 8. u. Axensvstem pag. 2C1, No. 

Druck ist hei unmittelbarer Hernhrung 
zweier Körper die Einwirkung des einen 
auf den anderen, welche diesen hindert 
eine beabsichtigte Bewegung zu beginnen 
oder in der diesem Körper inwohnenden 
Kraft entsprechenden (leschwindigkeit an- 
zunehmen. Im Gegensatz zu Stoi's, die 
mit unmittelbarer Berührung zweier Kör- 
per eintretende Wirkung des Hindernis- 
ses, das der eine Körper dem anderen 
entgegengesetzt, eine bereits Iw-gonnene 
Bewegung mit derselben (ieschwindigkeit 
fortzusetzen oder dessen gänzlichen Still- 
stand Teranlafst. 

Bruck im Gegensatz zu Zug ist die 
Einwirkung eines Körpers auf einen an- 
dern mit dem Bestreben dessen Volumen 
zu vermindern, während Zug das Bestre- 
ben äufsert das Volum zu vcrgrulsern. 
Oder Druck wirkt auf die Verdichtung 
der materiellen Theile eines Körpers, 
Zug auf deren Trennung. Im l ohrigen 
sind Druck und Zug bei einerlei Krnft- 
äutserung von einerlei Wirkung. 

Allgemeiner sagt man : Druck ist die 
Einwirkung einer Kraft in ihrem Angriffs- 
punkt auf einen Körper mit dem Bestre- 
t>en ihn fortzubewegen; und wenn man 
den Begriff Z u g als Gegensatz hinznfü- 
gen will, so kann man von dem Druck 
sagen, dafs er das Bestreben änfsere, den 
Körper durch Bewegung zu entfernen, 
der Aug hat dann das Bestreben den Kör- 
per zu nähern. Man hat auch Drnck tind 
Zug in der Ferne; jener heifst ,\bsto- 
fsung, dieser Anziehung. 

Jeder auf unserer Erdoberfläche befind- 
liche Körper empfangt die Wirkung eines 
Zuges, welchen die Schwerkraft de.s Erd- 
körpers auf ihn übt und ihm, also durch 
Anziehung das Bestreben mittheilt, dem 
Sitz der Kraft, dem Mittelpunkt der Erde 
sich zu nähern. Liegt «in solcher Kör- 
per A auf einem festen Körper i?, so 
aufsert A dieses Bestreben auf /f, also 
mit einer Kraft, welche den Körper ß 
durch Fortbewegung entfernen will, wäh- 
rend ß dem Körper A mit einer gleich 
grofsen Kraft ein Hindernifs setzt, die 
seinem Bestreben gemalte Itewoguiig zu 
beginnen Heide Körper .1 ninl // änlserii 
also gleich grol'-e Druckwirkungen auf 
einander; ein Körper, der einen andern 
drückt wird wieder gedrückt, es ist über- 
all Druck und Gegendruck in glei- 
chen (iröfsen. 


Da jede Einwirkung die Folge einer 
Kraft ist, so nennt man den Druck anch 
eine todte Kraft im Gegensatz zu le- 
hendigerKraft, die eine in Bewegung 
befindliche Masse mit ihrem Bewegungs- 
Vermögen entwickelt und eine andere 
Masse in Bewegung bringt. Ein Beiapiel 
wie eine hlofs druckende Masse zu leben- 
diger Kraft wird gibt da.<< oberschlächtige 
Wasserrad, welches bei bestimmter Was- 
sermenge per Secumle und bestimmtem 
Gefälle (senkrecht gemessene Entfernung 
des Oberwasserspiegels vom Unterwasser- 
.«piegel) am wirk.samsten i.«t, wenn das 
Wasser mit der Geschwindigkeit der Rad- 
peripherie in die Schaufeln fallt, so dafa 
die im Radkranz befindliche Wassermaaae 
einzig und allein auf Druck wirkt, wäh- 
rend beim iinterscblächtigen Rade das 
Wasser durch Stofs allein die Bewegung 
hervorhringt. 

Druck ist also das Krgebnifs einer auf 
einen Körper wirkenden Kraft, wirkt selbst 
als Kraft und zwar als eine Kraft, die 
das Be.streben äufsert Bewegung hervor- 
zubringen. (ilcicber Druck und Gegen- 
druck oder Druck mul Zug in gleichen 
Grölsen un<l in gerader Linie wirkend 
heben einander auf, es ist Gleichge- 
wicht; die wissen.schaftliche Untersu- 
chung der Druckwirkungen gehört mit 
den Kräften in die Statik. 

Der Ort auf den Oberflächen zweier 
sich berührenden Körper wo Druck 
erfolgt, ist der Angriffspunkt des 
Drucks, die gerade Linie nach welcher 
Bewegung .statt finden würde ist die 
Richtung des Drucks. Die gerade 
oder krumme Verbindungslinie tler An- 
griffspunkte mehrerer auf einander drük- 
kender Körner ist die Mittellinie de.s 
Druck.«. Der Druck wird wie die Kraft 
gemessen mul seine Gröfse wie diese in 
einer geraden Linie .«ymlioliscb darge- 
steilt. Oder vielmehr es wird die Gröi'se 
jeder Kraft mit einem Druck verglichen 
und nach einer Druckeinheit gemessen. 
Denn die oben gedachte Anziehungskraft 
der Erde auf jedes Massenelement io glei- 
chem Maafse gibt in der .Anzahl der ma- 
teriellen Theile eines Körpers auch die 
Anzahl jener gleich grofsen Anziebungs- 
•wirkungen iinil diese spricht .«ich als Ge- 
wicht au.s; die (iröfse eine» Drucks und 
mit <lie>em die (iröfse einer Kraft wird 
also durch ein Gewicht gemessen und 
deren Gröfse ist gleich diesem (iewicht. 

Druck, hydrostatischer, der Druck, den 
eine Klüs.«igkeitsninsse gegen die (telafs- 
wandungon und auf cingesenkte Körper 
ausübt, ist unabhängig von der Form aes 
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0«fafseA und dessen Wandaog«n nnd in 
gleicher Tiefe vom Wasserspiegel ab gleich 
grofs. Es geht dies daraus hervor, dafs 
eine Wassermasse in einem stilUtehen* 
den Oefafs ebenfalls in Ruhe ist, dafs 
also alle horizontalen Wasserscbichten 
in (ileichgeaicht sich befinden, weil sonst 
eine ununterbrochene Wiederherstellung 
des gestörten Gleichgewichts durch fort* 
dauernde Strudel und Wirbel sich kennt- 
lich machen würde. 

Die oberste Schiebt Wasser lagert ru- 
hig auf der nächst unteren, diese wieder 
auf der folgenden und so fort bis zur tief- 
sten Schiebt. Wenngleich nun das Was- 
ser incompressibel, also unten so speci- 
fisch schwer als oben ist, so veranlafst 
die Belastung von Schicht auf Schicht, 
dafs mit der Tiefe auch der Druck grö- 
Iser wird, and zwar unabhängig von der 
Flächeoausdehnung der Schicht. 

Daher halten Wassersäulen von sehr 
verscbiedoii groCsen Querschnitten bei 
einerlei Höhe, also von sehr verschiede- 
nen Gewichten einander da.< Gleichge- 
wicht, und wenn man auf die Oberfläche 
des in einer dünnen Röhre befindlichen 
Wassers einen Druck p ausübt, der dem 
(iewiebt von U Ftifs Wassersäule = ist, 
so hält dieser einer mit der Röhre enm- 
municirenden Wassersäule von m fachen 
Querschnitt und der Höhe A, also einem 
Druck = mp das Gleichgewicht, eine Eigen- 
schaft, die das Princip der hydraulischen 
Presse ausinacht. 

Eine Wassersäule von 3*3 Fufs Höbe 
Gilt den Druck der Atmosphäre aus, etwa 
14 Züllpfund auf den Qiioll: in 64 Fufs 
Tiefe unter dem Wasserspiegel würde der 
Druck des Wassers .schon *3 Atmosphären 
= ‘38 Pfund auf den OZoll betragen. 

Da die atmosphärische Duft an der Erd- 
oberfläche 770 mal leichter als Wa.«iser 
ist, so gehören 770 Atmosphären Druck 
dazu um der Luft die Dichtigkeit des 
Wassers zu geben, wenn das Marinttesche 
Gesetz bi'' so weit noch gilt; also in 
32 X 770 Fufs = 24C40 Fufs oder in einer 
Meile Tiefe im Weltmeer wurde Luft in 
einer unten otTenen Tauchergloche herab- 
gelassen bis zur Dichte des Wassers zti- 
sainmengednlckt werden. 

2. Jeder Körper verliert, wenn er in 
W^asser gesenkt winl, .so viel an Gewicht, 
aU das Gewicht des von ihm veniräiig- 
ten Wassers beträgt, weil das um den 
Körper heHndliebe Wasser mit dem ver- 
drängten Wasser also mit dessen Gewicht 
im Gleichgewicht sich befunden bat und 
dasselbe Gewicht auch jetzt noch zu tra- 


en übernimmt. Wiegt ein Körper ia 

er freien Luft 10 Pfund und sind nur 
S Pfund auf der Waagschale erforderlich 
um ihm <las Gleichgewicht zu halten 
wenn er an einem Faden in Wasser ganz 
eingesenkt ist, so hat er 2 Pfund an Ge 
wicht verloren, das Wasser von dem Vo- 
lum des Körpers wie)^t also 2 Pfund; 
10:2 = 5:1 ist das Verhältnils seines 
absoluten Gewichts zu dem des Wassers, 
<i. h der Stoflf aus dem <ier Körper be- 
steht, bat das specitisebe Gewicht = 5. 

3. Ein Körper schwimmt, wenn er so 
viel Wasser verdrängt als er selbst schwer 
ist, weil dann erst das umliegende Wa.s- 
ser mit dem Körper Gleichgewicht bat. 

Jeiler in Wasser gesenkte Körper ver- 
mehrt den Druck auf den Boden des Ge- 
fälses um sein absolutes Gewicht. Ein 
Stab ins Wasser gestellt ohne dafs er 
den Ho<len berührt, drückt auf den Bo- 
den um das Gewicht des von ihm ver- 
drängten Wassers, welches um so viel 
in die Höhe steigt, dafs der Raum des 
vom Stabe verdrängten Wassers wieder 
ersetzt wird. 

4. Die Ausflufsgeschwindigkeit einer 
Flüssigkeit bei bestimmter Höhe k des 
Spiegels über der AusflufsöfTnung ist un- 
abbängij; von dem specitischen Gewicht 
der hlus.Mgkeit (s. Ausflufs tropfliarer 
Flüssigkeiten No. 4). 

Daodecinul zeigt die Beziehung zur 
Zahl 12 an. Vergl. Dedroal, Dodekadik. 

Doodeciin&lllia&lk ist ein Maaf«, dessen 
Einheit in 12 gleiche Theile getheilt ist, 
wonach diese Theile als Einheiten wieder 
in 12 gleiche Tbeile gelheilt werden, wie 
in Preufseii und in anderen Ländern das 
Längenmaafs als Werkmaafs. 1 Ruthe 
bat 1*3 Fufs, 1 Fufs hat 12 Zull, 1 Zoll 
12 Linien. Dieser Eintheiluiig entspre- 
chend l □Ruthe = 144 □Fuf?' n. s. w. 
1 Kuhikmthe = 1728 Kuhikfiifs u. s. w*. 
vergleiche Decimalmaafs. 

Darchgang eines fiestiriu durch den 

Meridian s. u. Culminatinn. 

Dorchmesser ist zunäch.st eine gerade 
Linie, die durch den Mittelpunkt einer 
gescblussenen t’iirve hU zu den entge- 
gengesetzt liegenden Punkten des l'ui- 
fuiigs gezogen wird, also zunächst in dem 
Kreise und der Ellipse jede durch deu 
Mittelpunkt gezogene Sehne. 

Die Begriffe von Mittelpunkt und Durch- 
messer sind wechselseitig. Mittelpunkt 
einer ('urve ist der Punkt der alle durch 
ihn gezogenen Sehnen balhirt, und Durch- 
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messer sind Sehnen die alle in einem 
Punkt sieh schneiden durch welchen sie 
kalbirt werden. 

Der Kreis and die Kllip.te haben also 
unxäbliff viele Durchmesser. Jeder der- 
selben bat die Kigenschaft, dafs er sowohl 
die Curve aU auch die von derselben ein- 
eschiü.^sene Kbene balbirt; oder vielmehr 
ie i'arve hat einen Mittelpunkt, wenn 
jede durch ihn gezogene Senne die Ciirve 
selbst und die von ihr eingeschlosseue 


Fig. Ä82. 



Fig. 582 ist ein Kreis, Fig. 583 eine 
Ellipse, M sind die Mittelpunkte, AB 
Durchmesser; ist Mt) — Mrl, sind FG 
durch i) und ttJ durch E parallele 8eb- 
ueo, so ist 

Bogen und Abschnitt FAG ^ JBH 

Ferner Bogen AF^ Bogen BJ 
und Bugen AG ^ BH 
Ausschnitt ADF SV JBE 
und Ausschnitt ADG BEH 

Die Sehnen FG und HJ werden von 
den Durchmessern AB nicht halbirt, da- 
gegen gibt es Sehnen, welche von den 
D unter bestimmten Winkeln mit den- 
selben balbirt werden. Da diese Sehnen 
gegen die Endpunkte des I) hin immer- 
fort kleiner werden und in den End- 
punkten selbst zu Null verschwinden 
müssen, so ist klar, dafs nur diejeni- 
gen Sehnen es sein können, welche wie 
KL mit den in den Endpunkten A, B 
der Durchmesser an der Curve gezoge- 
nen Tangenten TT parallel laufen. 

Die einfachste Beziehung paralleler 
Ordinaten mit ihrem Durchmesser ist of- 
fenbar die, wenn sie normal auf einan- 
der stehen , und es stimmt mit dem all- 
gemeiiieii Begriff Axo (s. d.) wenn man 
denjenigen Durchmesser, welcher normal 
zu ihm gerichtete Ordinaten balbirt, A xe 
nennt. In dem Krelne steht jede Tan- 
gente auf ihrem Durchmesser nornuil, 
daher ist jeder Durchmesser de.s Kreises 
lugleicb Axe; bei der Ellipse sind es 
nur 2 Durchmesser, der läugate NP und 


Ebene balbirt und diese gleichen Theile 
sind iv, weil unter den vorgedachten Be- 
dingungen die Punkte der Curve zu bei- 
den Seiten eines Durchmessers svinme- 
trisch angeordnet sein mü.ssen. Hieraus 
folgt, dals wenn durch gleichweit vom 
Mittelpunkt anf einem Durchmesser ge- 
nommene Punkte parallele Chorden ge- 
zogen werden, diese 4 Bogen und Fla- 
chenstücke absehneiden von denen je 
zwei und zwei einander ^ sind. 


Fig. 583. 



der normal auf ihm befindliche kürzeste 
Durchmesser FJ. 

In Folge der Eigenschaft des D., 
dafs er ein I>e8timmtes System paralleler 
Ordinaten balbirt ist auch der Begriff 
des D. dahin erweitert worden wie in 
dem Art.: conjngirte Durchmes- 

ser die DeBnition von D. lautet, und 
wohin ich für das llebrige, was noch 
in dieeem Art. über D. gesagt werden 
sollte, verweise. 

Hierbei mufs ich bemerken, dafs 
in Folge meiner längeren Abwesenheit 
vom Druckort mehrere Fehler im Text 
sich vorfinden: Statt Fig. 314, 315, 316 
ist zu lesen: Fig. 315, 316, 317. ln Fig. 
317 fehlt im DurcbschnitUpunkt zwi- 
schen der Peripherie und der Linie CO 
der Buchstabe // und pag. 45 rechts, 
Zeile 22 von oben ist hinter dem Wort 
aufzuweisen eine sinnentstellende Aus- 
lassung geschehen. Der Satz lautet: 
Dagegen hat die Parabel keine anderen 
Durchmesser als die Axe aufzuweisen, 
auf welchem die gleichen entgegenge- 
setzten Ordinaten normal sind; .sammt- 
liche der Axe Parallelen sind Durch- 
messer, die von diesen balbirten Dop- 
pelordinaten sind -F der in dem End- 
punkt des iedesmaligen Durchmessers an 
die Parabel gezogenen Tangente. 

Die Parabel bat keinen Mittelpunkt 
aufzu weisen, wohl aber die Ellipse uud 
die Hyperbel, hei welchen jede durch den 
Mittelpunkt gezogene gerade Linie ein 
Durchmesser ist. wie FG durch C Fig. 
315, CJ durch C Fig. 316. 
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Dnrctuchnltt ist die heliebij^ gewählte 
Grenz«, durch weiche eine geometrisehe 
Gröfse getbeilt wird. D. zweier Linien 
ist der Punkt (Darebsc hnittspunkt), 
in welchem beide sich gegenseitig thei' 
len. D. zweier Ebenen die gerade Linie 
(D u rchnittsli n ie) in welcher beide 
sich gegenseitig tbeilen. Im Gegensatz 
von Kerüfaruug, l>ei weicher beliebig ge* 
wählte Grenzen der geometrischen Grü- 
fsen getneinschafllich werden oh|ie zu 
tbeilen. D- eines Körpers ist die Fläche 
(Durcbsebnittsfiäche) mit welcher 
derselbe getbeilt wird. 

D. als Zeirbnuiig einc.s ßangegenstan- 
des ist die Zeichnung desselben, nachdem 
der Gegenstand durch eine oder mehrere 
Ebenen, die Durchschnittsel>euen, 
getbeilt gedacht ist. 

DarchnlttsebeDe. -fläche, -Hnle, pankt 

s. Lurchschnitt. 


Dynamik. 

Dnrchfchiüitnabl s. t. w. arithme* 
tiscbes Mittel. 

Dyadischei ZahlensTstem, Djadik, bei 

welchem die Werthe der Stellen ton der 
Hechten znr Linken statt nach den Po- 
tenzen von IO, wie hei unsrem dekadi- 
schen System, nach den Potenzen von 
2 steigen. Ks existirt also nur die Zif- 
fer 1 und das Nullzeichen, 
dec. Syst. dyad. S dec. Syst. dyad. S. 


1 

SS 

1 

9 

= 

1001 

2 

= 

10 

10 

SS. 

1010 

3 

SS 

11 

M 

= 

1011 

4 

= 

100 

12 

rr 

IlOU 

5 

— 

101 

13 

= 

1101 

6 

= 

MO 

14 

= 

MIO 

7 

= 

111 

15 


MM 

8 

= 

11)00 

10 


10000 


u. a. w. 

DjDamlk, dynamische WlaseoBchaften 

a. u. angewandte Mathematik. 
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entwickelt 170 bis 178; jjeonietrischo 
Constructiointerselb'eir bei gegebener 
vollständiger Gleichung in ZaÜenhei- 
spiel 181; 

conjugirte 4(5; deren conjugirte Axen 
und Hnrchraesser 46 ; 
cnhischo 158. 

J. 

.Jahr, tropisches 26. 

Increment 251 . 

K. 

KegeI.schnitte. Allgemeine Gleichung ver- 
glichen mit der Entwickelung aus 
clem Kegel 176 ; 

geometrLsche Construction derselben bei 
gegebener vidlstäiidiger Gleichung in 
EahlenbcLspiel 181 . 

geometrische Construction deren Pa- 
rameter 180 ; 
confocale jU. 

Kennzitfer M- 

Knoten au Curven 165; Beispiel an der 
Konchoide 167. 

Körperlich 157. 

Konchoide 165 ; Untersuchung derselben 
auf deren VVendungspuukte 189, 


Kräfte im freien Raum ü 

Kraftpunkl IX 

Kreis, ans der allgemeinen Gleichung ent- 
wickelt 176, bis 178 ; dessen allgemeine 
Coordinatengleiclinng 161 : dessen rechl- 
winklige Coordinatciigleichung 132. 

Krünminngshalbmesscr der Cycloi3ö~197. 

Krümmniigskreis an Cnrven, desseuT^- 
.stimmniig 186. 

L. 

hiuie, gerade, deren Ooorilinatengleicbnng 
und i’olargleichiing 171. 

Linien erster, zweiter, »ter Ordnung 162. 
der ersten Ordnung 170. 
der zweiten ürdnnngT^lgemeine Glei- 
chung 172; Bedeutung und EinBufs 
deren t'oeflicienten 172 , 173 , 178 : 
itednetion der Gleichung für belie- 
big grofse .Abscissen 174; daraus 
hervcirgehende natürlichTXIassifica- 
tion der Gleichnngen und Natur der 
zu ihnen gehörenden Cnrven 176; 
der dritten und höherer Ordnungen 184. 

M. 

.Maal's, cnbisches ly. 

Alaafse nach dem Decinialsystem, fran- 
zösische 250. 

Mac Laurinsche Reihe, deren Entwicke- 
lung 289 ; Bedingung unter welcher 
.sie convergirt 292; deren Ergänznngs- 
glied 293. 

Mantisse 

Masse 2.54. 

Maximum und Minimum, absolute und 
relative negative 301 ; deren Be- 
stimmung mit Hülfe Höherer Oifferen- 
ziale 298 bis 301; ohne Hülfe höherer 
Uilferenziale 303 No. 8. Beispiele 304 

bis 309. 

von impliciton Fnnctionen 309. 

Mittag, wahrer 160. 

Mittagslinie, wahre 11. 

.Mittelpunkt der KrälTe 13. 

Mondcykel 208. 

.Münzen nach dem Dccimalsystcm 250. 

Muschellinio 165. 

N. 

N'ordsndlinie, wahre 11. 

Normale an Curven, deren Bestimmung 
184 . 

O . 

Oberfläche, gewölbte, der Parabel 194; 
der Cycloide 200 : deren allgemeine 
Bestimmung lür Curven 193. 

Octaoderecken 319. 

Opposition 47. 

Ostwestlinie^wahre U. 
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Viernndvierkantner. 


P. 

Parabel , deren iillj^meino Gleichuiif^ ent- 
wickelt 17G bis 178 ; liestimmuiii' de- 
ren Tangente, Normale, Snbtaugento, 
• Subnormalo 185 , deren Krüinmungs- 
kreis und Evolute m.: liectitication 
<ler P. 101 ; Qiudratur tler P. 102 ; 
Bestiinmnng deren Oberfläche 104; 
C’nbatur der P. 1^; 
cubi.sche l.ö8. 

Parameter der Kegelschnitte, gcomelriscb 
constmirt 180 . 

PartialdilTerenzial» 273. 

Partialdividend 317. 

Partialijuotient 317. 

Peripheriewinkel 22 . 

Planeten, deren Hissen und Rntfernan- 
gen von der Sonne 15; obere und un- 
tere AL 

Platean’s Versuch über Cohäsion 33, 

Polarcoordinaten 133. 

Polargloichung, Iteduction derselben auf 
eine Coordinalengleichung 134; auf 
eine andere Polargleichung 1.35. 

Postulat 124 . 

Presse, hydraulische 333. 

Proportionen, stetige, continuirliche 125; 
hannouischo, contmhamionischc, con- 
trageometrische 130. 

Pyramidenoctaeder 33l. 

Q. 

Quadratur der Curven 190, der Parabel 
191, der Oycloide 199. 

Quadraturen (Astr.) 48. 

Quaternion 

Quinion 

R. 

Radlinie, gemeine Oycloide 196. 

Rectification von Ourven 190 ; der Pa- 
rabel 191 ; der Oycloide 199. 

Reihen, convergirende, divergirende 288. 

Reihenentwickelung durch DiflerenziäT- 
rechnung 288. 

Repetition bei Winkelmessungen 34. 

Rhombendodekaeder 329. 

Röhre, calibrirte 1. 

Rostpendel 39. 

Rückkehrpunkt an Ourven, dessen Be- 
stimmung 188. 

S. 

Scheitelpunkt der Ourven 165. 

Schiflscompafs 

Schwere, unter welcher Bedingung .sie 
unterm Aequator = Null ist Ob 

Schwungkraft 19. 

Seclisiindsechslcäüluor 254. 

Sehne 22.- 

Seniou 34. 


1 » 


Siedepunkt einer Flüssigkeit, die Tem- 
peratur abhängig vom Luftdruck 218. 

Skalenoeder 331 . 

.Sonne, wahre, mittlere, deren ungleich- 
förmige Bewegung auf den Aequator 
reducirt 2]_. 

Sonneneykol 208. 

Sonnenjahr 25T~ 

Sonnenmiuuto J6. 

Sonnenstunde UlL 

Sonnensystem, V'eränderung dessen 
Schweiqiunkt und dessen statisches 
Moment 15, 

Sonnentag 2S, 

Sonuenzcit, wahre, mittlere ^ 29. 

Spitze an Ourven, deren ßestiminling 188. 

Sternjahr 25. 

Steruzeit 2h, 

Stetig 124. 

Steuercompafs 

Striche (Naut.) 18, 

Stibnormale ideren ßestimmniig an t'ur- 

Subtangentoj ven durch Cuordinaten- und 
Polargleichungen 184. 

Suploment 

T. 

Tangenten an Ourven, deren Bestimmung 
durch Goordinaten- und Polargleichun- 
gen 184. 

Tangentialfläche am Oylinder 209. 

Tangentialkraft Ifi, 

Taschenchronometer 30. 
Taschonchronometer-Compensation 40. 

Tausendeck 20, 

Taylorsche Reihe, deren Entwickelung 
290, Bedingung unter welcher .sie oon- 
vergirt 294. 

Tornion 

TheildilTerenziale 273. 

Totaldifferenziale 273. 

Trapezoiddodekaeder 2.53. 

Triakisoctaeder 3.31 . 

Trigonometrie, geometrische Constructiou 
deren Formeln 10. bis 120. 

u. 

Umdrehungskörper durch Curven erzeugt 
194, durch die Parabel 195 ; durch die 
Oycloide 202. 

Unifangswinkel 22. 

Unruhe 20. 

Urzahlwörter 251. 

V. 

Vieleck, reguläres; Berechnung der Seile 
des necks aus der Seite des 2necks 
und ans der des jnecks, algebraisch 
und trigonometrisch 25. 

Viernndvierkantner 3l4T ~ 
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ZwSlfBüchner. 


W. 


Wärme, spccifische I, latente im Was- 
serdampf 218. 

Wärmecapacität 1 . 

Wa.sserdampf 219. Formeln über die 
Rlasticität bei gegebener Temperatur 
^231, ^ 2.iC. 

Tibelle von Versuchszahlen darüber 221 ). 
Tabelle darüber nach Formeln 232. 236. 
Formeln über de.^sen Dichtigkeit 2^77 
Hülistabellen zu Berechnung dessen 
Dichtigkeit 238. 

Tabelle über dessen Spannung, Dich- 
tigkeit nnd Volumen bei Tempera- 
turen von - .32°C. bi.s 100°C. 241 . 
Tabelle darüber von 100°C. bis 265,89“ C. 
245. 


Wasserdunst 219. 

Wa.sserrauch 219. 

Wasserwaage 9. 

Wechsel.schnitF am (,'ylinder 210. 
Wendungspunkt an Curvon, dessen Kenn- 
zeichen dessen Bestimmung 188, 


Beispiel die Konchoide 189; an der ge- 
streckten Cycloide 208 . 

Werth einer Gleichung 121. 
Wiedcrholnngsexponent “357 
Windrose 5S, 

Wirbel, cartesianische 12. 

Wraseu 219. 

Würfel, Anzahl deren mögliche Würfe 36. 

Z. 

Zahlen, concrete 41, dekadische 252. 
Z.ifalensystem 251, dodekadiscbes 318. 
Zahlwörter abgeleitete 251. 

Zeitmesser 22,- 

Zug, verglichen mit Druck und Anzie- 
hung 332. 

Zu.sammeukunil (Astr.) 47. 
Zusammenziehung des Wasserstrahls 125. 

Zusatz 135. 

Znwachsquotient 256. 

Zweige (an Curven) 164. 
Zweinialachtflächner 314. 
Zweimalzwölffläciiner 254. 

Zwölfflächner 319. 




B«rlio, Druck der Oebr. rnger*»cher» nufbuchUruckArci. 
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